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УДК 512.548
Г.Н. ВОРОБЬЕВ

ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ 
В n-АРНЫХ ПОЛУГРУППАХ

п-Арной полугруппой называют универсальную алгебру с одной ассоциативной і п- > 
арной операцией, то есть универсальную алгебру < А, [ ]>,  в которой для любого 
/ = 1, 2, п -  1 выполняется тождество

№. -  aX * t  -  a^ J  = /а, аК ,  a ,Ja iw ) ... a2J .
Обычные полугруппы являются частным случаем п-арных полугрупп при п = 2, так 
как в этом случае приведенные выше тождества n-арной ассоциативности принима
ют вид (ab)c = а(Ьс). n-Арную полугруппу, в которой для любого i = 1, 2, ..., п и всех 
а(, ..., ам ам, ..., ап е А однозначно разрешимо уравнение

называют n-арной группой.
В настоящей работе изучается перестановочность элементов в n-арных полу

группах. Получены достаточные условия т-полуабелевости, в частности абелевос
ти и полуабелевости, n-арной полугруппы. Доказано, что полуабелева n-арная группа 
с непустым т-полуцентром является т-полуабелевой.

< ў
Вспомогательные понятия и результаты. Последовательности а и р  эле

ментов n-арной группы < А, [ ] > называются эквивалентными в ней [1], если су
ществуют последовательности у и 5 элементов этой же n-арной группы такие, 
что [уа5] = [урб]. Если последовательности а и р  элементов n-арной группы экви
валентны в ней, то для сокращения записей будем употреблять обозначение 
а~р.

Лемма 1. [1, 2]. Если а~р в п-арной группе < А, [ ] >, то |>ац] = [vp^] для лю
бых последовательностей v и ц элементов из А и таких, что

< 1(у) + /(а) + /(ц) = 1 (mod п -  1),

где /(р) -  длина последовательности р.
Последовательность е, ... е^, элементов n-арной полугруппы < А, [ ] >  на

зывается левой (правой) нейтральной, если для любого х е А верно

[е, ... еп1х] = х ([хе ,... е ^ ]  = х).

Последовательность, которая одновременно является и левой нейтральной и 
правой нейтральной, называют нейтральной.

В любой n-арной группе существуют нейтральные последовательности.
С помощью m-арной операции [ ], определенной на множестве А, можно 

для всякого n = k(m -  1) + 1, где к > 1, определить n-арную операцию ():

(ai ■■■ а„) -  И ••• [[а, ... a ja m+1 ... a2m1] ... ]a{k_1)(rn_1)+2... ак(т1)+1].

В этом случае n-арная полугруппа < А, ( )  > и n-арная операция ( )  называются 
производными соответственно от m-арной полугруппы < А, [ j > и m-арной опе
рации [ ]. В дальнейшем, чтобы не вводить лишние символы, будем полагать

(а, ... ап) = [а ,... ак(пМ)+1].

n-Арная группа < А, [ ] > называется т-полуабелевой [1], если т  -  1 делит 
п -  1 и последовательности аа1... am 2b и Ьа, ... ат_2а эквивалентны в < А, [ ] > 
для всех а, а1......am2, b e  А. 2-полуабелевые n-арные группы называют абеле
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выми. Таким образом, абелевы n-арные группы -  это n-арные группы, удовлет
воряющие тождеству

[aba2...an] = [Ьаа2...ап].

Абелевы n-арные группы можно определить также [3], как n-арные группы, в ко
торых для любой подстановки ст множества {1, ..., п} выполняется тождество

[a^ j-. aJ -  [аа(1)ао(.2)... Эс(п)]-

п-Полуабелевы n-арные группы называют полуабелевыми, то есть n-арная груп
па < А, [ ]  > называется полуабелевой [3], если в ней выполняется тождество

Л(? У
[aa1...an_2b] = [ba1...an.2a].

При п = 2 понятия абелевости, полуабелевости и m-полуабелевости совпа
дают. Если же п > 2, то все три указанные понятия различны. Например, легко 
проверяется [4], что тернарная группа < Вл, [ ] > всех отражений правильного 
n-угольника является полуабелевой, но не является абелевой.

Лемма 2 [5, 6]. n-Арная группа < А, [ ] > является m-полуабелевой тогда и 
только тогда, когда для любых а, b е А и некоторого с е А в < А, [ ] > эквивален
тны последовательности а с . . . с Ь и Ь с . . . с а .

т - 2  т - 2
Абелевы и полуабелевы n-арные полугруппы определяются теми же тож

дествами, что и абелевы и полуабелевы n-арные группы.
m-Полуцентром n-арной группы < А, [ ] >, где n = k(m -  1) + 1, к > 1, назы

вается [7, 8] множество

Z(A, m) = {z е А | zx™ 2x ~ x x j m 2z, Vx, xv ..., xm_2 e A}.
V* - 2Если m = 2, то последовательность x j" -  пустая, а определение т-полуцент- 

pa совпадает с определением центра, то есть Z(A) = Z(A, 2). Если m = п, то ri- 
полуцентр называется полуцентром и обозначается символом HZ(A), то есть 
HZ(A) = Z(A, п). Ясно, что O'

HZ(A) = {z е A I [z x j1-2x] = [x Xln-2z], Vx, x,, ..., xn 2 e A}.
Основные результаты. Следующее определение расширяет понятие т -  

полуабелевой n-арной группы на n-арные полугруппы.
Определение. Пусть n = к ( т  -  1) + 1, к > 1. n-Арная полугруппа < А, [ ] > 

называется m-полуабелевой, если в ней для любых t = 0, 1......к - 1  выполняет
ся тождество

1Х 1 X t(m -1)X t(m-1)+1X t(m-1)+2 ” • X (t+1)(m-1)X (t+1)(m-1)-HX (t+1)(m-1)+2 ■ "  X k(m -1 )+ ll -

-  [ Х 1 . . .  x t(m_ 1 )X (t+1 )(„!_-!)+1 X t(m-1 )+2 X (t+1 )(m-1 )X t(m -1 )+1 X (t+1 )(m-1 )+2 " •  X k(m-1)+11' ( ^ )
O r Если положить

X  X t(m-1)+1 ’ У  X (t+1)(m-1)+1’ a i X (i—1 )(m—1 )+2 " •  X i(m -1)’ * 1 . k ,

то тождество ( 1) можно переписать следующим образом

■ • • а ,Х а н і У а і+2 ■ • ■ а кХ п1 =  [ Х 1а 1Х т  ■ • • а іУ а ,+ і Х а 1+2 ■ ■ ■ а Л ] -  ( 2 ) 

Предложение 1. п-Арная полугруппа < А, [ ] >, обладающая правой нейтраль
ной последовательностью, в частности нейтральной последовательностью, яв
ляется m-полуабелевой, если в ней выполняется тождество

1Х 1Х 2 -  X m-1X mX m+1 -  X J  =  К Х2 -  X m -,X 1X m.1 -  \ l  ( 3 )
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Доказательство. Если е1 ... епИ -  правая нейтральная последователь
ность в < А, [ ] >, то, полагая

Х -  Xt(m-1)+1’ У -  X(t+1)(m-1)+1
и, применяя (3), получим

[Х1И1Хт ••• а.ХамУа«+2 ••• акХп] = [[Х,а1Хт а,ХаніУа(+2 ••• аЛ 1е1 ••• enJ=
= [хіа іхт ... at[xat+1yat+2... akxne, ... ... enJ  =

= [xia ixm ... at[yatt1xat+2 ... akxne, ... et(rr>_1)]et(rTi_1)+1 ... e ^ ]  =

= [[x^xn, а,Уаі+1хан2 -  аЛ ] еі ••• enJ = txia ixm ••• а.Уа.+іха«+2 ••• аЛ І-  
то есть верно (2). Следовательно, < А, [ ] > -  m-полуабелева n-арная полугруп
па. Предложение доказано.

Следующее предложение является двойственным к предложению 1. 
Предложение 2. n-Арная полугруппа < А, [ ] >, обладающая левой нейтраль

ной последовательностью, в частности нейтральной последовательностью, яв
ляется m-полуабелевой, если в ней выполняется тождество

1Х 1 • X n-m X n-m+1X n-m+2 • • • X n-1X J  =  [ Х 1 ‘ ‘ ‘ Х п -т Х пХ п-ш +2 • • • X n-1X n-m  ( 4 )

Доказательство. Если е1 ... еп1 -  левая нейтральная последовательность 
в < А, [ ] >, то, полагая

_  x  =  x „ m- i ) +1. y  =  V i , ( m- 1)+i
и, применяя (4), получим

[Xl “ lXm ••• а,Ха,+іУа,+2 ••• аЛ І  = [е1 ••• en-ltXia iXm ••• а,Ха,+іУа ,+2 ••• aKXn]]=

-  [ e ,  . . .  e (t+i )(m_1 )_2 [б ( ,+1)(т _ 1)_1 • ••  ® п -1Х 1а 1Х т  a tX a t+ -|y ]a t+2 • • •  X (k -1)(m -1) + ia kX J  -

-  [ e i  ■■■ ® (t+1 )(m—1 ) -2 ^ ( t+ 1  )(m-1 )-1 e n-1X i a i X m ' '  ’ а іУ а і+1Х ] а н 2 " •  X (k-1 )(m -1)+ ia kX J  -

= [e, ... en_1[x1a1xm ... atyat+1xat+2 ... akxn]] = [ x ^  ... a,yat+1xat+2 ... akxn],

то есть верно (2). Следовательно, < A, [ ] > -  m-полуабелева n-арная полугруп
па. Предложение доказано.

Теорема 1. Если n-арная полугруппа < А, [ ] > является производной от 
m-арной полугруппы < А, ( )  >, обладающей нейтральной (левой нейтральной, 
правой нейтральной) последовательностью, то из полуабелевости < А, [ ] > сле
дует полуабелевость < А, ( )  >.

Доказательство. Ясно, что n = k(m -  1) + 1, где к > 1.
Легко проверяется, что если е, ... етИ -  нейтральная (левая нейтральная, 

правая нейтральная) последовательность m-арной полугруппы < А, ( )  >, то

е, em_2(em_1e1...e m_1...e 1...e m„1)
■ X  -------------- -------V-------------------------'

к - 2

также нейтральная (левая нейтральная, правая нейтральная) последователь
ность этой же n-арной полугруппы < А, ( )  >. Поэтому, учитывая полуабелевость
< А, [ ] >, будем иметь

(Х1Х2 -  Xm-1XJ  = (Х1Х2 -  Хш-1е1 -  em-2(em-iei- - - em-1---e1...e m_1)Xm) =
k - 2

= [xix 2 • ■ • xm-i ei em-i • • • в , ... хJ  = [xmx2 ... х ^  e , ... е ^  ... e , ... em_ix,] =
v ■ ■ - • 1 V------------------------ '  4--------  --------------- v ------------------ —■—''

k -1  k -1

=  ( x mx 2 ■■■ Х ш -1е 1 -  e m- 2( e m - i e i  • • • e m -1  - & l  = ( * m* 2 -  X ^ X , ) ,
4------------------------ v-----------------------—1'

k - 2
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то есть
(х.х, . . .х . x j  = (х х , ... xm .x.),4 1 2 m-1 nv ' m 2  m- 1  1 71

для любых xv ... xm e А. Следовательно, < A, ( )  > -  полуабелева. Предложение 
доказано.

Следствие 1. Если n-арная полугруппа < А, [ ]  > является производной от 
m-арной полугруппы < А, ( )  >, обладающей нейтральной (левой нейтральной, 
правой нейтральной) последовательностью, то из полуабелевости < А, [ ] > 
следует m-полуабелевость < А, [ ] >.

Доказательство. По теореме 1 в < А, ( )  > выполняется тождество

( X l X 2 . . .  Х щ - Д п )  =  ( Х т Х 2 . . .  X m_ i X , ) ,

откуда следует выполнимость в < А, ( )  > тождества

((х .х ,... хт .хт)х_. ... x j  = ( ( х х , ... хт Лх , ) х .  ... х ).' ' 1 2  т - 1  т 7 т +1 п7 ' ' m 2  т -1  \> т+1 п7

Так как < А, [ ] > является производной от < А, ( )  >, то последнее тождество 
равносильно тождеству

[ Х 1Х 2 -  Х т -1  Х т Х т+1 -  Х пЗ =  К Х 2 -  Х т - , Х 1 Х т *1 -  X J .  ‘

выполняющемуся в < А, [ ] >. По предложению 1 n-арная полугруппа < А, [ ] > 
является m-полуабелевой. Предложение доказано.

Теорема 2. Если n-арная полугруппа < А, [ ] > является производной от 
t-арной полугруппы < А, ( ) >, то из полуабелевости < А, ( ) > следует 
полуабелевость < А, [ ] >.

Доказательство. Так же, как и в теореме 1, n = k(t -  1) + 1, где к > 1. Для 
любых xv ..., хп положим

“ г ~  X (r-1)(t-1)+2 ■ "  X r(t-1) ’ ^ ~  ^ ...........

Тогда, используя полуабелевость < А, ( )  >, будем иметь

[Х - !Х 2 . . .  X n_ ! X n]  _  ( X i a i X ta 2X 2(t-1)-f1 a k-1X (k-1 )(t-1 )+ ia kX n) “

-  ( х ^ Д с ^ Х ^ ^  • • •  a k - iX ( k - i ) ( t - i h ia kX n) -

-  (x,a1x2(|_1)+1a2x1 ... otk_1x(k_1)((_1 )+1akxn) -  ... -  (x,cc1x2(t_1)+1a2x3(t1)+1 ... ak_1xnakx1) -

-  ( X ta i X 2 (t-1 )+ ia 2X 3(t-1)+1 • • •  X na k-1X (k-1)(t-1)-Ha kX l )  -  ••• -  ( X ta i X na 2 a k-1X (k-1 )(t-1 )+ ia kX l )  “  

^  -  ( X na i X ta 2 a k-1X (k -1 )(t-1 )+ ia kX l )  ~  t X nX 2 X n - 1 X l l .
то есть

[ Х Л  -  X H X J  =  K x 2 -  V i x i ) -  

Следовательно, < A, [ ] > -  полуабелева. Предложение доказано.
Следствие 2. n-арная полугруппа < А, [ ] >, производная от полугруппы А с 

единицей, является полуабелевой тогда и только тогда, когда А абелева.
Теорема 3. Полуабелева n-арная группа с непустым m-полуцентром является 

т-полуабелевой.
Доказательство. Для элемента с из m-полуцентра Z(A, m) положим

у = с. . . с ,  5 = с . . . с .
т - 2  т-1

Ясно, что для любых х, у е А эквивалентны последовательности

х с ... с и с ... сх  (хб ~ 5х)
m-1 m-1

и последовательности
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ус . . . с  и с . . .су (у5 ~ 5у).
m-І т-1

Применяя к эквивалентным последовательностям у5 и 5у лемму 1, получим

[хуу8...5] = [хуу88...8] = [ху5у5...5] = ... = [ху8...8у], 
к-1

то есть

[xyyS^S]  = [x y ^ S y ] ,  (4)
' І 'Т '  УТ Г

В полуабелевой n-арной группе < А, [ ] > верно равенство

[x y S ^ y ]  = [уу5_6х] .  (5)

Применяя к эквивалентным последовательностям х5 и 5х лемму 1, получим

[уу 5... 5 х] = [уу8...88х] = [уу 5... 5 х5] = ... = [уух 5... 5],
к -1  '~ к5 Г '

то есть

[уу8...8х] = [уух5..,8]. (6)
'—к—' •—к—-

к - i  к - i

Из (4) -  (6) следует R
[хууб... S] = [yyxS... 5].

к - 1  к -1  

Следовательно, последовательности

хуу = х с ... с у, уух = у с ... с х
т - 2  т - 2

эквивалентны. По лемме 2 < А, [ ] > -  т-полуабелева n-арная группа. Теорема 
доказана.

Следствие 3. [9] Полуабелева п-арная группа с непустым центром являет
ся абелевой.

Замечание. По аналогии с определением т-полуабелевой n-арной полу
группы можно ввести понятие m-полуцентра, в частности центра n-арной полу
группы, и получить аналоги теоремы 3 и следствия 3 для n-арных полугрупп.
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