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АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ВЕЙЛЯ 
ДЛЯ БРАУДЕРОВЫХ СУЩЕСТВЕННЫХ 

АППРОКСИМАТИВНЫХ СПЕКТРОВ
Статья посвящена получению аналогов классической теоремы Вейля для брау- 

дерова существенного аппроксимативно точечного спектра и браудерова существен­
ного аппроксимативно дефектного спектра. Если для оператора Т справедлива те­
орема Вейля для браудерова существенного аппроксимативно точечного сцектра, 
то тогда для Л е р(Т) и  п(Ю(Т ), найдется такой компактный оператор К, комму­
тирующий с Т, что для оператора Т + К - Я І  выполняется энергетическое неравен­
ство, а если для оператора Т справедлива теорема Вейля для браудерова существен­
ного аппроксимативно дефектного спектра, то тогда для Л е р(Т) i j n 00(T), най­
дется такой компактный оператор К, коммутирующий с Т, что оператор Т + К - ЛІ 
сюрьективен. Приведены полные доказательства необходимых и достаточных усло­
вий выполнимости теоремы Вейля для полубраудеровых существенных спектров ог­
раниченных линейных операторов в банаховом пространстве.

Настоящая работа посвящена получению аналогов классической теоремы 
Вейля для браудерова существенного аппроксимативно точечного спектра и 
браудерова существенного аппроксимативно дефектного спектра. Классичес­
кий результат, доказанный Г. Вейлем, состоит в утверждении, что пересечение 
спектров ограниченного самосопряженного оператора Т, возмущенного всеми

компактными операторами К, то есть Q  a(T+K), совпадает с множеством изо-
к

лированных собственных значений конечной геометрической кратности я 00(7) -

множеством тех изолированныхточек Лв спектре ст(Т), для которых 0<dimiV(r-^I)<co. 
Поскольку указанное пересечение спектров определяет существенный спектр 
Вейля сг (Z), то теорему Вейля принято в современных обозначениях записы­
вать в виде равенства

а„(7)=а(7)\л00(7у (1)
Пусть Г -  ограниченный линейный оператор на комплексном банаховом про­

странстве X, т.е. Щ Т )-Х и ТеВ(Х). Для оператора Т определим числовые харак­
теристики: nul(7):=dim(V(7); def(7):=codim^(7)=dimX/i?(7); ind(7):=def(7)-nul(7), 
а(Т)-подъемоператора Т(наименьшеечислоneZu{0} такое, что N(Tn)=N(T'+[))] 
d(T) -  спуск оператора Т (наименьшее число neZ u {0} такое, что R(V')=R(T'+])).

Рассмотрим следующие подмножества комплексной плоскости С, опреде­
ленные полуфредгольмовыми и полубраудеровыми характеристиками операто­
ра Т-Х1:

$
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Ф+(Г):={ЛеС: R(T-XI) = R (T - iI ) ,  nul(74U)<oo};

Ф“(7):={ЯеС: R{T-XI) = R {T -U ), def(r-A7)<oo};

5-Ф(7):=Ф+(7 )и Ф “(Г); Ф (Г )~ Ф \Т )гл Ф  (Г); Ф 0(Т):={ЛеФ(Т): ind(7'-A7)=0}; 

В+(Г):={ЛеФ +(Г): а(Т-Л1)<оо}; В~(Т):={ЛеФ (Т): d(T-X I)<оо}; В(Г):=В'(Г)п,В (7 ) .J

Дополнительная информация о свойствах полуфредгольмовых областей 
ограниченных линейных операторов в банаховом пространстве содержится в 
[1]. Полубраудеровы множества определяют следующие существенные спект­
ры: азЬ(Г):=ОЛ*(Т) -  браудеров существенный аппроксимативно точечный 
спектр оператора 7; сгаь(1):=С\5^(7) -  браудеров существенный аппрокси­
мативно дефектный спектр оператора Т; а еь(7):=С\5(7) -  браудеров суще­
ственный спектр оператора Т. Спектры ааЬ и <rdb, порожденные полубраудеро- 
выми операторами, называют также полубраудеровыми существенными спек­
трами.

Для доказательства основных теорем этой главы об аналогах теоремы Вей­
ля для полубраудеровых существенных спектров понадобятся следующие вспо­
могательные леммы (см. [2], лемма 2.2 и лемма 2.3).

Лемма 1. Пусть М ,, М 2 и N линейные подпространства линейного про­
странствах. Предположим, что М ,с М 2. Тогда

dim— — —  < dim— — -----
M ,n N  M 2n N

Говорят, что линейные пространства X i и Хг изоморфны, если существует 
линейное взаимно однозначное отображение X , на Х2 и для изоморфных про­
странств Х 1 и Х2 используется символ Х х = Х2.

Лемма 2. Пусть М и N линейные подпространства линейного простран­
ства X. Тогда

М  M  + Nс #
M n N  N

Для браудерова существенного аппроксимативно точечного спектра, пояс­
няющего также название существенного спектра о-аЬ(7), В. Ракочевичем [3] полу­
чено следующее равенство:

ааЬ(7 )=  р | aa(T+S), (2)
TS=ST

SeK(X)

где ста(7) = {/\.еС: inf{ II {Т-Х1)х | : 1 х I =1}=0 -  аппроксимативно точечный 
спектр оператора Т, другими словами, это множество тех Л, для которых опера­
тор Г -П н е  имеет ограниченного обратного на R(T-XJ).

Лемма 3. ПустьХі и Х2-линейные подпространства линейного простран­
ствах, такие, чт оХхс Х 2. Тогда dimX/X^-dimX/X^dimX/X^. ([4], лемма 2.1).

Лемма 4. Пусть Y и Z -  линейные подпространства линейного простран­
ства X, такие, что YnZ=(0) и dimA7Z<dimF<co. Тогда X-Y®Z. ([4], лемма 2.2).

Обозначим через (7) -  изолированные собственные значения конечной 
алгебраической кратности, то есть Хе к^ {Т ), если спектральный проектор RX(T), 
соответствующий изолированной точке спектра Хеа(Т), конечного ранга. Алгебра­
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ическую кратность точки X можно определить как dimAr((7’- U ) a(r“,J)), где а(Т-ЛІ) -  
подъем оператора Т-ЛІ.

Определим минимальный модуль оператора Т следующим образом:

у (7) :=inf{||75c||/</(x,^(7’)): xeD(7),

где d(x,N(T)) -  расстояние от х до нуль-пространства N(T).
В следующей теореме сформулированы критерии совпадения множеств 

изолированных собственных значений конечной геометрической и алгебраичес­
кой кратности ([5], теорема 2). „■s

Теорема 1. Пусть X -  банахово пространство и ограниченный линейный 
оператор ТеВ(Х) -  такой, что р(7)^0. Для равенства п 00(Т) = к ^ (Т )  необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих условий:

1) область значений R (T -X I) замкнута для всех /,е  я 00(Г);
2) минимальный модуль у(Т-Л1)>0 для любого Ле л00 (7);
3) минимальный модуль у(Т Л1)>0 разрывен в каждом Ле %00(Т);
4) спуск с1(Т-Л1) конечен для каждого Ле к 00(Т)]
5) каждое Ле ті00(7) -  полюс резольвенты оператора Т.
Теорема 2. Пусть X -  банахово пространство и ТеВ(Х) -  ограниченный 

линейный оператор. Для того, чтобы оператор удовлетворял теореме Вей­
ля для браудерова существенного спектра оператора Т, то есть чтобы

o eb(T) = a(T)\noo(T),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий 1-5 теоремы 1.
Доказательство. Следует из теоремы 1 [5] и предыдущей теоремы.
Перейдем к доказательству одной из основных теорем, содержащей необ­

ходимое и достаточное условие справедливости теоремы Вейля для браудеро­
ва существенного аппроксимативно точечного спектра. Часть результатов, пол­
ные доказательства которых приведены ниже, была анонсирована в работе [6].

Теорема 3. Пусть X -  банахово пространство и ТеВ(Х) -  ограниченный 
линейный оператор. Для того чтобы оператор удовлетворял теореме Вей­
ля для браудерова существенного аппроксимативно точечного спектра опе­
ратора Т, то есть чтобы

• стаЬ(7) = ст(7) \ л00(7),
необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, выполнялось условие:

I. \/X e a (T )n B r(7') справедливо def(T-XI) < nul(T-XI) 
и, во-вторых, чтобы выполнялось одно из условий 1-5 теоремы 1.

Доказательство. Необходимо и достаточно показать, что стаЬ(7)=стеЬ(7) и 
л00(7)= 7Соо(Т). Справедливость второго равенства следует из любого условия 
1-5 теоремы 1.

Для справедливости первого равенства достаточно показать, что 
a(T-XI)=d(T-XT) для соответствующих Х еЩ Т). Действительно, из теоремы 2.1 ра­
боты [7] и условия Хео(Т)пВ^(Т) по теореме IV.5.31 работы [8] и теореме 2.9 рабо­
ты [7] Ле 71д0в (7). Поэтому с(7)гъ8+(Г) = а(Г)\ааЬ(7) с  к а00в(Т) = o(T)\aeb(T ) , то 
есть стаЬ(7)=стеЬ(7). Обратно, Vле а(7)пВ '(7) = ст(7)\стеЬ( Т) по определению сгеЬ(7) 
a( T-XI)=d( T-X I). '  '

Из работы [4] (теорема 4.5(a)) следует, что если nul(r-/J)<oo, р=а(Т Х1)<<ю и

dim----------------------------------- <тш\(Т-Л1), (3)
Я (Т -Л 1 )п Щ {Т -Л 1 У )  w
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то тогда подъем и спуск оператора Т XI равны a(T-XT)=d(T-XT). В частности, 
если D(7)=X, то (3) эквивалентно неравенству def(T-XI)< nul(Т-ХГ).

Приведем подробное доказательство для общего случая, то есть покажем, 
что теорема справедлива и для замкнутых операторов, удовлетворяющих сфор­
мулированным в ней условиям. Так как р=а(Т-ХГ), то N(T-XI)nR((T-XT)p)={0} 
по лемме 3.4 работы [4]. Пусть M =N(T-}J)r\R ((T-XIf), k=0,1 , . . р. Тогда М кс М ы, 
М  =N(T-XT), М р={0}. Так как M k/M p=M k, k=0 ,l,...,p -l, то по лемме 3

dimMkч = dimMk ,/M k+ dimMk, k=l,2,...,p.

Положим mk=dimMk ,/M k. Комбинируя равенства (4) при k=1,2.....р-1, полу­
чаем, что

пйІ(Т’-Ц )  = m0+mj+. ..+mp (5)

Для 0<k<p-l введем элементы_y.(k)eM k, l<j<mk, такие, что соответствующие
классы элементов [y.(k)], l<j<mk, принадлежащие М к/М к+1, линейно независимы
как элементы фактор-пространства. Тогда j j(k)=(7’-^7)kx (k), где x fk)eD((7’ l / ) k).

Элементам x (k), l<j<mk, 0<к<р-1, (их ровно nul(74U) штук) соответствуют 
элементы [х(к)] фактор-пространства^ЩГ-Ц). Покажем, что последние линейно 
независимы. Линейную комбинацию можно записать в виде:

р-1 ш,

X  X  C'J xJ(l) = (Т-Л1)и (элемент R(T-XT)). (6)
i= 0  j = l  - X »

mi .
Пусть wt=  V  су , тогда w e и

j=i ' '

/ ( V  Ші
( I -A I) 'w t -  £  cN (T -X l). (7)

j=1

Так как x (0)=y {0>eN(T-XT), то w. eЩ Т-ХГ)eD(T-X l). Перепишем (6) в виде
J r « J  U

Ио
£  Wi = (T-XI)u  . (8)
i=o

Заметим, что каждое w, а следовательно и (T-XT)u принадлежат D(7' XI) и

Р-. ’

;

2  (Т -Л І)м>і = ( T - X l fu . Поскольку (Г  X I)'w eN (T-X l),io , продолжая применять

равенству оператор (Т-ХГ), получим: (Т-ХГ)9 lw = (T-XTfu  е N(T-XI)nR((T-
X fy )= {0}, следовательно, (T-XTy~xw =0. Тогда из (7) следует, что с , =0,Р р-2 " "

,, а значит и w ,=0. Теперь из (8) получаем, ^  м>[= (Т-АТ)и\л
i=0

(T -A If~ 2Wp-2 = (Т-ЛГў~1й еМр_і Так как элементы [у^р“2)], l<j<m p 2 линейно

независимы, то из (7) следует: с 2J=0, j= l,...,m p_2 и wp 2=0. Рассуждая далее 
таким же образом получим равенство нулю всех c;J для любых i и j.

По построению элементы х (к)е Щ Г -Ц )р), а элементы [х(к)] sX/R(T-XI) и ли­
нейно независимы. Пусть МсАГ -  подпространство, порожденное элементами
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x (k), тогда М п і? (7 -Ц )={0}, dimM=nul(7-Ai). Тогда из (3) и леммы 4 следует, что 
Е)((Г-Ц)Р) = =[D ((T -X I)p)r\R(T-XI)]@ M. Далее из леммы 3.5 из 3 получаем, что 
d(T-XI)<p, а из теоремы 3.6 [4], что a(T-XI)=d(T-XI).

Выполнение условия (3) следует из леммы 1 и условия I. Поскольку 
D((T-XT)p)czX, то полагая в лемме 1 M 1=D((7-A i)p), М 2=Хи N=R(T-XI), получим

dim— щ т - х т ------  dim X _ А
Э ( ( Г - Я /)р) п й ( Г - Я / )  R(T -  Л І)

Теорема доказана.
Если для оператора Т справедлива теорема Вейля для браудерова суще­

ственного аппроксимативно точечного спектра стаЬ(7), то тогда для 
Я ер (7 )и л 00 (7), найдется такой компактный оператор К, коммутирующий с Т, 
что для оператора T+K-X I выполняется энергетическое неравенство, то есть 
существует такая константа С > 0, что справедливо неравенство ограниченнос­
ти снизу I (Т+К-ХГ)х I >С I х | .

Для браудерова существенного аппроксимативно дефектного спектра crdb(7), 
проясняющего также его название, имеет место аналог формулы (2) (см., напри­
мер [3 , с. 135], следующего вида:

tfdb(Т )=  р) Gd(T+S) ,
ts=st 3 4

SzK(X)

где ad(7) = {>-еС: R(T-XI) ^ X} -  аппроксимативно дефектный спектр опера­
тора Т.

Теорема 4. Пусть X  -  банахово пространство и ТеВ(Х) -  ограниченный 
линейный оператор. Для того чтобы оператор удовлетворял теореме Вей­
ля для браудерова существенного аппроксимативно дефектного спектра 
оператора Т, то есть чтобы

r f i  a db(7) = a(T) \  7t00 (7), 
необходимо и достаточно, чтобы, во-первых, выполнялось условие:

II. \/Хеа(Т)Г\В~(Т) справедливо пи\(Т-Х1) < def{Т-ХГ) 
и, во-вторых, чтобы выполнялось одно из условий 1-5 теоремы 1.

Доказательство. Необходимо и достаточно показать, что adb(7)=aeb(7) и 
тсоо (7)= лq® (7) . Справедливость второго равенства следует из любого условия 
1-5 теоремы 1.

Для справедливости первого равенства достаточно показать, что 
я(T-)J)=d(T-XI) для соответствующих ХеВ~(Т). Действительно, из теоремы 2.1 ра­
боты [7] и условия Хе<з(Т)с\В~(Т) по теореме IV.5.31 работы [8] и теореме 2.9 рабо­

ты [7] Ле 7Со| ( Г ) . Поэтому u(T)nB~(T) = a(T)\<jdb(T) с  (7) = a (7 )\adb(7), то 

есть crdb(7)=0eb(7). Обратно, уХ е  а (Г )пВ  (1) = cx(7)\aeb(7) по определению стеЬ(7) 
a(T-XI)=d(T-XI). ' С

Из работы [4] (теорема 4.5(b)) следует, что если nul(7-A7)<co, q=d(T-XI)<со и

n u l(r^ < d im ---------Щ т - и у ) ---------
7 г (7 -Я /)п 7 У ( (7 -Я 7 )4)

то тогда подъем и спуск оператора T-X I равны a(T-XI) = d(T-XI).
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Приведем подробное доказательство. Пусть Q = N ((T -X r)')+ R (T -X I), 
i= 0 ,l,...,q -l, тогда Q.eQi+]. Покажем, что

p. = dimN((T~’k I) '+[) /  [Q nN ((T -X I)')] < oo. (10)

Пусть x®, l< j<a , конечный набор элементов из N((T-XI)i+l) такой, что соот­
ветствующие элементы фактор-пространства N((T-'kI)'+')/[Q tnN ((T -'kr)iy] линей­
но независимы. Покажем, что элементы фактор-пространства X/R(T-XI), соот­
ветствующие элементам х®, 1 0<i<q-l, линейно независимы и следова­
тельно

n0+n+...+n_i < def^T-AT). (11)

,-i *  .
Рассмотрим линейную комбинацию V  V  СцХ^ &R (T-X I) . В этом слу­

чае ^  cq_ijjcj(q_1) е N ((T -X I)q~l)+R(T--XI) =  Qq_i, и следовательно сч_д=0 при

н  Ў  
q-2 п, С Г  ^

l<j<nq |. Далее получаем ^  Сцх{ <= R (T-AI), 2-, cq_2jx (q~2)eN((T-XIf-2)+
i - °  j=i j=1 J ‘

+R(T-XI) = Qq 2, и таким образом с 2J=0 при l<j<nq2. Продолжая данную про­
цедуру, получаем с^=0 при любыхi и j, и поэтому справедливо соотношение (11).

Пусть теперь _у®=Гх®, тогда у.®еЫ(Т-ХГ). Покажем, что у.® линейно неза­
висимы и, следовательно,

n0+ n + ...+ nq | < m l(T  \ I ) .  (12)

Фактически мы покажем большее:

1̂ +11,+ ...+пч , < dimN(T-XT) / Щ Ц Т-Х Щ пЩ Т-Х Г)]. (13)

Отметим, что ^ (0)=х(0), и что х (0), l<j<nQ, элементы из Ы(ТХГ), выбранные так,
"о<К

что если ^  aj x/0)eQo=R(T-XI) , то а=0 для любого].
c F  1

Рассмотрим следующее утверждение Рт:
т-1 П;

Если V  У  ацу/,}еК((Т-Х1)т) при фиксированном т  (где l<m<q), то каж-
■ =0  j= l

дое а=0.
Для т=1 это верно. Покажем по индукции, что утверждение Рт+1 истинно, 

если истинно Рт и m <q -l, и следовательно будет истинно Р

m _п» .
Предположим, что утверждение Рт верно, и £  £  а1)УР<Е(Т-ЛГ)тЧи . По-

1=0 j= l

Ш-1 П; Пд,
этому 2  £  aij>'j(,)= (r -A /)m+IM - £  amj (T X I f  х /т)ей((Г-Я7)т) и таким об­
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м

разом а^=0 для 0< i< m -l. Но тогда (T-AJ)m+lu = amj (Т-ЯТ)тx /m). Пусть
j=i

n n m

* = £  amj x fm>-  (Т-АГ)и. Заметим, что (T~XI)m+]x=0. Тогда ^  amj x / m) =  x +

'  .  "+ ( T~AT)u e N ((T -X I) )+R (T-A T)-Q m Из того, как мы определили элементы

x (m), следует, что amj=0 для любого]. Таким образом утверждение Pq истинно, а 
значит истинно (13) и (12).

По условию теоремы def(r-Ai)<oo, поэтому (10) истинно для любого i (п.<р.). 
Мы также показали, что p0+p+...+pq ч < dim N(T-X1) / [R((T-XT)4)nN (T-XI)]. 

Докажем, что на самом деле

р0+р,+.. .4р = d i m / [R (T-X I)nN ((T  X iy)}. (14)
A

Все элементы Используя тот же метод, что и для доказательства
формулы (11) получаем неравенство: р0+р1+ .. .+р , < dimN ((T -X I)q) / [Л (Г-
х і)гл м ((т -хт і 4

Отметим, что любой элемент из N((T-X1)M) представляется в виде линей­
ной комбинации x (i), 1 <j<p., плюс элемент из Q.. Вспоминая, что Q =N ((T - 
X1)')+R(T-XI) и повторяя то же рассуждение для i=q-l,q -2 ,...,0 , получим, что

Ч-! Pi .
элемент xeN((T-Xl)q) представляется в виде х= ̂  аи x /'V w , где weR(T-XI).

х<0 ‘ ° J1
Это доказывает, что Р0+Р!+. ■ -+р , > dimiV((7 ?J)q) /  [R (T-X I)nN ((T-X I)q)].

Ранее мы ввели элементыу.^>=Тх^у.^еЩ Т-Х!) (i=0,.. .,q -l, j=l,...,p.). Всего 
таких элементов p0+p1+...+pq г Мы также показали, что если линейная комбина­
ция этих элементов принадлежит R((T-XT)q), то все коэффициенты в ней равны 
нулю. Из (9) и (14) следует, что линейная оболочка, порожденная элементами 
у®  есть N(T-XI), кроме того N (T-X I)nR ((T-X l)a)={Q }. Далее из леммы 3.4 рабо­
ты [4] получаем, что а(Т-ХГ)<q, а из леммы 3.6 работы [4], что a(T-XI)=d(T-Xl).

Из лемм 1 и 2 и условия II следует справедливость равенства (9). Поскольку 
оператор Т ограничен и определен на всем X, то D(T-X I)=X\л D((T-XI)q)=X, поэто­
му для банахова пространства Хсправедливо п р ед став л ен и еR(T~ XI)®Y, где 
одпространство YczN((T-XI)4) (лемма 3.5 работы [4]). Поэтому, для N=R(T--XI) и 

М =У в лемме 2, используя затем лемму 1, имеем

л а т ,  а л- Х  л- R ( T - * I )  + Y def( T -A I) = dim--------------  = dim--------------------  =
R (T -A  I )  R {T  - A I )

N ((T  -  A iy )
= dim---------------------  < dim

Y n R ( T - A I )  N ( ( T - A I f ) n R ( T - A I )
Теорема доказана.



Если для оператора Г справедлива теорема Вейля для браудерова суще­
ственного аппроксимативно дефектного спектра cvdb(r ) ,  то тогда для

Я ер (7 )и я 00(7) , найдется такой компактный оператор К, коммутирующий с Г,
что оператор Г+А^-А./сюрьективен, то есть операторное уравнение (Т+К-ХГ)х=у 
разрешимо для любой правой части этого уравнения.

Можно также отметить работу [9], которая посвящена тематике данной ста­
тьи. В ней доказана устойчивость существенного спектра Апостола относитель­
но компактных и строго сингулярных возмущений.
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