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ФОРМУЛА НАЙКВИСТА 
ДЛЯ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО КОНТУРА

.0
Представлена методика расчета спектральной плотности тепловой ЭДС, ге

нерируемой резистором, включенным в колебательный контур, основанная на рас
смотрении канонического распределения Гиббса и теоремы Винера-Хинчина.

Формула Найквиста, дающая количественную оценку ЭДС тепловых шумов 
в резисторе, находящемся в термодинамическом равновесии с окружающей сре
дой, играет важную роль в экспериментальной физике. В классических учебни
ках по статистической физике дается полукачественный вывод этой формулы, 
основанный на достаточно специализированных моделях двухпроводных линий 
[1-3], либо броуновских частиц [4]. При этом доказательство справедливости
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формулы Найквиста вне зависимости от конкретных параметров электрической 
схемы, содержащей резистор, не приводится. Вместе с тем, согласно современ
ной учебной программе по термодинамике и статистической физике для универ
ситетов, формула Найквиста требует строгого обоснования с привлечением те
оремы Винера-Хинчина.

Методика такого обоснования является предметом настоящего сообщения. 
Здесь рассмотрен расчет спектральной плотности тепловой ЭДС, генерируемой 
резистором, включенным в колебательный контур, с последующим выводом фор
мулы Найквиста. Показана независимость результата от параметров контура.

Рассмотрим колебательный контур с эквивалентной схемой, представлен
ной на рисунке. Здесь под e(t) понимается тепловая ЭДС, являющаяся случай
ной функцией времени. Ее возникновение объясняется столкновениями элект
ронов с атомами кристаллической решетки резистора, совершающими тепло
вые колебания [5]. Если вследствие таких столкновений возникает направлен
ное коллективное движение электронов, то в резисторе происходит простран
ственное разделение заряда, приводящее к появлению разности потенциалов

ким и с нулевым математическим ожиданием.
Примем статистическую модель колебательного контура, в которой динами

ческими переменными являются ток в контуре i(t)  и напряжение на конденсато
ре u{t). Будем считать, что контур находится в тепловом равновесии с окружаю
щей средой (термостатом с температурой Т).

Рассчитаем вначале дисперсию напряжения на конденсаторе D (u ) . Соглас
но эргодической гипотезе [4], значение D(u) может быть найдено усреднением 
и2по каноническому распределению Гиббса. Чтобы воспользоваться этим рас
пределением, колебательному контуру следует сопоставить некоторый гамиль
тониан, записанный без учета взаимодействия контура с термостатом, т.е. при 
сопротивлении резистора R = О (согласно описанной выше модели взаимодей
ствие колебательного контура с термостатом осуществляется через резистор).

Введем в рассмотрение канонические “координату” q и “импульс” р , опре
делив их по правилу

q = uC, p  = iL. (1)

Тогда искомым гамильтонианом будет энергия электромагнитного поля, запа
сенная в колебательном контуре

Щ р ,д) = 0.5(р21 - '+ д2С -]). (2)

Действительно, при записи (2) уравнения Гамильтона
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dH__dq_ дН  _ dp

dp dt dq dt
совпадают с известными динамическими уравнениями колебательного контура 
при нулевом сопротивлении резистора

. n du di
i — С — ■ u = - L —  

dt dt
Применив к гамильтониану (2) теорему о вириале [4], имеем

Ц 1 - « .  (3)
где черта означает усреднение по каноническому распределению Гиббса, к -  
постоянная Больцмана. Следовательно, в соответствии с (3) и определением (1),

D(u) = u* =кТС~1. (4)
На первый взгляд, выражение (4) не содержит какой-либо информации о 

причине флуктуаций напряжения, т.е. о тепловой ЭДС e(t). Тем не менее, дан
ное выражение может быть использовано для вывода формулы Найквиста.

В самом деле, случайные функции времени e(t) и u(t) связаны известным 
уравнением колебательного контура

2
n „d u  T„ d  и /сч

в — и + RC ----- h L C — ~ • (5)
dt d t2

Подставив в (5) интегралы Фурье

7 ( е(со)л
с/со, (6)

после элементарных преобразований находим
и(со) =  е(ю )<7(ю ), (7)

где
7 1 

G(<y) = (1 -  со2 LC + ico RC) . (8)
Согласно (6) и (7),

Cjt ОО 00
и2 > = <  J exp(fct)1OG:(co „^(со ,)с/со j |  ехр(г'<э 2t)G (со 2)ё(а> 2)dco 2 > (9)

-00 -00

где скобки <...> означают усреднение величин по времени. Учитывая эргодичес- 
кую гипотезу, а также эргодичность процесса e (t) , заменяем выражение (9) на

00 00
D(u)= J  j  d<x>Id(o2G(coI)G((o2)exp[i(col + (a2)t]e((o1)e((o2), (10)

—оо —00
где черта означает усреднение по ансамблю процессов e(t). Выполнив в (6) 
обратное преобразование Фурье и подставив результат в (10), имеем

со оО

—СО —СО
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00 QO
/(&>,,<у 2) = J 2ехр [-г(® /, + fi>2f 2)]e (r,M *2). (12)

—OO —00
После перехода к переменной интегрирования г = tx - t 2 интеграл (12) при

обретает вид
СО СО

I(cov co2) = J J<#,c/rexp[-/(&>,+ &>-,)/! + /й )2г]ус>(г), (13)
_________

где /? (г) =  -  г) -  автокорреляционная функция случайного процесса e{t)
(в силу стационарности процесса е(/) данная функция не зависит от момента 
времени г, и является симметричной: р ( - г )  = р (г) [6]). Определив по формуле 
Винера-Хинчина [7]

- 1 }
р(со) = —  ехр(гоот)р(т)<й (14)

2л J

спектральную плотность р(со) процесса e(t), воспользовавшись в (13) соотно
шением ортогональности для экспонент

%
ехр[-/(&>, +a>2)t]d t = 2n8(a>x +со2)

(<5(<у, + со2) -  дельта-функция Дирака), затем выполнив в (11) интегрирование по 
частоте со2 и приняв во внимание, что в соответствии с определением (8) и чет
ностью функции р (г)

G(-a>) = G\a>), р(-со) = р(со)
(звездочка означает комплексное сопряжение), приходим к соотношению

00

D (u )=  f|G(co)|2p(co)Jco, (15)
i

где

\G(a>)\2 = [(1 -  co2L C f  + 0v R C f r . (16)

Следует отметить, что результат (15) представляет собой частный случай
теоремы Винера-Хинчина [6], согласно которой дисперсия напряжения D(u ) на 
выходе произвольного линейного фильтра связана со спектральной плотностью 
напряжения р(а>) на входе фильтра формулой

00

D (u) = 2j|C?(co)|2 р(со)й?(о, (17)
о

где под G{cS) понимается частотная характеристика фильтра (в общем случае 
она может отличаться от функции (8)).

Как известно [5], случайный процесс e{t) имеет весьма короткую память, 
длительность которой гт сравнима со средним периодом тепловых колебаний 
кристаллической решетки резистора (при нормальных условиях тт ~ 1(Г12с [5]). 
Поскольку автокорреляционная функция р ( г ) , по своему физическому смыслу, 
заметно отличается от нуля при г < гт , в соответствии с определением (14) можно
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считать, что р(со) = р(0) в диапазоне частот

Н < < ®»=2ят'«- (18)
С другой стороны, рабочие частоты реальных колебательных контуров, при 

которых функция |Сг(й))|2 вида (16) заметно отличается от нуля, также находятся 
в диапазоне (18). В такой ситуации функцию р(оз) в (15) можно положить рав
ной р(0) и вынести из-под интеграла. Тогда

где

d x

RC 0 -
(19)

Вычисление интеграла J (a ) по теореме о вычетах при любых а  > 0 приво
дит к результату

J (a )  = к . Ч *  (20)

Таким образом, согласно (4), (19) и (20),

р)(0) = kTRn~l . (21)

Выражение (21) означает, что в представляющем практический интерес ди
апазоне частот (18) спектральная плотность тепловой ЭДС определяется толь
ко температурой термостата и сопротивлением резистора, вне зависимости от 
индуктивности и емкости колебательного контура. Иными словами, колебатель
ный контур можно рассматривать как измерительный прибор для регистрации 
характеристик существующего независимо от этого прибора случайного процес
са e(t).

Предположим теперь, что с целью исследования тепловой ЭДС мы подклю
чили резистор ко входу идеального фильтра с ступенчатой частотной характери
стикой [1]. Тогда дисперсия напряжения, измеряемого на выходе фильтра, мо
жет быть рассчитана по формуле (17), где

. ,2 fl при со<Асо
G ( ® ) M  ’[0 при со > Дсо

А со- ширина полосы пропускания фильтра, удовлетворяющая условию 
А й>«2ят~’ . Вычисляя интеграл в (17) при р(ю) = р(0) и учитывая (21), прихо
дим к формуле Найквиста [1]

D(u) = 2kTRx~lAco. (22)

Итак, статистические характеристики (21) и (22) тепловой ЭДС, генерируе
мой резистором, получены как строгие следствия канонического распределения 
Гиббса и теоремы Винера-Хинчина, примененных к колебательному контуру. 
Представленный материал может служить методической основой для вывода 
формулы Найквиста в курсе лекций по термодинамике и статистической физи
ке.
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