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О СУЩЕСТВОВАНИИ СОЛИТОННЫХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ КЛЕЙНА-ГОРДОНА 

С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ЗАКОНАМИ 
НЕЛИНЕЙНОСТИ

В работе исследуются системы связанных уравнений Клейна-Гордона вида

с произвольными действительными коэффициентами. Они расширяют классы ин­
тегрируемых систем типа Клейна-Гэрдона и могут конкурировать с аналогичными 
системами уравнений Шредингера. Построены солитонные решения этих систем в 
форме бегущих волн Гаусса. Получены необходимые и достаточные условия суще­
ствования солитонов, которые связывают параметры солитонов с параметрами 
среды. С физической точки зрения эти условия представляют собой законы распро­
странения солитонов. Поэтому они представляют интерес для нелинейной оптики 
и лазерной физики.

Введение
Волновые уравнения Клейна-Гордона [1-8] составляют важный класс нели­

нейных уравнений современной физики. Это связано в первую очередь с нали­
чием солитонных решений для классических уравнений sin-Gordon и Буссинес- 
ка. Поэтому в настоящее время ведется активный поиск солитоноподобных ре­
шений уравнений Клейна-Гордона с различными типами нелинейностей [9; 10]. 
В настоящей работе исследования проводятся на основе метода из [6], который 
является развитием и обобщением классического метода Эйлера для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений.

I. Рассмотрим уравнение Кпейна-Гордона с логарифмическим законом не­
линейности

и[ [ - и хх = pu + q\n(b2u2^u, (1)

где Ъ > 0, р, q -  произвольные действительные числа. Солитонное решение 
уравнения (1) строится в виде

u(t, х) = v(£), £ = a t + /Зх + (р, (2)
где а , (3 ,(р - произвольные действительные числа. Подставляя (2) в (1), полу­
чим

v"(a2 -  /?2 )=  pv + 2q ln (6v)v.
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hv2 -  yv2 ln(6v)]2 , (7)

где v(£) -  искомая неотрицательная функция, или
Vя = s v - у  ln(6v)v, (3)

Р 2 q
£ = ^ ------2 ’ Г = ^2.------Га 2 ~ р 2 (32 - а 2

К уравнению (3) добавим краевые условия

Vl^ ± o o = 0 > VV * b » = 0 - (4)
Задача (3), (4) определяет существование солитонного решения уравнения (1). 
Для ее решения обозначим v' = z . Тогда уравнение (3) можно переписать в виде

—  z - E V - y  ln (6v)v. (5)
dv

Разделяя переменные в уравнении (5), получим первый интеграл

z 2 = hv2 -  yv2 ln(6v), h =  s  +  ^  (6)

в котором учтены краевые условия (4). Из (6) находим

Л  л

где знак указывает на убывание солитона на бесконечности. Интегрируя урав­
нение (7), получим

h jh - y ] n ( b v )  ~ ^  + ^ ° ’ (8)
где <̂о -  произвольная постоянная. Чтобы вычислить этот интеграл, сделаем 
замену переменной

h -y ln (b v )  = s2 ,
где s -  новая переменная. В результате элементарных вычислений получим 

где параметр у  > 0, или

( h )
ехР — г ,

esexP{f(£-£o )2j- W
Решение (9) имеет дробно-рациональную форму по переменной е . Поэто­

му к задаче (3), (4) можно применить метод, развитый в монографии [6]. В част­
ности, для задачи (3), (4) на его основе устанавливается следующая 

Теорема 1. Для того  чтобы задача (3), (4) имела решение вида

v(^) = Aexр(-А.^2), Х>0,  (10)
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необходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения

(11)
л Л г, ^ 4 ехрЙ .

Соотношения (11) дают полную и исчерпывающую информацию о распростра­
нении солитонов вида (10).

II. На основе полученных результатов и метода из [6] исследуем систему 
связанных уравнений Клейна-Гордона вида

d2Uj d2Uj

d t2 дх2

' 2
kjUj + • 1 4 ° 1п

l2 .,2
7 7. Г

j =i

/ =  1, 2 , (12)

где к[, a ^ \  b j > 0, j  = 1, 2 -  произвольные действительные числа. Решение
системы (12) будем строить в виде

щ ( t, х) = v,- (£), £ = a t + fix  + (р,
Подставляя (13) в (12), получим

v"(a2 - р 2 )=  kiVj + j  In L 2 2
bj  Vi

U=i
>vi>

i = 1, 2.

/ = 1,2.

(13)

(14)

Решение системы (14) строится в виде

v/(£) = 4 ex р ( - ^ 2)  / = 1,2, (15)
где /л>0 , Aj -  искомые параметры солитонов. Подставляя (15) в (14), найдем

-2n + 4 v 2Z2)d  = ki + 2 Y j a f \n { b jA je - r t 2 )  d  = a 2 - l3 2 . (16)
7=1 4 i

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях из (16) получим

2 2
2 fjd  = -  с г } - 2 / j d  = kj + 2 ^  а ў  [l n (b jA j )]. (17)

7=1 7=1
Таким образом, справедлива

Теорема 2. Для то го  чтобы система (14) имела решение вида (15) необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (17). 

Изучим эти соотношения. Очевидно, что должны выполняться равенства

± a f  = i ^ . S .
j .  1 м

Тогда параметр ц  определяется формулой
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которая накладывает ограничения на коэффициенты системы (12) и параметры
а, Р . Второе дисперсионное соотношение (17) представляет собой линейную 
систему относительно неизвестных параметров

X j= \ n ip jA j \  7 = 1 ,2 ,

т.е.

Y j a f x j = - { 5 - k i \  * = 1,2. 
j =1

(18)

Система (18) исследуется на основе теоремы Кронекера-Капелли. В частности, 
если

det Ф 0,

то система (18) имеет единственное решение. В этом случае амплитуды солито- 
нов определяются по формулам

A j - b j l expX j ,  7 = 1,2.

Таким образом, исследование системы (12) сводится к исследованию линейной 
алгебраической системы (18).

III. Рассмотрим систему связанных уравнений Клейна-Гордона вида

d2U; d2Uj
— T - — ^  = kiui + a i
8 t2 дх2

In I > N
j - i

щ, / = 1,2, (19)

где k j, ctj, -  произвольные действительные числа. Решение системы (19) 
будем строить в виде

U j(t,x) = V/(£), i; = a t  + f3x + (p, г = 1, 2. (20)
Подставляя (20) в (19), получим

" 2
v”{cc2 -  /З2 )=  kjVj + a; In N / = 1,2.

Решение системы (21) строится в виде

М € )  = Аі ехР(~м€ )» / = 1,2,

(21)

(22)

где /л > 0, Aj -  искомые параметры солитонов. Подставляя (22) в (21), найдем

(-  2ju + 4ju2^ 2 )d = k j+  aj In Z  b f A j e - 2^
Ly=i

d  = a 2 -  p 2 • (23)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях £, из (23) получим

2
2 jud -  -a j ,  - 2 fid = kt + at In

U=1
/ = 1,2. (24)
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Таким образом, справедлива
Теорема 3. Для того  чтобы система (21) имела решение вида (22) необ­

ходимо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (24).
Изучим эти соотношения. Очевидно, что коэффициенты ci\-> я2 должны быть 

равны т.е. а\ = й2 = а . Тогда

/л = — — > 0.
2d

Это неравенство накладывает ограничения на коэффициенты системы (19) и 
параметры а , /?. Второе дисперсионное соотношение (24) представляет со­
бой линейную алгебраическую систему относительно неизвестных параметров

Y j = A ] ,  7= 1 ,2 ,

т.е.

2  b j^ Y j = e x p jl -  j ,  / = 1,2. (25)

Система (25) исследуется на основе теоремы Кронекера-Капелли. При этом 
решение должно иметь положительные компоненты, т.е.
F] > 0, F2 > 0. Это обстоятельство накладывает ограничения на коэффициен­

ты b f .
Таким образом, исследование системы (19) сводится к исследованию ли­

нейной алгебраической системы (25).
В заключение отметим, что полученные результаты являются новыми для 

систем связанных уравнений Клейна-Гордона и представляют интерес для не­
линейной оптики и лазерной физики.
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