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ИЗОХРОННЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ НА ПЛОСКОСТИ

Статья посвящена изложению результатов, касающихся теории так называ
емых изохронных высших порядков динамических систем на плоскости, являю
щихся подклассом вещественных систем вида

х = Л х - у - Р ( х , у ) ,  y = x + Ay + Q (x ,y ),  (1)
где Я -  некоторая постоянная (которая может быть и равной нулю), а 
P,Q :G  —> R -  голоморфные в окрестности

G = {(х ,.у ):|х | < r } ,  r e R +,

начала координат 0(0,0) фазовой плоскости функции, которые не содержат в 
своих разложениях в степенные ряды по переменным х и у свободных и линей
ных членов, т.е.

Р(х, У) = ± р „  (х, у), б(х, у) = Ч„ <Х У)-
л=2 п~2

К системе вида (1) приводится линейным преобразованием и изменением 
масштаба времени любая вещественная голоморфная монодромная система 
вида

х = Х {х ,у ) ,  ў = Y (x ,y )  (2)
с комплексно сопряженными корнями характеристического уравнения системы 
первого приближения.

Последнее означает, что система (1) -  это канонический вид уравнений дви
жения (2), описывающих в окрестности точки покоя 0(0,0) либо периодические 
движения, которым на фазовой плоскости соответствует состояние равновесия 
типа центра, либо затухающие колебания (при t - »  +оо или t - »  -о о ) ,  которым 
на фазовой плоскости соответствует состояние равновесия типа фокуса.

Заметим при этом, что изохронными могут быть только такие системы вида (2), 
которые соответствующими преобразованиями приводятся к системам вида (1).

Первыми исследованиями, связанными с изохронными колебаниями, мож
но считать исследования движения круговых маятников, проведенные еще 
Г. Галилеем в 1583 г., а также постановка и решение задачи о нахождении в 
вертикальной плоскости такой кривой, чтобы время, необходимое для спуска по 
ней до фиксированного горизонта тяжелой материальной точки, находящейся в
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начальный момент времени t = t0 в состоянии покоя, не зависело от исходного 
положения точки на этой кривой.

Как показал X. Гюйгенс, такой кривой оказалась циклоида. Указанное свой
ство циклоиды было использовано X. Гюйгенсом в 1673 г. при конструировании 
им точных циклоидальных маятниковых часов. Циклоидальный маятник X. Гюй
генса был, возможно, первым примером нелинейной изохронности, когда пери
од движения маятника по циклоиде не зависел от амплитуды.

Более подробно об истории вопроса см. [1]. Исследования по проблеме изох
ронности колебаний имеют прямое отношение, например, к задачам общей тео
рии конструирования точных приборов. Они также связаны с теорией спусковых 
регуляторов скорости, с теорией механизмов и деталей машин, с обработкой про
филей зубьев шестерен, кулачков и различных эксцентриков.

Проблема изохронности колебаний привлекает внимание специалистов по 
теории летательных аппаратов, химических процессов, теории ядерных реакто
ров. Изохронные колебания встречаются в задачах математической физики, в 
теории бифуркаций, в задачах теории телекоммуникаций, когда искажения, воз
никающие при высокоскоростной передаче цифровых сигналов, устраняются 
введением адаптивных эквалайзеров.

Проблема изохронности тесно связана с проблемой устойчивости в смысле 
Ляпунова. Именно, для случая центра необходимым и достаточным условием 
устойчивости колебаний является изохронность этих колебаний.

О п р е д е л е н и е  1 [2]. Для динамической системы (1) имеет место изох
ронность п-го порядка { n e N ) ,  если все изображающие точки, лежащие при 
t = t0 на луче ОА, составляющем с осью абсцисс угол (р0 е [0 ,2л ) , начиная в 
момент времени t = t0 двигаться по траекториям центра или фокуса системы
(1), оказываются в момент времени Т = /0 + 2я I  п на луче ОА' с полярным уг
лом ср = ср0+ 2 л  / п.

З а м е ч а н и е  1. Изохронные 1-го порядка системы (1) часто просто назы
вают изохронными.

О п р е д е л е н и е  2[3]. Для динамической системы (1) имеет место совер
шенная (равномерная) изохронность, если движение всех изображающих то
чек, лежащих при t = t0 на луче ОА, составляющем с осью абсцисс угол 
%  <= [0 ,2тг), происходит по кривым центра или фокуса с одной и той же угловой 
скоростью.

З а м е ч а н и е  2. Нетрудно убедиться, что для системы (1) имеет место со
вершенная изохронность тогда и только тогда, когда система имеет вид

х = Л х - у  + х / (х ,у ) ,  у = х + Лу + у / ( х ,у ) ,  
т.е. когда xQ(x, у)  + уР(х, у)  = 0.

Т е о р е м а  1 [1, с. 24]. Для того чтобы для динамической системы (1) имела 
место изохронность п-го порядка, необходимо и достаточно существование хотя 
бы одного значения (р = (р§ ( <р0 е [0,2л")) такого, чтобы для функций а>к -  ре
шений дифференциальных уравнений

к

(о[ + кХщ  = (m'k_ivi + { к - / ) ) ,  со[ = 1, (3)
/=і

с начальными условиями а>к{(р0) = 0, где

ик {(р) = qk+] [cos(p,sm (p)sm (p-pk+l (cos^,sin<p)cos<p,

vk (<p) = qk+\ (cos (p, sin <p) cos (p -  p M  (cos <p, sin (p) sin cp,
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выполнялись равенства

<г>А( ^ 0+ 2 я 7 и ) = 0, к  = 1,2,...

Пусть (р0 + 2 п т  / п , т  = 0 , « - 1 полярные углы п > 2  лучей lv, v = l,n ,  
с началом в точке 0(0,0).

О п р е д е л е н и е  3 [4]. Для динамической системы (1) имеет место силь
ная изохронность п-го порядка, если все изображающие точки, лежащие при 
t = t0 на л лучах / v =  1, п , начиная в момент времени t = tQ двигаться по тра
екториям центра или фокуса системы (1), переходят последовательно с одного 
из указанных п лучей на другой за одно и тоже время Т = 2 к  / п ■

Т е о р е м а  2 [1, с. 66; 5]. Для того чтобы для динамической системы (1) 
имела место сильная изохронность n-го порядка, необходимо и достаточно су
ществование хотя бы одного значения <р = (р0 такого, чтобы для функций сок -  
решений дифференциальных уравнений (3) с начальными условиями 
а>к (<р0) = 0, к  = 1,2,..., выполнялись равенства

а>к ((р0+27с1/п) = 0, 1 = 1,п, к  = 1,2,....
Т е о р е м а  3 [6]. Если для системы (1) имеет место сильная изохронность 

нечетного порядка л, то для такой системы имеет место и сильная изохронность 
четного порядка 2л (с общим полярным углом <р0).

Т е о р е м а  4 [6]. Если для системы (1) имеет место изохронность 2-го по
рядка, то такая изохронность является и сильной изохронностью того же порядка.

Последний факт говорит о той особой роли, которую играет изохронность 
2-го порядка в теории сильно изохронных систем, поскольку “поймав” изохронность 
2-го порядка, всегда можно конечным числом шагов определить максимальный по
рядок сильной изохронности с вычисленным начальным полярным углом (р0.

Отметим, что из определения 3 вытекают две основные задачи теории сильно 
изохронных систем:

1) определить наивысший порядок сильной изохронности конкретной систе
мы вида (1);

2) указать начальный полярный угол (р0 в случае наличия у конкретной сис
темы вида (1) сильной изохронности.

Ниже остановимся на некоторых завершенных результатах, связанных с 
решением этих двух задач в случае центра.

Так, например, рассмотрим систему

х = - у - ( с - а ) х 2 - ( b - 2 a -  f 3 ) x y - ( d  - с ) у 2, 

у = x + (a + b ) x 2 + ( a  + 2c + d )x y  + ( / 3 - a ) y 2, ^

к которой может быть приведена любая автономная система двух обыкновен
ных дифференциальных уравнений в нормальной форме с полиномиальными 
правыми частями второй степени без свободных членов и чисто мнимыми кор
нями характеристического уравнения системы первого приближения.

Те о р е м а  5 [7]. Исключая случай системы (4) с условиями a=b=c=d=0 (слу
чай совершенной изохронности), для нелинейной системы (4) в начале коорди
нат не может иметь места сильная изохронность центра выше второго порядка. 
Для того чтобы для нелинейной системы (4) в начале координат имело место 
сильная изохронность центра второго порядка, необходимо и достаточно вы
полнение одной из трех серий условий
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1) a = c = a - d - P + b =  0;

2) З а - I d  = 3 p  + lb  = a (a 2 + c2  ̂+ b(b2 - 3 d 2  ̂= c ( a 2 + c 2) -  d [ d 2 -  3ft2) = 0;

3) a  - 1 =  p  +136 = a (a2 + c2) ■- 27b (b2 -  3d2) = с (a2 + c2) ■+ l i d  (<i 2 -  3b2) = 0,

причем при Ь -  0 угол (р0 = л  12, а при Ь ^  0 угол % = arctg (d  / b ).
Далее рассмотрим систему

x = - y - ( y  + e)x2 - ( % - р ) х 2у -(З у /  - 3 9 - у )х у 2 - ( f i - v ) y \

ў = x + (/i + v)^:3 +(3у/+ 30 + а ) х 2у + (% + р ) х у 2 + ( у / - в ) у 3, ^

к которой может быть приведена любая автономная система двух обыкновен
ных дифференциальных уравнений в нормальной форме с полиномиальными 
правыми частями третьей степени без однородностей второй степени и свобод
ных членов и чисто мнимыми корнями характеристического уравнения системы 
первого приближения.

Т е о р е м а  6 [8]. Исключая случай системы (5) с условиями 
ju = ^ -  0 = a  + y = v = a  + 4y/ = O (случай совершенной изохронности), для 
нелинейной системы (5) в начале координат может иметь место сильная изох
ронность центра только второго и четвертого порядков. Выполнение одной из 
следующих двух серий условий

1. ju = х  -  9  -  а  + у = Р + 3v = а  + вцг = 0;

2. x  + 3/d = a  + y = p  + 6v = 5а + 2Ау/ = 4у/2 + 2 5 ( v 2 -  ju2 - 0 2) = (6)

= в а 2 -  Авр2 -  АаР/л = 0
необходимо и достаточно для того, чтобы для нелинейной системы (5) в начале 
координат имела место сильная изохронность центра как второго, так и четвер
того порядков. При этом в случае сильной изохронности второго порядка угол 
<р0 любой, в случае же сильной изохронности четвертого порядка при выполне
нии серии условий (6, )  при у = 0 угол (р0 = л / 4 , а при v ^ O  угол

1 у(pQ= — arctg —  , при выполнении же серии условий (62) при v = 0 угол
2 6v 1 /  у \

Фъ = к ! А, а при v * 0  угол % = - a r c t g  .
L \  1Z v у

Рассмотрим теперь систему
х = - у - р 5(х ,у ) ,  y = x + Qs(x ,y ) ,  (7)

где Р5 и Qs -  однородные относительно х и у полиномы пятой степени.
В полярных координатах ( р,(р), где х = pcos<p, у = psin<p, система (7) 

принимает вид
Р = А(<Р)Р5 - Ф = 1 + В(<Р)Р4 •

где

А{ср) -  R6 cos (вер + (р6) + cos ( A(p + <p4) + R2 cos (2cp + cp2) + Rq ,

A(<p) = - R 6 sin (6cp + (pb) + r4 sin [Acp + <p  ̂+ r2sin{2(p + (p2 )j + rQ,
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a Rn rn <рп (р, -  некоторые вещественные постоянные.
Теорема 7[9]. Исключая случай системы (7) с условиями

А{(р) = - R 4 sin 4<р + R2 cos 2(р, В(<р) = 0

(случай совершенной изохронности), для нелинейной системы (7) в начале ко
ординат может иметь место сильная изохронность центра только четвёртого и 
восьмого порядков. Причем сильная изохронность четвертого порядка (соответ
ственно восьмого порядка) имеет место тогда и только тогда, когда линейной
заменой координат и изменением масштаба времени система (7) приводится к
одной из систем, для которых

1 . А(<р) = cos 2ср, В(ф) = 2 sin 2ср\

2. А{ср) = — sin4^>±—coslcp, В(<р) = cos4^?± sin2<р;
2 4

3. А(ф) = cos 6^ + — sin 4 >̂+ —  cos 2^, 5(^) = - s i n 6 ^ ± - c o s 4 ^  + -sin2<jc>;
6 3 3 3

4. A((p) = ±  cos 2(p, B(<p) = cos 4cp ±  sin 2<p;

5 4
5. A((p) = cos b(p ± —sin 4 (p— cos 2(p, B((p) = -  sin 6<p -  sin 2 <p\

6 3

6. A((p) = r4 cos 4 cp + R2 cos 2<p, B{(p) = r4 sin 4<p + 2 R2 sin 2<p;

7. А(ф) = ± c o s (2 <p + (p2) , B(<p) = sin4^9± s in (2<p + cp2)

(соответственно A{(p) = -  sin 4(p, B{(p) = cos 4#> ), при этом в случаях 1 )-6) угол

(р0 = к  / 4, в случае 7) угол ср0 = к  14 - <р2/2  (соответственно угол <р0 = 0). 
Обратимся к системе

х = - у - Р 2(х ,у ) ,  y  = x + Q3(x ,y ), (8 )

где P2 w Q3 -  однородные относительно х и у полиномы степеней 2 и 3 соответ
ственно.

Т е о р е м а  8 [10]. Для нелинейной системы (8) в начале координат может 
иметь место сильная изохронность центра только второго порядка с (р0 = п  / 2. 
Для наличия сильной изохронности второго порядка необходимо и достаточно, 
чтобы система (8) имела вид

х = - у  + Ах2, у = х + — А2х3.
9

Обратимся к системе

х = ~У , y  = x + Q2(x ,y )  + Q3(x ,y ), (9)
где Q2 и Q3 -  однородные относительно х и у полиномы степеней 2 и 3 соответ
ственно.

Т е о р е м а  9 [11]. Для нелинейной системы (9) в начале координат может 
иметь место сильная изохронность центра только второго порядка с (рй = т г /2 . 
Для наличия сильной изохронности второго порядка, необходимо и достаточно, 
чтобы система (9) имела вид

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 147

х = - у , ў  = х + 3аху + а2хъ.

Пусть теперь дана гамильтонова система

X — —y  — 0 2QX — f l j jX y  — 3<302_У — — У ~  аюУ ~  ~

-  а3іх3у -  а22х2у 1 -  а13ху3 -  аму *, (10)

Ў = х + ЗЬ^х" + 2о20ху + ~&\\У  +63дХ + Зо30х у а 21ху + — сх̂2у  +

3 2 1
+ ЬАОхА + 4 а 40х3 у +  - а 31х2 у 2 + - а 22ху3 + - а 13у\

Т е о р е м а  10 [11]. Для нелинейной системы (10) в начале координат мо
жет иметь место сильная изохронность центра только второго порядка. Причем 
сильная изохронность второго порядка имеет место тогда и только тогда, когда 
заменой переменных и = а х  + Р у , v = - р х  + а у , где а 2 + /?2 = 1, она приво
дится или к системе

й = - v - a u 2, v = и + 2auv + 2а2и3,
где а = а02 /(а /3 2), а р ф  0, и в этом случае (р0 = п / 2 + a rc tg ^P / а ) , или к 

системе

й =  - V  -  а20и 2, v = и +  2a20uv + 2а^0и3, 

при р  = 0, и в этом случае %  = п  12 , или к системе

1 2 з • 1 2и = - V - a uuv ~ — anv , v = u + — anv ,

при а  = 0 , и в  этом случае <р0 = я .
В заключение рассмотрим систему

х = - у - л ] х 2 + у 2 (а20х 2 + апху + а02у 2),

y = x + yjx2 + y 2 (b2Qx 2 +bnxy + b02y 2). (11)

Т е о р е м а  11 [11]. Исключая случай системы (11) с условиями 
&2о = Д02 = я20 +Ьи = 4)2 + а и ~ 0 (случай совершенной изохронности), для 
нелинейной системы (12) в начале координат не может иметь места сильная 
изохронность центра выше второго порядка. Для того чтобы для нелинейной 
системы (11) в начале координат имела место сильная изохронность центра вто
рого порядка, необходимо и достаточно выполнение условий

0̂2 2^20 — Ь2̂  + 2b02 — яп + 3bQ2 — 6ц + За20 — 0, 

причем при Ь02 = 0 угол <р0 = л / 2 , а при Ь02 Ф 0 угол <р0 = a rc tg (a20 / b02) .
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