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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ 
“НОРМАЛЬНОГО РАЗМЕРА” НЕКОТОРЫХ 
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СИСТЕМ ЛЬЕНАРА

Рассматривается система Льенара

dx dy . . .
-т - = У, - r  = - g ( x ) - f { x ) y ,  (1)
dt dt

где f(x), g(x) -  полиномы степени 4 и 3 соответственно, g ' ( 0 )  > 0. Если одно из со
стояний равновесия такой системы -  антиседло, то возможны следующие комбина
ции особых точек: 2S + ]A, 2А + IS, \А. Седло S можно поместить в точку 0 (0 ,0 ), а 
антиседло А -  в Е(1,0). Мы предлагаем метод построения систем (1) с четырьмя 
предельными циклами “нормального размера", окружающими одно состояние равнове
сия. Он основан на гипотезе Смейла, по которой число предельных циклов системы 
(1) равно числу положительных нулей функции <р(и) = F{u) -  F ( - u ) ,  где F(u)  = F(x(u)),
F(x) = £ f( t)d t,  a x(u) -  функция, обратная функции и = 2G(x)sign(x), G(x) = £g(t)dt. 
Этим же методом строятся системы (1) со следующими конфигурациями предель
ных циклов: ((2,2),0), ((2,0), 1), ((0,2), 1), ((1,0),2), ((0,1),2), ((2,1), 1), ((0,0),3), ((1,1),2), ((2,2), 1). 
Здесь набору ((ij),k) соответствует следующее распределение: i предельных циклов 
вокруг левого антиседла, j  -  вокруг правого, к предельных циклов, окружающих все 
состояния равновесия.

1. Введение. В настоящей работе рассматривается система Льенара вида

= ■ * ( * ) - / ( * ) ? ,  т

5

где /0 с )  = 2 > ,* '- ',  a g (x ) -  полином третьей степени. Если одна из особых

точек такой системы -  антиседло, то возможны следующие комбинации особых 
точек: 2S + \А, 2A + IS, 1А. Здесь через 2А обозначено два антиседла, IS -  одно 
седло.

Кристофер и Ланч [1] установили, что максимальное число малоамплитуд
ных предельных циклов для рассматриваемой системы равно четырем. 
Л.М. Перко [2] ввел термин “предельный цикл «нормального размера»’’, то есть 
предельный цикл, который можно обнаружить численными методами. Цепью дан
ной работы является оценка максимального числа предельных циклов "нормаль
ного размера" для систем (1) с учетом их различных конфигураций.

2. Предварительный результат. В работе [3] нами была рассмотрена сис
тема Льенара вида

(2)

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



164 ВЕСНІК МДУ імя А. А. КУЛЯ ШОВА №  1 (26) •  2007

где = a g ( x )  = x ( l - x ) .  Для нее число предельных циклов
;=1

(с учетом гипотезы Смейла [4]) не превышает числа решений системы

F ( x )  = G ( x )  = G ( y ) ,  х < 0 , у > 0 ,  (3)

X  X

где F ( x ) =  j f ( z ) d z ,  G ( ^ ) =  jg (z )d z .  Полученная система после введения 
о о

замены х  =  р у  сводится к уравнению:

А =(Ръ{ р ) +А /рМ + в <Ръ( р )- (4)

В работе[3] доказана:
Теорема 1. Число решений уравнения (4) при 0 < р  <  1 не превышает трех. 
Метод доказательства этой теоремы используется в данной работе.
3. Оценка числа предельных циклов некоторых систем Льенара. Рас

смотрим систему Льенара (1), в которой функция упругости g ( x )  -  полином тре
тьей степени, а функция трения / (х )  -  четвертой. Пусть одно из состояний 
равновесия такой системы -  антиседло. Если система имеет три особые точки, 
то, поместив седло S в точку £ (-1 ,0 ), а антиседло А -  в 0 (0 ,0 ), систему мож
но привести к виду

^  = У> ^  = _х(1 + (! + L )x + Lx2) - ' £ a Jxi ~'y, (5)

где L  < 0 или 0 < L  < 1.
Если седло S поместить в точку 0(0 ,0), а антиседпо А  -  в £(1,0), то сис

тема приводится к виду

^  = y , Ĉ- = x ( \ - ( \  + M)x + Mx1) - Y JbjxJ-'y , (6)
ш  Ш j =\

где М  < О или 0 < М  < 1.
Системы (5), (6) легко переводятся друг в друга. Например, преобразование

х = X  +1, у  = Y ■ \ J \ - M  и растяжение шкалы времени систему (6) переводит в 
систему

Ь;
\ + Х\  1 +

dr  dr

М
которая при L  ---------- дает (5).

М  -1

М
М -1

М
М - \ /  / (7)

Систему Льенара, имеющую хотя бы одно антиседло, можно привести к 
виду

^ г  = У> = + x + Ux2) -J ^ C jX J-]y.
ctt at j —I

(8)
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Система (8) имеет антиседло 0(0 ,0), и если она еще имеет седло £ ( * 0,0) 

при х0 <0,  то преобразование х - - х аХ  + х0, у -  Yyj-x03 -2 x 0*U приводит ее к
системе

" = Г , ^  = ЯГ 
dr dr

(  г 
1-

V v
\ + 2xaU j

X +  Ш й— х г 
1+2x1/

j

" X (~x0X  + x0)J- Y,

имеющей вид (6).
Рассмотрим систему (6). Для исследования соответствующей ей системы

х
(3) в области 0 < jc < 1, у > 1  введем замену р -  — , после которой второе из
уравнений в (3) примет вид У

р + 1 М  + 1 / 2  М  /
^ ----------— \ Р  + Р +1 ) у + - ^( р 2 + р  +  \ ) у  + ~ ( р 2 +  Р + \ ) у 2 =0-

Рассмотрим то из его решений относительно у ,  которое при 0 < р  < 1 удовлет
воряет условию у >  1. Подставив найденное значение для у  в первое равен
ство системы (3), получим уравнение относительно р . Обозначим в этом урав
нении функции при коэффициентах bt из (6) через <р<(р, А /) .  В результате по
лучим уравнение

Ь\ + b2<Pi ( Р ’М ) + Ъг<ръ ( р , М )  + Ьлф4 ( р , М )  + Ь5<р5( р , М )  = 0 ■ (9)

Можно показать, что <р2 - ( М  +  1)^»3 +  Мф4 = 0 . С учетом этого уравнение (9) 
приводится к виду

Ах= ф 2 + А<р1 +ВфА, ( 10)

6,(1 + м )
Ь, 3 д / Ъс

где А, = -----------г—, А = ------------ y 4------ , В = ------ ^-г—. Таким образом, по-
ь h .  ь2

2 м 2 м 2 м
лучили четырехпараметрическое семейство уравнений относительно р . При каж
дом фиксированном значении М  оно исследуется аналогично уравнению (4) 
для системы (2) в [3].

Однако для семейства уравнений (10) кривая ЗЬСр (рис. 1) может состоять 
из двух ветвей, пересекающихся в точке, соответствующей четырехкратному нулю 
уравнения (10). Рассмотрим систему (6) при значении М , равном 0,32, которое 
выбрано из тех соображений, что четвертая и третья фокусные величины для

фокуса Е ( \ ,  0 ) имеют разные знаки при M e  -

Теорема 2. Число решений уравнения (10) при М = 0 ,3 2 и  0 <  р <  1 непре- 
вышает четырех.

Доказательство: Для функции / 0( р , А , В , М )  = ф2 + Аф3 + В(р4 при 
М  =0,32 рассмотрим кривые 3LCp, WSCp -  петли сепаратрис седла 0 (0 ,0 ) ,  а 
также кривую WF. Эти кривые, которые строятся так же, как и в [3], разбивают
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плоскость (А , В )  на семь областей, в каждой из которых функция / 0 имеет оди
наковое число экстремумов при 0 < р  <  1. Их количество в каждой области изоб
ражено на рис. 1. Отсюда и следует утверждение теоремы.

Непосредственно из теоремы получаем:
Следствие. Число предельных циклов системы (6) вокруг одного антисед

ла, в случае истинности гипотезы Смейла, не превышает четырех.
Пример 1. Система (6) с коэффициентами Ьх =0,06914088; Ъ2 =^4,477628; 

Ьъ = 6,869463; 64 =-3,2075127; Ьъ =0,7465372, приведенными с точностью до 
семи знаков, и М  =  0,32 имеет четыре предельных цикла, проходящих через 
точки Р,{хп 0), jq = 1,07; х2 = 1,2; х3 =1,3; х4 =1,4.

Рис. 1

Из рис. 1 видно, что области с двумя и тремя экстремумами малы. При зна

чениях, близких к и меньших этого числа, область с тремя экстре- 

1 '
мумами становится очень малой и исчезает при М  < —

- ё

4. Конфигурации предельных циклов, окружающих антиседла. Пред
ставляет интерес рассмотрение различных распределений предельных циклов 
системы (6), окружающих антиседла D ( l / M , 0 ) и .£(1,0) при М  < 0 .

При М  = -1 , Ь2 =ЬА=  0 векторное поле системы (6) имеет центр симмет
рии в точке (9 (0 ,0). В этом случае легко найти систему с распределением пре
дельных циклов (2,2).

Пример 2. При М  = -1, Ь2 = Ь4 = 0, b5 = 1, Ьъ = -0,1, Ьх = -0 ,0006  систе
ма (6) имеет два предельных цикла вокруг фокуса £ (1 ,0 ), проходящие через 
точки Pi { x j ,0), хх =0,11, х2 =0,25, и два цикла вокруг фокуса £ > (- l,0 V

Можно легко получить системы (6) с распределениями (1,2), (2,1), (3,0) и 
(0,3). Распределений (3,1) и (1,3) получить не удалось.
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5. Распределение предельных циклов вокруг всех особых точек. Рас
смотрим распределение предельных циклов вокруг каждого антиседла и всех 
трех особых точек. Пусть в системе (6) М  < 0, то есть она имеет два антиседпа 
D ( l / M  ,0 ) ,  Е { \ ,  0 ) иседло 0 (0 ,0 ) .  В этом случае можно отыскать систему с 
конфигурацией ((2,1),1) предельных циклов вокруг состояний равновесия. Здесь 
набору ((i,j),k) соответствует следующее распределение: i предельных циклов 
вокруг левого антиседла, j вокруг правого и к предельных циклов вокруг всех 
особых точек. Используя свойства функции G (x ) , график которой изображен 
на рис. 2, заключаем, что предельным циклам, окружающим состояние равнове
сия D ( l / M , О), соответствуют значения р  из промежутка (<»,,0), для антисед
ла £(1, 0 ) -  значения р  е (О, со2), а предельным циклам, окружающим все осо
бые точки, соответствуют значения р  е (&>2, +оо) (рис. 2).

Рис. 2

Пример 3. При значениях Л / =-1/2, Ьх =-0,239437, 62 =0,1, Ъъ =0,025, 
Ь4 =0,0742899, Ь5 =0,057493 система (6) имеет два предельных цикла вокруг 
фокуса D ( - 2 ,  0 ), один -  вокруг фокуса Е  (1, 0), один -  окружающий все со
стояния равновесия. Они проходят через точки м Д х (,0), х, =-0,8, х2 =-0,2, 
х3 =-1,4, х4 = 1,7 соответственно (рис. 3 а).

Рис. 3 а
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Рассмотрим расположение предельных циклов вокруг всех трех особых то
чек. Предельным циклам, окружающим все особые точки, соответствуют значе
ния р  е (ю2, + а>). Взяв в найденной области изменения р  три различных зна
чения р п і  =  1,3, можно найти bjt при которых левая часть уравнения (9) обра
щается в ноль. Тем самым будет найдена система, у которой существует три 
предельных цикла, окружающих все состояния равновесия.

Пример 4. При значениях М  = -1 /2 , 6, =  0,0365165, Ь2 =  0,1, 
Ьъ =-0,0304306, Ъл =0,025, Ь5 =0,000181168система(б)имееттрипредельных 
цикла вокруг трех особых точек; они проходят через точки М , (х ( ,0 ), х, =  2,4, 
х2 = 3,9, х3 =  5,4 (рис. 3 Ь).

Используя описанный выше метод, можно получить системы с распределе
ниями ((2,0), 1), ((0,2), 1), ((1,0),2), ((0,1),2) предельных циклов вокруг особых то
чек. В случае, когда векторное поле системы (6) имеет центр симметрии в точке 
0 (0 ,0 ) ,  можно найти системы с распределениями ((2,2),1), ((1,1),2).

Пример 5. При значениях М  = -1 , Ьх =0,03036658, Ь2 =0, Ьг =0,012399098, 
Ь4 =0, Ь5 =  -0,0423339 система (6) имеет по два предельных цикла вокруг фоку
сов £ > (-!, 0) и Е  (1, 0) и один-окружающий все состояния равновесия (рис. Зс).

Рис. 3 с
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Пример 6. При зн а чен и яхМ  = -1 , Ь ,= -0 ,0274907537, b =Ь4=0, 
b =0,045210121 система (6) имеет по одному предельному циклу вокруг фокусов 
£ ) ( - ! ,  0) и Е  (1, 0) и два -  окружающих все состояния равновесия (рис. 3 d).

6. Случай одного антиседла. Рассмотрим систему (8), имеющую одну ко-

тт 1нечную особую точку при и  >  —, прогноз ее предельных циклов осуществляет

ся аналогично, за исключением того, что прогнозная кривая кратных сепарат- 
рисных циклов не находится, так как сепаратрисные циклы связаны с особыми 
точками в бесконечности. Для прогноза предельных циклов конкретной системы 
можно найти приближенно обратные функции х = хи ( и ) , у  = у и (и )  для функ
ций и = G (x ) ,  х  < 0, и = G ( y ) ,  у  >  0, при 0 < и < и0. Подставив их в выраже
ние ( F ( x ) - F ( ^ ) ) / ( x - j ) ,  получим функцию Уо(м)- линейно зависящую от 
с.. Число ее нулей в [0,м0] определяет число предельных циклов системы в

полосе хи(м0)< х < _ у и(м0). Использование переменной и вместо р  удобно 
тем, что функции хи(и ) ,  у и{и )  существуют всегда, в то время как функции 
(,V' ( р )  могут и не существовать.

Пример 7. Решив систему / 0(и ,) = 0 при g  =  x ( l  + x  + x 2), с2 = 0,2, 
с4 =  0,1, их =0,2, и2 =  0,9, м3 = 1,7, получим с, =0,00151213, с3 =0,164972, 
с5 =-0,026741. Соответствующая система (8) имеет три предельных цикла, 
проходящие через точки М , (х ; , 0), хг =  0,47, х2 =0,8, х3 =1.
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