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В работе исследуется волновая система вида

^  <1>
т  Vх  j , S =1 J=1

где / I  > 0, R.W, K (sn> -  действительные числа, характеризующие среду распростра­
нения двух волн. Доказано, что солитонные решения системы (1) определяются кор­
нями характеристического уравнения, которое строится по коэффициентам сис­
темы (1). В невырожденном случае максимальное число солитонов системы (1) равно 
восьми, что является новым результатом в теории солитонов. Выведены необходи­
мые и достаточные условия существования солитонов, которые представляют со­
бой алгебраические соотношения, связывающие параметры среды с параметрами 
солитонов. Их анализ позволяет получить полную и исчерпывающую информацию о 
распространении солитонов. С математической точки зрения предложенный метод 
исследования является обобщением классического метода Эйлера на системы вто­
рого порядка связанных уравнений Клейна-Гэрдона с керровской нелинейностью. По­
лученные результаты представляют интерес для нелинейной оптики и лазерной 
физики, а также для решения задач обработки и передачи информации.

Введение. Известно [1-10], что уравнения Клейна-Гордона широко исполь­
зуются для описания процессов распространения возмущений в сплошных сре­
дах. В качестве примера можно привести знаменитое уравнение sin-Gordon [11] 
и его многомерные модификации [12]. В последние десятилетия разработаны 
многочисленные методы исследования солитонных решений [13,14], позволяю­
щие строить новые формы решений нелинейных уравнений в частных произ­
водных. В отличие от известных подходов в монографии [12] развит прямой ме­
тод построения солитонных решений нелинейных систем в частных производ­
ных с произвольными коэффициентами. Он позволяет найти необходимые и до­
статочные условия существования солитонов различной формы и, тем самым, 
получить полную и исчерпывающую информацию не только о распространении 
солитонов, но и параметрах среды, в которой происходит процесс распростра­
нения. В настоящей работе исследуются системы связанных уравнений Клей­
на-Гордона второго порядка с керровской нелинейностью, представляющие ин­
терес для нелинейной оптики и лазерной физики.

I. Рассмотрим волновую систему вида
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где у 2 >  0, R j " \  -  действительные числа, характеризующие среду рас­
пространения двух волн, К [ 2\  к ! р  -  характеризуют линейную связь между 
волнами. Решение системы (1) строится в виде

u n( t , x )  = vn(£ )exp{i (k0t +  k xx  +  у/)}, % = at +  f tx +  (p, (2)

где a ,  (3, (p, k Q, k x, y /  -  действительные параметры солитонов, v (£ ) -  неиз­
вестные функции. Лодставляя (2) в (1), найдем п

Г\ = r l  = у 2 =  ( V O A M )  • (3)

v’„ ( t ) = s v „ ( 4 ) +  і  е 5 "Ч 2« к « ) + і ^ (" Ч « ) ,  « = і , 2 ,  (4)
j , S =1 S=1

k 2 — v 2lr2 R ^  К=  *Q У  *1 n (n) =  JS p (n) =  K s
2 2 02 ’ 2 2 o2 ’ s 2 2 n2a  - y  (3 a  - y  p  a  - y  p

Таким образом, справедлива
Теорема 1 .Для то го  чтобы система (1) имела решение (2) необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (3), (4).
Система (4) допускает решения в замкнутой форме в зависимости от крае­

вых условий на бесконечности. Рассмотрим случай, когда

vn(~ co) ~ 0, v„(+oo) =  0, и =  1,2. (5)

Решение задачи (4), (5) строится в виде

vn(Z) = Anch~l (Z \ и =  1,2, (6)

где Ап — неизвестные амплитуды солитонов. Подставляя (6) в (4), получим:

“ ) І  Q f ^ j A  =  - 2А„, Ь ) £ р^ А ' = ( 1 - $ ) А п, « = 1,2. (7)
y',s=l S=1

Теорема 2. Для то го  чтобы система (4) имела решение (6) необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (7).

Интересно отметить, что соотношения (7) обеспечивают существование 
разрывного в точке £ = 0 решения вида

V„(# ) = Ans h - \ a  « =  1,2.
Изучим эти соотношения. Для этого обозначим А ^/А 2 =  в . Тогда система 

(7а) примет вид

а 2

eff,9J+eg'eJ+^?fl+fig, = - 4 .
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Преобразуем систему (8). Для этого разделим первое уравнение на второе. Тог­
да получим

рАФ) = 0$ е А + 0 3(й (22 )- в $ ) + в 2Ы ? - Q $ ) + e f e § - Q f l ) - Q $ S = o .  О)

q ^ + q S>92 + q ^ 0 + q § = - ( 10)

Следовательно, вопрос о существовании солитонов системы (1) сводится к воп­
росу о существовании корней характеристического уравнения (9), которое 
представляет собой полином четвертого порядка. Если ф  0, то полином
Р^{6) может иметь четыре различных корня 0 ^ \  Поэтому подставляя их по­
очередно в уравнение (10), можно определить амплитуду в зависимости от
0 {i):

4 = - 2 / a ? M 3 +a<2)M 2

а значит и амплитуду Aj = 0 ^ А 2- Без ограничения общности можно считать, 
что Ах > О, А2 > 0. Следовательно, каждому положительному корню уравне­
ния Р4(0 ) = О соответствует пара амплитуд Ах, Аг . Поэтому максимальное 
число солитонов системы (1) вида (2), (6) в невырожденном случае (т.е. при 

-j) ф 0) равно восьми.
Систему (7Ь) можно переписать в виде

Р ^О  + Р2(1) -  (1 -  5 )0 , Рг{2)0 + р М  = (1 -  5 ).

Из нее можно определить коэффициенты p jl\  Р ^  линейной связи между со- 
литонами в зависимости от корней 0^1\  Имеем

pW  = (l -  S -  Р /0 )9{0, Р {2) =  (l -  8  -  Р2(2) )/<9(0 . (11)

Таким образом, система (1) представляет собой математическую модель 
устройства, способного выделить одну определенную пару солитонов из четы­
рех возможных, если осуществить линейное взаимодействие между солитона- 
ми по формуле (11). Тогда система (1) может работать как фильтр или логичес­
кое устройство на солитонах.

Рассмотрим частный случай системы (1) с менее сложным законом нели­
нейного взаимодействия

д \  2 д \  
' П дх

(  2  (Л
u j +  n =  \ , 2

u = i ) s= 1

(12)

В этом случае справедлива
Теорема 3. Для то го  чтобы система (12) имела решение вида

un(t, х ) = Anch -\% )e i{-k°t+‘к'х+у/\  п = 1, 2 , (13)
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие дисперсионные со­
отношения:
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2 2 2 

у ' = Г г = у  -Т Г р

a ) £ Q f A 2j = - 2 ,  Ь ) £ р ^ Л ^ ( \ - 3 ) Л п, и =  1,2. (14)
;=1 *=1

lr2 - v 2k 2 R {n)— О  У  1 f){n )  _  J р(п)  _  ^ 5

~ а 2 -  у 2 р 2 ' а 2 - у 2 р 2 5 5 а 2 - у 2р 2

Изучим эти соотношения. Система (14а) является линейной относительно 
А 2, А2. Поэтому, если det Ф 0, то она имеет единственное решение

л  z l g ^ - e f )  2 2(8<2> - е , (|))

' " e P e f - G W  2 " f l № - f l W
при условии, что

а(2)-а®— — > 0 _ ц  и  0- ( 1 5 )

Неравенства (15) накладывают ограничения на выбор коэффициентов Лу . Под- 
ставляя найденные значения А р  А 2 в систему (14Ь), определим коэффициен­
ты связи

Р2 ] =  А2 1 (* -  s  -  Р\ Х) k > р\ 2) = A ^ ( l - S -  Р2(2) )а 2 .

В этом случае система (12) имеет единственное решение вида (13) с однознач­
но определенными амплитудами A v  А 2 .

II. Рассмотрим случай, когда решение системы (4) имеет вид

vn (&  = Anth %’ п = \ ,2 .  (16)
В этом случае имеем

v „ ( - ° ° )  =  ~ А п, vw(+co) =  А п, п =  1,2.

Подставляя (16) в (4), получим

“) І Q f ^ j A ,  = 2А„, b ) t l j ’ )As = ( - 2 - S ) A u, и = 1,2. (17)
j ,S= 1 5=1

Теорема 4. Для то го  чтобы система (4) имела решение вида (16) необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (17).

Интересно отметить, что соотношения (17) обеспечивают существование 
разрывного в точке £ = О решения вида

v J t )  =  A „ th - '( t ) ,  « = 1,2.

Система (17а) приводится к виду
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Это значит, что амплитуды Аг, А2 решения (16) определяется корнями характе­
ристического уравнения (9). Поэтому максимальное число солитонов системы
(1) вида (2), (16) в невырожденном случае равно восьми. Из системы (17Ь) мож­
но определить коэффициенты линейной связи между солитонами в зависимос­
ти от корней характеристического уравнения. Имеем

Таким образом, система (12) может работать как фильтр или логическое устрой­
ство, в зависимости от линейного взаимодействия между солитонами, опреде­
ляемого формулами (18).

Теорема 5. Для то го  чтобы система (12) имела решение вида

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие дисперсионные 
соотношения:

Анализ уравнений (20) не вызывает затруднений и проводится также, как урав­
нений (14).

III. Рассмотрим случай, когда решение системы (4) имеет вид

где d Q > 0, d x > 0, d 2 > 0 -  неизвестные параметры. В этом случае имеем

(18)

(19)

(21)

v „ ( - ° 0 )  =  о, vn(+co) =  0, п =  1 , 2 .

Подставляя (21) в (4), получим

2
d о — ■ (23)
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Теорема 6. Для то го  чтобы система (4) имела решение вида (21) необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись дисперсионные соотношения (22), (23). 

Система (22а) приводится к виду

р4(в) = о, 4  + Q , f e 2 + Q $ > e + Q $ } ,

Это значит, что амплитуды Аг, А2 решения (21) определяются корнями харак­
теристического уравнения (9). Поэтому максимальное число солитонов систе­
мы (1) вида (2), (21) в невырожденном случае равно восьми. Из системы (22Ь) 
можно определить коэффициенты линейной связи между солитонами в зависи­
мости от корней характеристического уравнения. Имеем

( \  \ г  1 \
- - S -  Л(,)

V4 1
р 0 ) _  

2  ~

р ( 2) _  
М ~ U

р (  2) 
2 (24)

Таким образом, система (1) может работать как фильтр или логическое уст­
ройство, в зависимости от линейного взаимодействия между солитонами, опре­
деляемого формулами (24).

Рассмотрим систему (12). Для нее справедлива
Теорема 7. Для то го  чтобы система (12) имела решение вида

un(t,х) = An(d0 +  dxe^ + e l(kot+kix+y/)̂  n = 1,2,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие дисперсионные 
соотношения:

2 2 2 
У\ = У 2 = г  =

к0а

° ) £ e ‘ ” 4 2 = - rfo- " = 1- 2 ' <25>И  )У=1 S- 1

Jq = 4 d {d 2.
Анализ уравнений (25) не вызывает затруднений.
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УДК 535.51
Н.И. СТАСЬКОВ, А.Б. СОТСКИЙ, 

Л.И. СОТСКАЯ, И.В. ИВАШКЕВИЧ

ЭЛЛИПСОМЕТРИЯ КРЕМНИЕВОЙ ПОДЛОЖКИ 
С ЕСТЕСТВЕННЫМ ПОВЕРХНОСТНЫМ СЛОЕМ
Определены оптические характеристики естественного поверхностного слоя 

на кремниевой подложке методами многоугловой и спектральной эллипсометрии. Для 
интерпретации экспериментальных данных использовались три модели функции по­
казателя преломления N(y): однородная подложка; однородный слой на однородной 
подложке; N(y) в виде комбинации функций Ферми. Решение обратной задачи эллипсо­
метрии градиентным методом показало, что исследуемому образцу соответству­
ет третья модель. На основании полученных данных исследуется структура поверх­
ностного слоя на подложке Si. Установлено, что данный слой является неоднород­
ным, определена его толщина и произведена оценка состава слоя.

Поверхностный слой любого вещества в конденсированном состоянии, даже 
в отсутствие химически инородных примесей, имеет сложную физическую струк­
туру [1]. Для полупроводниковых подложек структура этого слоя определяет экс­
плуатационные качества пленочных покрытий, используемых в электронных и 
оптоэлектронных устройствах. Поэтому отыскание физической модели адекват­
ной поверхностному слою представляет актуальную задачу.

Одним из эффективных методов исследования оптических свойств припо­
верхностных слоев вещества является отражательная эллипсометрия [1]. Ее 
основное уравнение

tgxFe-exp(iAe) = ^  
Л,

(1 )
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