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И.Е. АНДРУШКЕВИЧ, Ю.В. ШИЕНОК

МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА
На конкретном примере решения трехмерной задачи о распространении волн в 

продольно однородной структуре треугольного сечения предложен новый подход к 
решению задачи построения аналитических решений уравнений прикладной электро
динамики, основанный на использовании матричного представления системы урав
нений Максвелла и применения к ней алгебраического метода разделения перемен
ных, разработанного ранее применительно к исследованию матричного уравнения 
Дирака при наличии гравитационных и векторных полей. Результаты вычислений 
полностью согласуются с результатами, полученными с использованием обобщен
ного метода Фурье.

1. Введение
Проблема поиска аналитических решений уравнений Максвелла по-прежне

му актуальна. При традиционном подходе на начальном этапе получают волно
вые уравнения для полевых векторов. Сама процедура построения волновых 
уравнений оказывается трудоемкой и в общем случае решения не имеет; успех 
данной процедуры полностью зависит от физических параметров конкретной 
задачи. В [1] осуществлена попытка классификации сред, в которых возможно 
выделение независимых уравнений для электрической и магнитной составляю
щей электромагнитного поля.

Вместе с тем, теория хорошо известного и изученного матричного уравне
ния Дирака, в котором в качестве неизвестных функций фигурируют четыре 
компоненты биспинора, вполне обходится при построении аналитических ре
шений без получения волновых уравнений для каждой из четырех искомых 
функций.

В настоящей работе на конкретном примере, на основе использования мат
ричного представления системы уравнений Максвелла [2; 3] и без использова
ния волновых уравнений для векторов Е и Н  мы получаем точное аналитичес
кое решение одной из задач прикладной электродинамики.

2. Матричное представление 
системы уравнений Максвелла

Система уравнений Максвелла в матричном представлении имеет вид 
[2 ; 3 ]

где

^ 1 — + ̂ 2 — + ̂ 3 — + ^4М — + © U = P J ,  (1)
I д х  д у  d z  dt J

М  =  dia4  % i ’ е ’ е ’ 8’ I1’ %  I . Р  = diaA  0,0,0,0,0,0, Р /  ,0 ),
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JT = [1ДДДДДДД]. Фт =[0  ,Ex,Er,-Ez -H z,Hr,Hx,0\.
Здесь ^'-элементарные матрицы размерности 8 x 8, удовлетворяющие со

отношениям:

...........................................  4 .. [5 , , г = 1,2,3,6,
K ' , ^ ] + = ^ - f ^ ' = 2^ I ; / J  = l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 : g ' ^  ”

1 - 8<у,/ = 4,5,

G ^ I = c fta g (l,l,l, l, l, l, l, l) .

Известно [4], что явный вид матриц принципиального значения не имеет; 
более того, любая матрица 8 x 8 может быть единственным образом представ
лена как линейная комбинация следующих 64 матриц:

0 с л

I ,  ^ 6, S 4 4 6,
f t 6, f t % 5, f t % 6, , f t 2f t % 6, f t 2, ^ 6, 

f t % % \  f t 2f t % \  f t 2, f t % \  f t % 6, 

^ 6> f t % ^  f t 1 f t 5, 

f t% % 6, f t X f t 6, f t 5, f t 4, f t % 6, f t % 6, ^ Ч Ч 6.

%6, f t W  f t X ,  f t 3 f t 6, f t ' f t 6,
f t % 4f t 6, %\ f t 5, f t 6, f t x ,  f t % 5, f t 2f t \  f t 1 f t 6, f t x f t 6.

Для сокращения записей эти матрицы обозначим, как Г ' , /  = 0,63, Г  =1; 
будем также использовать по мере необходимости следующее представление 
конкретных матриц
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Уравнение (1) преобразуем к видуIV
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где

^<D = P r J, (2)

Ф  = [О, Е Хх, Е Хг - Е Хъ - Н Хъ, Н Хг, Н Хі ,0]т , р г = diag(0,0,0,0,0,0, р,0), 

J  = [1ДДД,1,1,1,l ] T , R j = diag([i, ц,1,1,1,1, в, е) , R 2 = diag{\, цД, ц, s,l, s , l) , 

R 3 = diag( 1, ц, |д,1Д, s, 8,1), R 4 = diag(z, s, e, s, ц, ц, ц, ц ) ,

$
Xj =  x, x 2 =  у , x 3 =  z , x 4 -  t .

$
s

Уравнения Максвелла, записанные в форме (2), мы и будем использовать.

3. Постановка задачи
Задача полого волновода треугольного сечения представляет собой трехмер

ную задачу о распространении волн в продольно однородной структуре, оболочка 
которой принимается идеально проводящей, а внутренняя среда однородной. Ре
шение данной задачи классическим способом, используя волновые уравнения, ока
залось возможным только с использованием обобщенного метода разделения пе
ременных Фурье [4]. Результаты, полученные в [4], показывают наличие в волново
де связанных волн, суперпозиция которых удовлетворяет граничным условиям.
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Рассмотрим возможность решения данной нетривиальной задачи, находясь 
только в рамках матричного представления. Уравнение (2) применительно к ус
ловиям задачи можно упростить

Согласно (3), в однородной структуре матричный оператор, действующий 
на функциональный вектор-столбец Ф, представляется в виде суммы диффе
ренциальных операторов от соответствующих переменных.

При решении уравнения (3) мы будем использовать алгебраический метод 
разделения переменных и его вариации [5-7]. Для этого представим вектор-стол
бец в виде произведения квадратной матрицы на единичный квадроспинор J:

Здесь Ф |234 -  матрица размерности восемь на восемь, тут и в дальней
шем нижние индексы соответствуют переменным, от которых зависит функцио
нальная матрица.

Для уравнения Дирака было показано [8], что получаемое решение опреде
ляется порядком отделения переменных. Согласно [8], наиболее общее реше
ние получается при последовательном отделении переменных.

Так как продольная структура является однородной в направлении х3, то 
целесообразным представляется первоочередное отделение переменных 
X, и х3.

3.1. Отделение переменной х4. Предположим, что решение Ф 1234 можно 
представить в виде произведения двух неизвестных функциональных матриц 
разных аргументов: Ф Ш 4 =  Ф 4Ф Ш • В результате подстановки этого представ
ления, с учетом (4), в (3) получаем:

(3)
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Уравнение (5) в нетривиальном случае, приводятся к двум независимым 
уравнениям при выполнении требований, накладываемых алгебраическим ме
тодом разделения переменных [9]:

[ф 4,Н,.£' = 0, п р и / = 1.3. (6)

При этом уравнение для переменной х4 примет вид:

ОХ4

здесь матрица К 4 является константой разделения. ------
Используя разложение матрицы Ф 4 в базисе Г' , г  = 0,63, запишем реше

ние (7), с учетом ограничений (6):

(7)

ф 4 = /04 -Г° =С 14е ^ 4Г0,

к<гг

(8)

k 4 = ^ 4r 4^ 4.
Однако заметим, что здесь, как и в [8] требование коммутирования Ф 4 с опера

тором У'Л,-?;' —— является избыточным. Положим Ф 4 в виде Ф 4 =  Ф 4 +  Ф 4
, дх(=1 й л і

Тогда отделение переменной х4 возможно также в случае выполнения следую

щих требований: [ф^,Ыг-£,г]=  0 и Ф4 ,КДг]̂  = 0,п р и /= 1..3 .
В этом случае решение будет представляться в виде суммы:

Л
А

ф 4 =  л - г и + / ; 4 - г ^ ( с0 _  ((~<Ь  ^41+^42 )*4 + с;е4 с * 4 , -А 42) л:4 ч г 0)Ги +

+ (С4 -  С*e(k4\-k*l)x4 ур44
~  г '

где К 4 = £41R 4^4 + £42R 4H,4r 44.

3.2. Отделение переменной х3. Уравнение (5) после отделения перемен
ной х4 примет вид:

Ф
3 ~  д 

v m I

Л \

+ К , Ф ш 1 = 0 (9)
У

По аналогии с предыдущим пунктом, представим Ф 12з в виде произведе
ния Ф } 2з =  ^ 3^ 12- Требование коммутирования в этом случае будет иметь 
вид:

[B 3 >R ^ ,' ] = 0 >npHi =  1 ..2 . [® 3 ,R 444 ] = 0 . (10)

Из (9), с учетом требований (10), можно записать уравнение для перемен-
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Решение уравнения (11) получается в виде:

Ф з = / о 3 - Г С
О _ (12)

К 3 =  £3R 3£3.
Требования (10) на вид матрицы Ф 3, как и в предыдущем пункте, можно 

считать избыточными, отказавшись от требования коммутирования можно пред
ставить матрицу Ф 3 в виде суммы коммутирующей и антикоммутирующей матриц.

Выбор матричного оператора от переменных хр х2, с учетом разложения
2 ~ j д

матрицы К 4 в базисе Г', в виде —— является неединственным.
м  дх,

Поиск всех возможных путей решения матричной записи уравнений Максвелла не 
является цепью данной статьи. Для решения задачи полого волновода треугольного 
сечения достаточно (12). Отметим, что записанная в (12) величина к3 соответствует 
продольному волновому числу, получаемому при решении уравнения Гельмгольца.

3.3. Разделение переменных дс, и хг Завершающим этапом разделения 
переменных является разделение переменных х, и хг Уравнение (3) после от
деления переменных х. и будет иметь вид: ’

ф 4ф , I
V / = 1

з + К 4 Ф п 5 0 - (13)

Так как направления и х2 равноправны, решение (13) представим в виде 
суммы произведений матриц соответствующих переменных:

ф12 = ф ^  + ф ^ ф у
С учетом этого уравнение (13) можно переписать следующим образом:

/  &  с) ~  „ Я ^
Ф 2Ф ^  +Ф 4Ф 3

.<■ Ф 4Ф
с Г

R , ^ ^ + R 2f
дх. дх-,

+  К 3 +  К 4

(14)

r ^ ' - ^ + r ^ 2 — ■+ к ,  + к ,
ох. дх^

Ф',  Ф '2 J О-

Представим Ф 2 и Ф ^  в виде суммы двух матриц ф ^ , ф ^  и ф '^ ,  ф ' ^ ,

соответственно. Пусть для матриц Ф ^ ,  ф ^  и ф ' * , ф ','1 справедлив следую
щий набор требований:

Ф ?  >R iS‘ 

Ф і я л 1

= 0 , [® f ,R 3S3 ]=0 ,|® ? ,R 4i;4 ]=0 ,  

' = 0

ф ? , й 24 2 ] = о ,

e>2 , R 3£3f  = о , [ ф 2" , й 4р4]" = 0 , 

ф ? , й 3$3 ] = о , | ф ' , \ й , , 4 4] = о ,
(15)

Ф -^ ,Й 25 2]* = 0 , [® Y ,R 353]‘ = 0 ,[ф'і4,Й Д 4]> = 0 .
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Преобразуем (14) с учетом (15):

ф4ф 3(ф^ a +s (Ф *  - ф ^ - ' r ^ 2 J - t e  + ф 2" ) + к 3 + к 4

+ Ф 4Ф 3( Ф ^ Ф 'Л  R 2̂ 2—  +(ф’1/г-ф 'і4)4 й 1̂ 1—  (® f  +Ф'|4)+ К з  + К

Ф ^  +

Ф'2і  = 0 -

Данное уравнение будет иметь решение в случае, если каждое слагаемое
&

будет равно нулю.

ф<ф , ( ф '- ф ^ й 15| ^ - + ) (ф ?-ф 2' ) ' 1й 151 ^ - (ф г‘; + ф!" ) + к ,  + к <^ф^ = 0  (16.1)

-ф Л r 2̂ 2 JL+(®f -Ф '^ ’к^ 1 А (ф ^+ф^)+к3 +к
дх. йх,

Ф'2 J = 0. (16.2)

В каждом из вышеприведенных уравнений выделим уравнения от перемен
ных х2 и Xj соответственно:

(ф* - Ф ^ Г й ^ 2 — (ф? + ® 2 ) = К 2-
дх*,

-Ф '?  )_1 R ^ 1 — (ф ?  + Ф '? )=  К \ .

(17)

(18)

(15):

IV- .
Разложение матриц ф ,  и ф ,  по базисным матрицам с учетом требований

.

Ф 2 =  ^0 ■ Г ° , Ф 2 =  Й37 • Г 37.
С учетом этого решение (17) можно записать:

(19)

где

< /О 4

l _ l k.2 - k 2 у\  к у2

Ь1 АL Ър'
к у \ ^  к у2

(cyl c o s f i^ ky2 х2 Су2 sin -̂ ку\ ~ку 2 Х2

ние:

g2 — {с у2 cos л[кўі ку2х2 + СуХ sin ку2х2 )■

Аналогично на основании (15) для матриц ф '^  и ф '^  получим разложе-

Ф ^ = / 4 - Г ° , Ф ^ = / г ' з 2 - Г 32. 

Решение уравнения (18) в этом случае будет иметь вид:

A '^ G rW l) . (20)
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где 8 i -  ( ^ 2  cos ̂  кх2 Х\ + C xl sin л[к~х{ £д.2хі ).

8  г
^хі + к Х2

Матрицы К2 и K'j соответственно имеют вид:

К 2 = Й 2І;2(*,2Г 0 + * ,1Г 37),

К ' ^ й ^ Ч ^ г Ч ^ г 32).
/  (21)

Здесь к х\ ' кх2 — к х , к „I -  А:,,-, = к  представляют собой поперечные волно-^ 1  у 2

вые числа двух связанных волн.
Таким образом, из (16.1) получаем уравнение для переменной х

1

R iS ■ + 1C 2 +
л
Ф ^  =  0 (22)

Эх, “ J

Так как Ф ; произвольная матрица, то произведение можно представить 
в виде вектора столбца:

Аналогично для переменной х, получаем

'  д
— + к \ + к 3 + к 4r 2^ 2 — Ф \ 3  = 0, (23)

где ® '2J = [ / i  ( * 2> 
Уравнения (22

! (х2), /з2 (Х2 ), / 42 ( * 2), / 52 ( * 2), / I  {хг), / 72 ( * 2), / 82 (*2 ) / .
-(23) представляют собой две системы обыкновенных диф

ференциальных уравнений первого порядка. Для решения этих систем исполь
зовалась система компьютерной алгебры Maple 8.

3.4. Граничные условия. В продольной структуре согласно [10] может су
ществовать либо класс Е-волн, для которых граничное условие применяется к 
продольной составляющей электрического поля, а продольная составляющая 
магнитного поля равна нулю, либо класс Н-волн, для которого нулевой является 
продольная составляющая электрического поля. Построим решение для Е-волн. 
В качестве граничного условия мы будем использовать отсутствие продольной 
составляющей напряженности электрического поля

-ф4 =  ек*ч екъХъ {

( c . c o s ^ - ^ s i n ^ , )

(С*з БІПлДз2 -  к ]щ  -  кх х2 +  Су 4

г
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(су1 c o s ^ x 2 -  С у2 S in  J k y X 2)

( C x3s’m ^ k 3 -  kAz\x, -  kyxx +  C x4 c o s ^ ^  -  кАщ  -  ky xx) }

на границе волновода.
Треугольное сечение волновода, условно разобьем на три границы (рис. 1) -  

нижнюю, боковую и наклонную. Таким образом, первых два граничных условия 
сводятся к равенству нулю четвертого элемента вектора столбца Ф  при х = О, 
соответствующее нижней границе, и х =  0 -  боковой границе. Из них следует 
равенство нулю следующих коэффициентов: СуР С'у4, Сх1, с х4.

E z =  g*4*4 е *з*з sjn у1 ^ х 1С уз sin л]kl -  к2Ащ  -  кх х2 +  

+  С у2  sin f i ~ x 2С *з sin ^  - к 2Ащ - к у Х х ^

Третье граничное условие принимает вид:
_______________

Ez\Xl=a-xt = еКх*екл (С х2 s inл[к^х]С *3 ■ sin J к] - к ]щ  - кх (а -  х ,) +

+ С у2 s i n - Xj)• С*з sin .yjк̂  - £42ец - к ухі)  =  О

Данное тригонометрическое равенство будет верным и при выполнении сле
дующих условий:

с ,гс ; 3 = с , 2с ; ,= с ,

, 2  , 2  п 2 ( т 2 + п 2 )  ,  п 2т 2 ,  712п 2к2 -  -̂----- L, К  ку = ^ ~ ,
а а а

rss.
где т , п -  целые числа, для которых справедливо условие \т -  п\ = 2к, к е Z . 

Таким образом, Е? принимает вид
< с г

^  t _ t _ пт .T in  . 7ш . п т  .
E z = Се 4 4е 3 3(s in -----х } sin— х 2 + s i n — Xj sin----- х 2).

ci ci a. а.
<?г

При этом остальные компоненты электромагнитного поля приобретают сле
дующий вид:

Г
4̂*4 р кзх3 ,

г  _  ,1  . ,я/и , ,тоя N . ,т  N
lL  v  — ------------г------------г— к 3 1 /jcos(— JCj) sin(— X2 )+m  cos(— л, )s in (— x2 )^  / 2  2 \ 3 

7 i ( m  +  и  )

a

C p k^ p k^  rT? — , I . /ЯЛ 4 N . ,71m 4 ,71« 4
Z S y  —  -------------Г------------ --— L  / n s m ( -----* i ) C O S ( ------ ^ 2 ) + ^ S m ( ------* l ) C O S ( -----X2 )

% ( m  +  n  )  K a a a a
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С е кіХ* е кзХз (
Н у = ------ ---- ~-------~— £4е| wcos(— X[)sin(— x2)+mcos(— Jĉ sinC— *2)

тс(т + n 2 )  V a a a a

a

V̂/C' ^ f IT n ТТГП 7ТГУ1 ТТУІ I
H  v — ------- r--------— k.r\ flisin( — ̂ )cos(— *2)+nsin(— x^cosC— JC2) I

n ( m 2 + n 2)  K 0 a a a

&

a

4. Заключение
Предложенная в [2] матричная форма записи системы уравнений Максвел

ла является перспективным направлением для дальнейших исследований. На 
примере треугольного волновода было показано, что находясь только в рамках 
данного представления возможно построение аналитического решения. Исполь
зование данного подхода позволяет избежать математических трудностей, свя
занных с построением волновых уравнений.

Использование алгебраического метода разделения переменных требует 
разделения матричного оператора на операторы от соответствующих перемен
ных. Однозначно выделить указанные операторы не возможно. Это создает мно
гообразие путей разделения исходного уравнения. В каждом конкретном случае 
определяющим фактором выбора направления разделения переменных явля
ются граничные условия.

На этапе разделения переменных х, и х2 мы принимали решение в виде 
суммы произведений матриц от соответствующих переменных. В случае прямо
угольного волновода для удовлетворения граничных условий достаточно только 
одного произведения. Таким образом, в случае сложной зависимости парамет
ров среды от пространственных и временных координат требуется обобщение 
метода разделения переменных на матричные уравнения.

Решение задачи треугольного волновода в матричном представлении также 
позволяет взглянуть по-новому на идею связанных волн. Результаты вычислений 
полностью согласуются с результатами, полученными с использованием обобщен
ного метода Фурье [4], что говорит об эффективности разработанного метода.
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