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С ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫМИ 

УРАВНЕНИЯМИ СОСТОЯНИЙ
Рассмотрим метрическое пространство Cad -  множество допустимых 

управлений, вещественное сепарабельное гильбертово пространство F  со ска­
лярным произведением [m,v ] и гильбертовой нормой |v| и семейство {Fc}, 
с € Cad замкнутых подпространств пространства F . На пространстве F  зада­
дим линейный непрерывный функционал 1{у). Для каждого допустимого управ­
ления с рассмотрим линейное функциональное уравнение

и с e F c> K>v] = / (v) 0)

Пусть и°с -  решение уравнения (1). Зададим функционал J (c ,v ) : 
J-.C 'jX .F  ->R , обозначим j ( c )  = j ( c ,u °  j  на и рассмотрим задачу отыс­

кания среди допустимых управлений управления, доставляющего минимальное 
значение функционалу у (с ) на Cad (задача (С)). Всякое^решение с* задачи (С): 

С  е С a d ’  j ( C ) = m in j  (с ) будем называть оптимальным управлением, а соот­

ветствующее этому управлению подпространство F .  пространства F  -  опти­
мальным пространством.

Достаточные условия разрешимости исследуемой задачи, возникшей как 
обобщение задач построения оптимальной области, рассмотренных в [1,2], были 
впервые установлены автором в работе [3]. Настоящая работа посвящена ана­
лизу этих условий.

Пусть Рс -  оператор ортогонального проектирования пространства F  на 
подпцостоанство Fc, а и0 -  решение уравнения

Ж
u e F ,  [w ,v] = / (v )  V v e F .  (2)

Ч4 0 0Связь между решениями и  и ис уравнений (2) и (1) соответственно уста­
навливает

Лемма 1 [3]. Для любого допустимого управления с и°с =  Р и 0.
Примем следующие предположения:
1) Cad -  компакт;
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2) из условий

cn z C ad, cn ^ c s C ad (в О ,  (3)

v e F ,  Рс v — -—)■ v (слабо в F) (4)

следует v = Рсу ;
3) существует постоянная kJt такая, что J (c ,v )> k j V c е Cad, V v e F , k j

не зависит от с, v; выполняется неравенство Липшица
|у ( с ,у , ) - J (c ,v 2) |< Z 7|v, - v 2| V c e C ^ ,  Vv[,v2 s F , где постоянная L j > 0  
не зависит от с, v,, v2; из условий (3) следует lim  J {c n,v \  = J (c ,v )  Vv e F .

Теорема [3]. При сделанных предположениях задача (С) имеет, по край­
ней мере, одно решение.

Лемма 2. При предположении 2) из условий (3) и (4) следует

Pc v ~ *  Pcv (в  F). (5)

Доказательство. Условия (3), (4) и предположение 2) влекут за собой

Pc v — ^ > P cv. (6)

Используя (6) и свойства проектора, получаем

Pc v\ = 1 ітГ Р . v,Pt’ у"1 = 1 ітГ у ,Я  v l  =
с" I n->ooL с» с» J n-MoL c" J

lim

откуда
= [v,/>cv] = [/>cv,Pcv] = !.Pv|2,

' ■ vv

I I I I. J b  l im \PC v = \Pcv . (7)
. „ - ю о і  c "  I

Сильная сходимость (5) следует из (6) и (7). Лемма доказана.
Для произвольного элемента v e F  рассмотрим множество

GPv= {(c ,P v ) \c e C ad} с метрикой, индуцированной метрикой пространства
Cad* F .

Лемма 3. Предположения 1) и 2) равносильны компактности метрическо­
го пространства G fr Vv е F .

Доказательство. Пусть выполнены предположения 1), 2). Рассмотрим
произвольную последовательность с  GPv. Метрическое простран­

ство -  компакт, следовательно, последовательность (си) <z Cad содержит
подпоследовательность (которую снова обозначим через ( сп)), сходящуюся в 
Cad к некоторому допустимому управлению с. Рассмотрим последовательность 
^Рс v j, соответствующую сходящейся последовательности ( с „ )  Из неравен­

ства \p^v\<.\v\ Vn  в силу слабой компактности замкнутого шара в гильберто­

вом пространстве F  следует, что из последовательности (/^_v) можно выде­

лить подпоследовательность (которую опять обозначим через [Рс vj), слабо 
сходящуюся в F  к некоторому элементу v. Таким образом, учитывая, что вся­



кая подпоследовательность сходящейся последовательности ) сходится к 
тому же пределу, имеем сп —»• с е Cad, Рс v — — »v. Тогда, согласно лемме 2,
Рсу  —> Pcv. Таким образом, (с„, Рс v j —> (с, Pcv) е GPv, и компактность простран­
ства GPv доказана.

Пусть GPv -  компакт V v e F .  Рассмотрим произвольную последователь­
ность допустимых управлений (сл) и соответствующую ей последовательность

((с п,РСлу)) a  GPv. Последовательность ((сп,Рс<у )) содержит подпоследова­

тельность (которую снова обозначим через ( ( сп, Pc v ^ j), сходящуюся в х F
к некоторому (c,Pcv) е GPv. Следовательно, сп —> с е С ^ ,  и, значит, Cad -ком­
пакт. _

Если сп —» с <е С^ , Рс v — — >v, то рассматривая последовательность

( і с- рг ) )  , извлекая из нее подпоследовательность (которую снова обозна­

чим через [ ( Си>^с„у ))), сходящуюся к некоторому (с, Pcv) <= GPv, и, учитывая, что 
всякая подпоследовательность сходящейся последовательности (сп) сходит­
ся к тому же пределу, получим сп —> с е Cad, Рс v Pcv. Являясь подпосле­
довательностью последовательности, слабо сходящейся в F  к элементу v, по­

следовательность {̂ Рс v ) сходится к тому же элементу. Таким образом, v - P cv. 
Лемма доказана.
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г Р S U MM A R Y
The conditions, sufficient for the resolvability of a general space optimization problem 

with linear functional state equations, are analyzed. Equivalence of some of these conditions 
to the r-.nmoacity of the metrical space, the goal functional is being minimized on, is established.


