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ОЦЕНКА ЧИСЛА ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ 
СИСТЕМЫ ЛЬЕНАРА 

С ДВУМЯ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ
В статье рассматривается система Льенара в случае двух состояний равнове

сия, когда функция трения есть многочлен четвертой степени общего вида, а функ
ция упругости многочлен второй степени. В этом случае состояния равновесия -  
седло и антиседло, можно поместить, соответственно, в точки О (0, 0) и Е (1, 0). 
Численный эксперимент показывает, что у такой системы возможны три предель
ных цикла, окружающих одно состояние равновесия. Сформулирована и доказана те
орема, позволяющая использовать прогноз Смейла для оценки максимального числа 
предельных циклов данной системы. Доказанная теорема и проведенный численный 
эксперимент позволяют сделать окончательный вывод: система рассматриваемо
го вида может иметь три предельных цикла, а если предположить верной гипотезу 
Смейла, то это максимально возможное количество предельных циклов у такой сис
темы. Описан алгоритм построения систем указанного вида, у которых есть ровно 
три предельных цикла.

Обнаружение предельных циклов в полиномиальных системах дифферен
циальных уравнений является самостоятельной научной задачей, известной в 
математике, как шестнадцатая проблема Гильберта. Задача состоит в том, что
бы для системы двух дифференциальных уравнений, имеющей в правой части 
полиномы от двух переменных степени не выше т

х = Р ( х , у ) ,  y  = Q ( x , y ) (1 )

найти условия, при которых данная система имеет определенное наперед за
данное количество предельных циклов, и установить наибольшее возможное 
для данного т число Н(т) предельных циклов.

Будем рассматривать простейшие полиномиальные системы Льенара с тре
мя предельными циклами. Пусть система Льенара имеет две особые точки -  
седло и антиседло, функция упругости (восстанавливающая сила) -  полином 
второй степени, функция трения (сила трения) -  четвертой. Тогда состояния 
равновесия в рассматриваемом случае -  седло и антиседло, можно поместитьМо
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соответственно в точки 0 (0, 0) и £ ( 1, 0) , и система примет вид

У -  (2 )

Она может иметь три малоамплитудных предельных цикла [1].
По гипотезе Смейла [2], система Льенара

% - y - F { x ) ,  §  = - « ( * )  (3,

при g ( jt)  = ;c, F (x )  -  полиномом степени 2& + 1, F (0 ) = 0, имеет не более к
предельных циклов. Более точно, число предельных циклов системы (3) не пре
восходит числа положительных нулей функции p (x )  = F (x )~  F ( - x ) .  Если 
g (x )  *  х,  то, рассмотрим преобразование

и = yj2G(x)sign(x) = ц/(х ), (4)
X

где G(x)  = j g(z)dz.

Продифференцировав (4) под:, получим: udu = g{x)dx,  откуда

&  = (5)
g(x)

Подставив (5) в (3), получим систему:

± = - Ф ) . и
at и at

Умножим правые части системы (6) на —. Заметим, что умножение правых час-
g

тей на некоторую положительную функцию не изменяет числа предельных цик
лов, которые при этом не поменяют своей формы, изменится лишь закон движе
ния точки x  = r j [ t ) ,  у  = / / ( / )  по предельному циклу. В результате получим 
систему:

du dy
-  = y - F [ u ) ,  —  = -и,  (7)
at dt

где F(u )  = F(x(u))  и g(u) = и . Если функция F(u)  хорошо аппроксимируется 
полиномом невысокой степени в полосе их < и < и 2 плоскости иОу, в которой 
находятся предельные циклы, то можем использовать прогноз Смейла, оценив

число положительных нулей функции F(u )~  F ( -  и). Оно равно числу решений 
системы:

F (x )  = F ( y ) ,  а д  = GOO, х > 0 ,  у <  0 . (8)
5

Система (2) с g ( x )  = * ( l  -  х) ,  / (х )  =  приводится к системе (3)
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с Р (х)=  J f(z )d z . Тогда преобразование и = -J2G{x)sign(x - 1), где
Iх

G(x) = Jg{z)dz приводит ее к системе (7), а соответствующая система (8) рас

сматривается в области 0 < х < 1, у  > 1. Исследование системы (8) в этой обла

сти упрощается, если ввести замену х = ру , 0 < р  < 1. Тогда из второго урав-

,0. 3 р  + 1 3 р ( р  + 1)
нения в (8) находим у  = -----—-------- , х  = ------^ . Подставляя найденные

2 р 2+ р  + \ 2 р  + р  + \
х ,у  в первое уравнение системы (8), получим уравнение

Ф(Р)  = ах+ ( а 2 + а ъ)(ръ (р )  +  аА(р, (р )  +  а5ср5 ( р )  =  0 • (9)

При а2 + аг Ф 0 оно приводится к виду:

А = < р Л р )  +  А<Р4 ( р )  +  В(Р5 ( р ) ,  (Ю )

где 4 = _ Z 5 _  л  =  _ £ ^ _ 5 В  = - ^ — . 
а2 + а 3 а2 +  аъ а2 + а3

Обозначим правую часть уравнения (10) через f 0( p ,  А, В ) .  Итак, получи
ли трехпараметрическое семейство уравнений / 0(р,  А, В ) =  A t, число реше
ний которых не превосходит к  + 1 , где к  -  число экстремумов функции 
f 0(p ,  А, В),  0 < р  <1. Экстремумы этой функции при изменении параметров
А, В, А х могут исчезать через образование трехкратных нулей уравнения (10 ) и 
через концы промежутка 0 < р  < 1, то есть через точки р  = 0, р  = 1. В связи с 
этим, введем в рассмотрение прогнозные кривые: трехкратных предельных цик
лов -  ЪЬСр, кратных сепаратрисных циклов типа петля -  WSCp, а также кривую 
кратных фокусов -  WF.

Прогнозную кривую 3LCp  в плоскости параметров А и В определим как мно
жество точек (А, В), полученных из системы

<РІ( Р ) + А(Р І ( р ) + B<Ps ( Р ) =  <р " { р ) + А<Ра ' ( р ) + в <Ръ ( р ) =  0 ’

при различных /? е (0 , 1). Прогнозную кривую WSCp определим из условия 

div  v ((9 ) =  0 , где v -  векторное поле системы (2), что соответствует уравне

нию <р3 (О) + А<р4 (0) + Всръ (0) = 0. Наконец, кривая кратных фокусов определя
ется из условия g3 = 0 , где g3 -  первая фокусная величина, что на плоскости

параметров А и В соответствует уравнению <р3
Все указанные кривые (две из них прямые) изображены на рис.1.
Концы К  и М кривой 3LCp лежат соответственно на кривых WF, WSCp. Все 

кривые разбивают плоскость (А, В) на пять областей, в каждой из которых фун
кция имеет постоянное число экстремумов (оно отмечено на рис. 1 числами О,
1, 2). Таким образом доказана следующая теорема:
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Теорема. Число решений уравнения (10) при 0 < р  < 1 и a + a } ф 0 не пре
вышает трех.

Непосредственно из теоремы следует
Следствие: число предельных циклов системы (2), с учетом прогноза 

Смейла [2], не превышает трех.
Покажем, что такие системы существуют. Для этого рассмотрим уравнение (9)

Ф(Р)  = «1 + («2 + аъ )<Рз(р) + Q>) + as<Ps(P) = 0

Нетрудно убедится, что многочлены <рк ( р )  образуют систему функций Чебышева, 
т.е. d e t(^ (р к) ) Ф 0, /' =  3,5, для любых различных рк е (0; 1), к = 1,3.

Выбирая значения р к е (0; 1), к =  1,3, получаем систему из трех уравне

ний, в которых в качестве неизвестных выступают коэффициенты ак, к  = 1,5. 
В этой системе уравнений ах выбирается произвольным образом. В результа

те можем подобрать коэффициенты ак, к  = 1,5, так, чтобы получить три поло

жительных нуля нечетной части функции F (u ) для любого набора 

рк е (0; 1), к =  1,3, и это по доказанной теореме максимальное число положи

тельных нулей нечетной части функции F (u ) , которое можно получить в рас
сматриваемом случае.

Численный эксперимент показывает, что система (2), построенная по вы
шеуказанному алгоритму, может иметь три предельных цикла, например, при
а, = 1(Г5, а2 =1, а3 =  0,9694 , а4 =  -2,8391, а5 =  -3,8675.

Доказанная теорема и проведенный численный эксперимент позволяют 
сделать окончательный вывод: система вида (2) может иметь три предельных 
цикла, и если гипотеза Смейла верна, то это максимально возможное количе
ство предельных циклов у такой системы.
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