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УДК 511.36
Н.В. ШАМУКОВА, Д.В. ДУДКО

АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ МАЛЕРА-СПРИНДЖУКА 
ДЛЯ ЦЕЛЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

В статье доказан аналог теоремы Малера-Спринджука для целых алгебраичес
ких чисел, связанный с классификацией действительных и комплексных чисел. Со
гласно классификации Малера, все действительные числа попадают в один и тот 
же класс, если минимальное значение целочисленных полиномов в этих точках име
ет один и тот же порядок малости относительно высоты этих полиномов. Анало
гичная проблема для целых алгебраических чисел до сих пор рассматривалась толь
ко в частном случае, в работе впервые получено не только значение меры множеств 
действительных и комплексных чисел с заданным порядком приближаемых целыми 
алгебраическими числами, но и полный аналог классической теоремы А.Я. Хинчина о 
приближении действительных чисел рациональными. Доказательство основано на 
построении оптимальной регулярной системы и обобщении метода существенных 
и несущественных областей, разработанного В.Г. Спринджуком.

Пусть Z  „(со) обозначает множество всех вещественных чисел t, таких, 

что для любого о/ < to существует бесконечно много полиномов

Р (х )  = anxn + ....+  axx + a0 с целыми коэффициентами степени не выше п, 

удовлетворяющих неравенству

Р ( х ) - а  х п + .... + я,х + а0, где Я (Р )  = т а х Ы  -высота Р ( х ) .
\< i<n  1 1t

Далее, пусть Z n(co) -  подмножество в Z /I(co), состоящее из всех

^  £  Z „(c o ,) для любого 03, >  СО. К. Малер называет трансцендентное число 
^  соответственно S-,T- или U-числом в зависимости от значений

con(^ )  =  s u p { fo :4 e Z n(co)}, ц „(^ )  =  Пш
4  '  Л - > 0 0  п

Пользуясь принципом ящиков Дирихле, несложно проверить, что ц я > 1 (и,

следовательно, а> „(^ )> и ) для любого трансцендентного Поэтому Z П( п )
содержит все действительные числа.

В 1932 г. К. Малер [4] установил, что почти все числа (в смысле меры Лебе
га) попадают в класс S-чисел. Результат К. Малера о мере множества S-чисел 
выражался неравенством |лл(£ )< 4 , в то время, как по гипотезе К. Малера,
ц „(£ )< 4  вси л уц л>1 ( ю „0 ; )> л ) .

Первое подтверждение гипотезы К. Малера для п =2 получил Й.П. Кубилюс [3] 
в 1949 г., а завершил ее доказательство для произвольного п В.Г. Спринджук. [6] в 
1964 г. Таким образом, для & > п  множество Z n(co) имеет нулевую меру Лебега.

В последнее время весьма популярной стала задача о приближении дей
ствительных чисел алгебраическими и целыми алгебраическими числами. Од
нако к настоящему времени аналог гипотезы Малера для целых алгебраических 
чисел доказан только для полиномов третьей степени [8].
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В данной работе мы обобщаем этот результат на полиномы произвольной 
степени.

Пусть

Pn( x ) = x " + a n_ix ' - '+ . . .  +  a lx  +  a0 -  (1 )

полином с целыми коэффициентами, Н  = Н ( Р )  = гпах а- -  высота Р(х),
1< j< n - \  1

е > 0, \ iA -  мера Лебега множества А  с  R , I  с  R -  некоторый интервал. 
Теорема. Для почти всех х неравенство

|P (x)| < t f  “ ”+l~e (2)

имеет лишь конечное число решений в полиномах Рп (х).
Предварительно введем необходимые обозначения и приведем леммы, 

необходимые для доказательства.
Через с(л) будем обозначать положительную величину, зависящую от п. 

При этом формально считаем, что с(п)с(п)  =  с(п), с(п ) + с(п)  =  с(п).
Пусть s -  произвольное, но в дальнейшем фиксированное число. Корни х 

полиномов Р  разобьем на классы (в-классы) следующим образом.

Пусть Xi = Х> X2’ --->Xfc -  все корни полинома Р ,  минимального для х. 
лежащие в верхней полуплоскости и удовлетворяющие условию

|Х і-Х 2М Х і - Х з Й - * | Х і - Х * | < 1 - (3)

Считаем, что к >  2. Положим Н=Н(Р),

т  = Н  Хі ~X / =Л Р‘ (/ =2,3,

и определим целые числа г2,г3, . . . , г к неравенствами

г. г. +  1
- і р . < - ------- (/ = 2,3,. . . ,*).  (4)
т 1 т

Тогда А“ ( ' +1) / т < |х 1 - х . | < Г ' : /т  ( / = 2 ,3 ,...,*)■  (5)

В силу (3) р2 > р 3 > . . . > р к >0,авсилу(4) rx = [т р ,.]  , гг >гъ> . . .> г к >0.

Таким образом, с каждым корнем X = Xi полинома Р  можно связать целочис
ленный вектор г =  (г2,гъ,.. , ,г^) с неотрицательными компонентами, при этом 
выполняются неравенства (5).

Доказательство первых трех лемм можно найти в [6].
Лемма Л. Пусть Р{х) е Z[x ]. Тогда

1® - х^ й ( 2" Й З І* ' - ь | - - | х ,
где Xi -  ближайший к со корень полинома Р(х), а его корни упорядочены следу

ющим образом: |х, -  Х2 N  |Хі "  Хз И  • • • -  |хі “  Ху | •
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Лемма 2. Пусть Р(х) полином степени п , высоты Я  и его старший коэффи

циент равен ап. Тогда X;, ■ • ■ X,- ~ С̂ Щ ’

где X,, »• • • >Х,т -  попарно различные корни Р(х).
Лемма 3. Пусть Р(х) полином степени п, высоты Я  и его старший коэффи

циент равен ап. Тогда существуют попарно различные корни X;, >• • • >Х,ш , такие, 

н
что Х і •••X/ гс(й)н-

Лемма 4. Пусть а  > 0 -  некоторое действительное число, s -  натуральное,

H (a ,s )  -  достаточно большое действительное число. Пусть Р(х), Q(x) е  Z(x) 
два взаимно простых многочлена, со старшим коэффициентом 1 ,

шах(Я(Р),Н(Q)) = Н п, deg[P(x)] = 5, <5, deg[Q(x)] = s2 < s.

Тогда, если для всех (О из некоторого интервала I  a ( - s , s ) ,  |/| = Я~" , t j > О, 
выполняются неравенства

шах(|Р{со)|,|б(а))|)< Я~Т , х>0,

то т + ц + 2 т а х (т  + ц -т |,  0 ) < ( 2 j - 1)^  + ct.
Лемма 4 является обобщением леммы 2 из [2].
Доказательство теоремы:
Введем величину е, = с(п) достаточно большая величина и положим 

Т  = [еГ1] .  Пусть р j  = Tj+X +ф : + Г” , l < j < n - \  (6)

Г2Дальнейшие рассуждения зависят от величины ~  + Рг-

Предложение 1. Если r2T~x +р, > n - 2  + 2 m v то утверждение теоремы 
справедливо.

Доказательство: Ясно, что в теореме достаточно рассматривать только не
приводимые полиномы, поскольку в случае приводимых полиномов от неравен

ства |P„(x)| < Я ~ "+1-Е при Рп(х) = Рх( х ) ■ Р2(х) в силу почти мультиплика

тивности высоты можно перейти к неравенству |Р ,(х)| < с(п)Н(Р] (х )у п+1~г. 
В класс P(t) объединим полиномы Рп(х)  с условием 2' < Я ( Р ) < 2 '+| . Раз-

J n i b
делим интервал I  на подинтервалы J длины \J\ = 2  ̂ 2

а). Вначале рассмотрим только те интервалы J y которым принадлежат не 
более одного полинома. Воспользуемся леммой 1 при j -  2. Тогда
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‘ п - р \

Число интервалов не превосходит 2 4 J |J|, поэтому суммарная

мера jc, являющихся решением (2), в этом случае не превосходит 2 _,Е|. Ряд

I 2 - ' Е| сходится, и необходимый результат следует теперь из известной лем

мы Бореля-Кантелли.

б). Остались такие интервалы J y каждому из которых принадлежит не ме

нее двух различных полиномов Р(х). Для x e J ^  разложим Р (х) в окрестно-

с т и к о р н я ^ » ^ ^ ) :

Так как р j = г^Г  ̂+  р ^ , то

Рк i X \k х - Х 1 к <с(п)н[Рк Г РП
—t

< с (п )1 } - n t

Рк Х * л )  { X - h k f  < c (n )H (P kj - p 22f>2<-"'-‘  < c(n)2, ~nt

P j  U ,
\7 / \1 - о  P o t - - n t ~ - t -
У ^ Л г , \ н ( р }  j l  2 2 2 < с(п)2*~п*х - х хк) < Ф )Н [Р к

: с ( я ) 2 Г -я / (7)

Применим к двум неприводимым полиномам с условием {7) лемму 4. Полу
чим противоречие.

Предложение 2.
Если

(8)

то теорема верна. _((J
Опять разделим Уна интервалы J. длины «7 = 2  1 , где ст. = п  + \ - р . ,

2 —fit 1 * *
.
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Рассмотрим вначале только такие интервалы У,, которым принадлежит не 
более одного полинома Р(х).

Воспользуемся неравенством 

Получим
x - Z t < 2 п- \ р ( х ) \ р \ х х)

-1

(9)

Просуммировав оценки (9) по всем интервалам./,, получим

PBn j a - ln, 2 ' ) < 2 ' ‘e<\l\

Рассмотрим оставшиеся интервалы. Каждому из них принадлежит не ме
нее двух полиномов • Разложим их на J l в ряд Тейлора, каждый в
окрестности своего корня X \ j  ~ % \ ( P j ) J  = ^  2-

п I 

к\
к = 1

Из оценок

Pj  К / 17'
: 2 ~ n t

рі Ы [ х - х ч
<2- n t

. /» ( * )

получаем |P (x ) |< 2

1J

- n t

17
.  2 г(1_^з  -3 « -3 + 3 /^ )

Применив лемму 4, вновь получим противоречие. 
Предложение 3.

Если г2т - и Р { <  i - £ .

то выполняется неравенство

_3L 

8 .

Предложение 3 доказывается переходом к многочленам первой и второй 
степени, для которых теорема легко доказывается непосредственно.
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