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В.Н. БОРБАТ

О СОВМЕСТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ НУЛЯ 
ЗНАЧЕНИЯМИ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 

В ПРОСТРАНСТВЕ С2
Произведена новая арифметико-топологическая классификация множеств из про­

странства С1, в которых модули целочисленных многочленов аппроксимируют нуль с 
заданным порядком, на классы трех типов в зависимости от величины, характеризую­
щей производную многочлена. Исследованы метрические характеристики этих мно­
жеств. Доказано, чпю система неравенств

| /»(«>! ) | < Я_И'1Ч'У1 (Я), 

| Р(0)2 ) \ < H ~ W24>V2(H ),

где Р ( х )  = a^xn + a^_^xn~  ̂ + ... + a^x + a ^ -  многочлен с целыми коэффици-
СО

ентами, Н  -  высота Р(х), функция У ( х ) монотонно убывает при х > 0 и ряд Z Ч'(Я)
„ 3 1  Я=1

сходится, w, + w2 = -  -  - ,  уі + у2 = - ,  имеет для почти всех ( ^  , <о2 ) е С (в смысле

меры Лебега) лишь конечное число решений в многочленах Р(х)е Z[x], Тем самым полу­
чено подтверждение комплексного аналога гипотезы В.Г. Спринджука о совместной ап­
проксимации нуля значениями целочисленных многочленов в пространстве С2 для клас­
сов первого типа.

Пусть Р  ( х )  = anxn + an_xл;”-1 + ... + ax х + a0 -  многочлен с целы­

ми коэффициентами, Я  -  высота Р( х ), функция Ч '(х )  монотонно убывает при
00

х > 0  и ряд Т . ' і ' І Н )  сходится. В [1] доказана теорема о совместной аппрок- 
я=1 2

симации нуля значениями целочисленных многочленов в пространстве R .
Теорема 1. Система неравенств

| Р ( ^ ) |  < H ~ Ŵ V̂ ( H ) ,

' \Р(*2 )\<  (1>

2
где W| + w2 = п -  2 , v, + v2 = I , имеет для почти всех (со j  , 
лишь конечное число решений в многочленах Р(х) е Z[x].
В указанной работе также производится классификация целочисленных много­
членов на классы трех типов, в зависимости от величины, характеризующей их 
производную. В настоящей работе доказывается комплексный аналог теоремы 1 
для классов первого типа.
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Теорема 2. Система неравенств

P O j )  I <

P(o>2 ) | < t f “ W2 vF V2 ( t f ) ,  (2)

n Ъ 1 _?
где w, + vv2 = -  -  - ,  v, + v2 = - ,  имеет для почти всех (&>] , &>2 ) е С

лишь конечное число решений в многочленах Р( х ) е Z [ х  ].
Введем некоторые обозначения и приведем несколько лемм, необходимых для 

дальнейших рассуждений. Через с(п)  будем обозначать положительные функ­
ции, зависящие только от п . Над с( п) будем производить действия по формаль­
ным правилам с( п) + с(п) = с( п) , с( п) ■ с ( и) = с( п), смысл которых состоит 
в том, что сумма и произведение таких функций есть функция, зависящая от п .

Поскольку в теореме речь идет о конечности или бесконечности числа ре­
шений системы неравенств (2), то будем считать, что Н > Я 0, где Я 0 -  дос­
таточно большое натуральное число. Далее будем считать, что со,, со~ -  транс-

2 I Z
цендентные числа, поскольку мера тех ) е С  у которых хотя бы одно
из чисел алгебраическое, равна нулю.

Лемма 1 . Пусть G c C 2 -  некоторая ограниченная область и В a  G -  
измеримое множество в с 2 . > c{n)\xG, где \хВ и |^G мера Лебега мно-

2
жеств В и G в С . Пусть далее для ( оз̂  , ( о ^ ) е  В  верно неравенство 

I Р( ) ■ Р{а>2 ) \ <  H ~ w , где Р (х )  -  многочлен степени не выше п . Тогда

—wдля всех ( ,  й>2 ) е &  верно неравенство | Р( со̂ ) • Р( со 2 ) | < с{п)Н

Лемма 1 представляет собой аналог леммы 10 из [3] и доказывается с по­
мощью интерполяционной формулы Лагранжа.

Обозначим через Рп(Н) класс неприводимых многочленов с условием

ап(Р) = Я . Пусть далее Рп = U Рп{Н ), Р(х ) е ^ „ (Я )  и Xi> Хг> ••• > Х„ -
//=1

корни многочлена Р(х). Будем считать, что корни Xi> Хг> ••• > Хл упорядочены 
таким образом, что R e ^  ^ Rex2 ^  К-еХл• в случае равенства 
Rех/ = Rex, ранее будем записывать тот корень, у которого меньше модуль 
мнимой части, а в случае равенства модулей мнимых частей ранее поставим 
тот корень, мнимая часть которого положительна. Выберем два любых корня 
Xi I и Х21 многочлена Р(х). Относительно каждого из них все остальные корни 
упорядочим следующим образом:

|Хп - Х 12Н  ІХ ц -Х із І ^  ^  |Хі 1 ~ Хіл | •

ІХ21 -  Х22| ^ | х 21 - Х г з | ^ - ^  |Х21 - Х 2п|-

Введем обозначения:
|Хп — XifI = = 2, п, |Х2! - % 2 j \  = H ~ej, j  = 2, п.
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Зафиксируем s. Положим = s- d  1 , где d = d(n )  достаточно большая

величина. Положим Т  = [е ,']. Определим целые числа /г- и Sj  из неравенств:

/.-1 /.
< іл. <  ф, i  =  2, ..., п ,

s I
./

т -  г-г- - т , - •••> ” 5 т ~ < Т ’ І

С фиксированной парой корней (Xu> Х21) многочлена Р (х ) будем связы­

вать целочисленный вектор = 1  = (/2, . .., J2, ... ,  sn). Все многочле­

ны Р (х ) е Р „ (Я ) , имеющие один и тот же вектор s , объединим в класс Рп(Н, I ) .

/. .+...+ /  
/ + 1  Л

Яі =Пусть далее р і -  — 5-, г = 1, ..., п -1 ,

J = 1, .... п - 1 ,  = К -■ f il l» ,

5  . . + . . . +  S  
_  J+1 Л

S<jr21) = {« 2 e C : tnin |®2 - ^ |  = \ °2~ Х г \ \ } .
1 < s < n

n 1 с ----+ l - £
Лемма 2. Неравенство | P( (о) | < H  ^ при любом 8 > 0 имеет

для почти всех о е С  лишь конечное число решений в приводимых целочис­
ленных многочленах степени не выше п.

Лемма 2 доказана в [4].
Лемма 3. В системе неравенств (2) можно рассматривать лишь многочлены 

Р(х) е Рп.
Переход к многочленам, у которых старший коэффициент равен высоте, 

производится как в [2]. Переход к неприводимым многочленам производится с 
использованием леммы 3.

Лемма 4. Число классов Рп(Н, J )  конечно и зависит только от п и s. 
Лемма 4 доказана в [5].
Лемма 5. Пусть Р {х ) е Рп(Н), со e S ( x \ \ )  ■ Тогда

(3)

| .  -  Х п \ £  2 m i M  2«  I * , , -  * , 2 | ... |/ n  -  X lJ

Лемма 6. Если P ( x )  e Pn( H , J ) .  Тогда

) J

>(/)
( Z U ) < c{r i )H

(4)

Леммы 5, 6 доказаны в [6].
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Лемма 7. Пусть / >(л:), Q(x) -  взаимно простые целочисленные многочле­
ны степени не выше п и тах(Н(Р), H(Q)) < Я . Тогда если для (со,, со2) из 
области /  = К х х К 2, где А:, = C(z0, Я _л') ,  К 2 = С  (z „  Я ~ П2).

Im z, *  0, г), > 0 ,  т|2 > 0 ,  Kt, К 2 с  С  (0, п)  выполняются неравенства

max ( | Р ( fi>j) |, | Q( о)Х ) | ) < Я  Г і, шах ( |Р ( со2 ) |,| Q ( (о2 ) | ) < Я  *"2 , 

где т, > 0 , т2 > 0 , то для каждого 6 > О существует достаточно большое ве­

щественное число Я д = Яф ( и, ?7j , 7^ > ^  > ^2 ) 1 что при Н  -

+ г 2 + 2 + 2 ( max ( 7-j + 1 -  ?7j,  0 ) + max ( + 1 -  tĵ ,  0 ) )  < 2п + 8 .

Доказательство леммы 7 незначительно отличается от доказательства лем­
мы из [7].

Также, как и в [1 ] объединим многочлены Р (х ) е Рп(Н, J )  в классы пер­
вого типа, если выполнены неравенства

12Т ~ 1 + р , S w, + Vj + i .  s2T ~ l  <5>

Доказательство теоремы разобьем на четыре случая.
9

Обозначим через L  ( и ^ , Vj, ) -  множество тех ( <у} , с о ^ ) е С ,

для которых система неравенств (2) имеет бесконечное число решений в мно­
гочленах Р(х) е Z[x].

Предложение 1. Если выполнены неравенства (5) и

у  +  4мб, <  /2Г -1 +  р { +  s2T ~ { +  qx, (6)

то мера множества L  ( w j ,  w Vj, )равнанулю.

Доказательство. Воспользуемся неравенством Ч '(Я )  < Я -1.
Тогда (2) примет вид

-  w, — V,
Р{а>х ) \ < Н  1 1,

Р(й>2 ) |  < Я ' ^ 2 - у2 .
(7)

Определим Р (5  ) = U Р ( Я ,  5 ). Так как ^  ^  2, то из (4)

2 '< Я < 2,+ 1  "
7

получаем при у = и.что все (ю  , ' для К0Т0РЬ|Х выполняется сис­

тема неравенств (7), находятся внутри области Q 2,

I I I I & 2где Q = { со е С :| со | < 3, |1ш<у| > — }. Покроем область Q  областями
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- W ,  — Vi I l — Wo — Vo
ет ( « j  , « 2  ) e П,  что | P( со ) | < H  *  ̂ , \ P(co^)  \ < H  l

П  = Kx x K2, где K{ и K z -  круги радиусов Н~ц' и Н ~Цг,

+  Vj +  I -  -  0,5£j , ?72 =  w 2 +  v2 +  I -  -  О»55’} •

Будем говорить, что многочлен Р(л:) принадлежит области П , если существу-

. - W n  -  V- 
I ^  R  i  '1 I H( т .  ̂ I <  H

Пусть каждой области 77 принадлежит не более одного многочлена 

іР(х) е Р((Т ). Тогда из (4) получаем, что мера оз\ е S ( x \  1 ) .  Для которых вы­
полняется первое неравенство системы (7) не превосходит

- t ( \ V i  +  Vi +  1 — Оі )
c ( n )2 1 1 1 , а мера « 2  e ) , для которых выполняет­
ся второе неравенство системы (7), не превосходит

/ + Vo + 1 - q ' l ) .  .

c ( n )2  z . Поэтому мера тех ( ff lj , (о2 ), (ох 6 S(%n ),

со2  e S (% 21). Для которых выполняется система неравенств (7), не превосхо-

2 t ( ~ — -  1 +  /? | +  9 j )  

дит с ( п ) 2 ^ . Число многочленов не превосходит количе­

ство областей П.  Следовательно, мера тех со2 ^ ' К0Т0РЫХ выпол­
няется система (7) хотя бы для одного многочлена Р ( х )  е P,(s),  оценивается 
сверху величиной

c ( n ) 2 2t (~ 2 ' 1 + P l + q i ) x 2 2t (Wl + V ' + W 2 + V 2 + 2 ~ £ l - P l ~ q i )  <  c (n )2 ~ tS[

СО

Так как ряд X  2~Е| сходится, то доказательство предложения 1 в этом
г= 1

случае следует из леммы Бореля-Кантелли.
Теперь предположим, что существуют такие области 77, которым принад­

лежат два и более многочленов P(z) е Pt( s ) . Пусть P(z) и Q(z) принадле­
жат области 77,тогда существуют такие точки (ю,,, ю2і)  > (® і2> ®22) принад­
лежащие 77, что

max
I I —  Г У  1  —  V I

{\P{(ou ) \ , \Q{ ( o n )\)  < И 1 (8)

шах (| Р (а>2 \ ) |> | QC&22 ) | )  < и  ^  ■ (9)

Пусть ^ ц ( 7 >) ,  Z2\(p ) > X\\(Q) > X2\(Q) ~ ближайшие к соп , а>2 j ,  

w12' ° 2 2  корни многочленов Р (х) и Q(x)  соответственно. Из (4), (8), (9)

получаем:
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~М>л -  Vi -  1 +
Р \т а х ( |  <уп  -  Х \ \ ( Р )  |> I <»12 ~  Х \ \ Ш )  | )  <  с ( п ) Н  1 1

т а х ( |  <у2 1 “  Х2 \ ( р ) Н  <°22 ~ X2 l ( Q )  |)  <  с ( « ) я  Wl  V2 1 +  ? 1 '

Поэтому

I Х\\(Р) ~ X\\(Q) I ^ I X\\{P) "  ®11 I + I ®11  -  ^12 I +

I I -71 (10)+ |®12 -  Xn ( Q) \ < c(n)H l ,

\ х2\ ( П -  Z2l (Q)l  < « n)H~’!2. (11)

Оценим разность |х ц ( ^ )  ~%u(Q)\< * = 2, , n, учитывая, что из (5)

следует 1^Г~^ ~ ^  < *1ў

\х\\(Р) ~ *1/(6) | * |*Ц (Р)  ~ X n ( Q )  | + | * ц ( 0 - * 1 / ( 0 | <
- 1  - 1  (12) 

/ w  и  l i T + S\ \ t \ u ~ l i T + 1̂< с ( л ) ( Я  1 + Н  1 * )  < с {п )Н  1 1

Из (10) и (12) получаем

п \х] ](Р) -  Хц(в)\ < С(П)Н~’’1~ Р 1+(”" 1)£1 (13)
1=1

Аналогично получаем:

т - \

Х 2 \ ( р ) ~  Z 2 i ( S )  < c { n ) H S’ і  =  2, .... и , (14)

П \ Х 2 \ ( П  -  * 2 / ( 6 ) | < с(.” ) Н  72 ? 1 + < "  1 )£ l- 
/=1

(15)

Аналогично оценим Я  | %2 \ ( Р)  ~ X 2 i (Q )  I < С( И) Я  772 91 + (” ,
/=1

-  Л ; ( а ) |  < c ( n ) H ~ '2T  - P i + ” £1, (16)
1=1

П \ х 2 2 і р ) ~  * 2 / ( 6 )  I <  с ( « ) Я " ‘У2 Г  ^ І + ^ І .  (17)
/=1
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Поскольку многочлены Р (х )  и Q (x )  из РДя) не имеют общих корней и 
модуль их результанта | R ( Р, Q )  | > 1, из (13), (15)-(17) имеем

1 < |Я (Р ,0 | < с ( П)2 ' <2" - 2, 1 - 4^ - 2 '72 - 4«1 -

-  2 / j T " 1 -  2 s 2 T  1 +  8 (n  -  4 ) 5 ,  ^

Полученное неравенство при больших t  противоречиво, что показывает, что 
области Я , которым принадлежит более одного многочлена, не существует. 

Предложение 2. Если выполнены неравенства (5) и

\  -  \  < 1{Г~Х +  рх +  s2T~ l + qx < j  + 4 /is ,. (18)

то мера множества Z ( со,, ю2, vi> v2) равна нулю.
Доказательство. От системы неравенств (2) снова перейдем к системе не­

равенств (7). Положим

к  =  п + 1  -  (212Т ~1 +  2 / 7, +  2s2T ~1 +  2 <7| ) . (19)
Предположим, что

{ к }  > s. (20)
Тогда из (18)-(20) получаем п -  [& ]  > 3. Учитывая (5) и (18), можно считать, 
что выполняется, по крайней мере, одно из двух неравенств:

+ 1 -  2( n  + l ) f ^ ,  (2 1 )

S2T ~^ + 4\ ~ w2 + V2 + 1 ~ 2(л  + 1 )Sy  (22)
л

Покроем область Q  областями К  = I { x / 2, где 7, -  круг радиуса Я _СТ|, 
/2 -  круг радиуса Я “ °2. Если (2 1 ) выполняется, а (22) -  нет, положим
а, = 12Т  1 + 2(n +  1), сх2 = s2T  1, если наоборот, то положим ст, = 12Т ~ \

° 2  ~ s2 ^  ' + 2(п + 1). В случае выполнения обоих неравенств (21) и (22)

положим а, = l2T~] + (n + 1), ст2 = s2T~x + (n + 1).
Пусть, например, выполняются оба неравенства (21), (22). Другие случаи 

рассматриваются аналогично. Обозначим через N(11)  число многочленов, 

принадлежащих Я .  Если N(17)  < c(n)77y , v = к -  1 -  0,І£, то сум­

марная мера тех (со,, ю2) € Q 2, для которыххотя бы при одном 7>( х )  6 Pn ( H ,  s )  
выполняется система неравенств (7), оценивается сверху величиной

с(я ) / T **1 ■ V! “  1 “  W2 -  v2 -  1 +  ? l x H h T ~X + S2T ~X + 2<" + » г1 x

TTk -  1 -  0, l f i  - 1  -  s-,
х Я  1 < c(n )H  1
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Так как ряд X  Я  ' сходится, то для окончания доказательства пред-
я=1

ложения 2 в этом случае достаточно применить лемму Бореля-Кантелли.
Предположим сейчас, что существуют такие области 77, что

N{11)  > с ( л ) Я ^  ~ ^ Я ^  ~ • Зафиксируем одну из таких областей Я

и занумеруем ... , ( х ) , принадлежащие П . Два таких многочлена

7](х) = Hxn + а{п%хп~[ + ... + а^ х  + а(0°,

Pj(x) = Нхп + а(п'}{хп~х + ... + a\j)x  + а{/ ] , 

где 1 < i < j  < тп ,

объединим в один класс, если ... ,  = a\ j l [ k]+ г  При­

меним принцип ящиков Дирихле. Так как число различных классов не превосхо­

дит с { п ) Н ^  то среди c ( n ) H v многочленов существует не менее 

/  \  ы { к }  ~c ( n ) l i v , принадлежащих одному и тому же классу. Занумеруем эти
Ш  -  0 I f

многочлены Рл ( х Р ,  ( х ) ,  / „  = с ( и ) Я 1 ’ и образуем но-
п

вые многочлены /,-(х) = Р{(х )  -  Рй{х ) ,  i = 1, ... , 1П . Все многочлены 

tt(x) различны, имеют степень не выше п - М  и высоту не более 2 Я . 

Разложим любой многочлен Р ( х ), принадлежащий 77 , в ряд Тейлора в окрест­

ности корня х и (Р )

П ® ,)  = т п Х®, -  хи ) + -  * п )2 +
. (23)

что

Так как Р ( х )  принадлежит Я , то существует такая точка («О , . ®0 2 ) б Я ’

I
— — Vi I I —wo — v t

< H  1 1 , I P((O0 2 ) I < Я  2 2 • ИЗ(4)получаем

Wl -  v i  -  1 +
01 ~  *11 < c ( n ) H
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Тогда если ) е Я , то | а>\ о 01
—(Ті

< Я  . Следовательно,

имеем

, -1
°>\ '  Х \ \ < с ( п ) № (24)

Используя лемму 6 и (24), получим:

-1A - P l - l 2 T ~ - 2 s 1
(25)

-1

-11 — — I jT  — 2c*!
< c(n)H

где i  = 2 , , n - 1 , (26)

-  - I ' l l ) "
. * - я ( и + 1 ) * 1< c ( n ) H  z 1 <

Из (23), (25)-(27) следует

, -11 -  P i -  Ь Г  -  2 f j .
(27)

PO i )  < с ( « )Я
1 - p t -  l2 T ~ l -  2 ff[ (28)

Разлагая многочлен P( x ), принадлежащий Я , в ряд Тейлора в окрестно­
сти корня Х гД ^ ) ’ аналогично получим

-1
Р 0 2 (29)

Поскольку неравенства (28) и (29) выполняются для любого 
Р ( х ) е Р п( Н ,  s ) ,  принадлежащего Я , то для любого многочлена t j ( x ) ,  
1 < i  < Ij j , выполняются неравенства

| * і ( ® і )  | < с ( и ) Я
-1

(30)

-1
| tj(a>2 ) < с ( п ) Н  

Рассмотрим три возникающие возможности.

1 - q \ -  s j T  -  2 f j
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а) Bee t . ( x )  = a . t ( x ) , a ^ e Z . Тогда среди многочленов /Д х ) суще­

ствует многочлен R(x),  высота которого не превосходит Из
(30) получаем:

1- р х -  l 2T~ l  -  2sl

| I < c ( n ) H ( R )  l ~ { k } + 0>l£

1 -  q \ -  s2T~^ -  2 f j

I R{(0 2 ) I < c ( n ) H ( R )  +

Так как при выполнении (20)

Р\ + +  ?1 +  s2 ^~^  -  2 +  ^ “ [ ^ ]  1

1 -  { к }  + 0,I f  > 2 г'

то для окончания доказательства в этом случае достаточно применить метри­
ческую теорему из [2].

б) Среди t ; ( x ) имеются приводимые. Применим лемму 2, поскольку

рх + 12Т~Х + qx + s2T~ l - 2  + 4.

в) Среди многочленов tt(x) имеются хотя бы два без общих корней. Тогда 
применим лемму 7. Здесь при условии (20) можно считать

Г1 = Р\  + , Т2 ~ Ч \ + s2 ^   ̂ 1 + 2 ^ | ,

= 1^Г~Х + (и  + l ) f j ,  72 = s 2 T ~ l  + (п  + 1 ) ^ .  

Получаем

P j + “  (4 «  -  8 ) ^  < - 2  + 2 { к }  + l ^ T ~ X + s2^ ~ ^  + $  ■ (31)

Поскольку р, > 12Т ~ \  <7, > s2T ~ \  то при д < 2 -  2 { к } -  (4 п -  8) ^

неравенство (31) противоречиво.
Случай 0 < ( к )  < Е требует некоторых изменений, связанных с выбором 

параметров.
Предложение 3. Если выполнены неравенства (5) и

е < 1^Г~Х + P j + s2 ^~^  + < 3 -  0 ,5 f, (32)

то мера множества L ( w w ^ ,  v^, ) равна нулю.

Доказательство. Многочлены Р(х) = Н х п + ап_]х п~1 + ... + а{х  + я0

из множества Pn { H , s ) объединим в один класс Pn ( H , s , c ) ,  если они име­
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ют один и тот же вектор с = (ап_,, . .. ,  аъ) . Пусть a t(P ) -  множество комп­
лексных чисел <У|, удовлетворяющих неравенству

| и ,  -  Z l l l  < 2и Я " “ '>Ч '',1 ( Я ) | П л 1 ) Г 1 .
сг2(Р ) -  множество комплексных чисел а>2 , удовлетворяющих неравенству

К  -  *21  I < 2п я " * 2 Ч.”2 ( / , )| Р ' ( 7 2 і ) Г ‘ ,

т ,(Р ) -  множество комплексных чисел (У^, удовлетворяющих неравенству

| ® 1  -  * l l |  < 2 ” я “ а 1 | П Ж ц ) Г 1.

т2(Р ) -  множество комплексных чисел со2, удовлетворяющих неравенству

|® 2  -  ДГ21 I < 2" Н " “ 2 | П Ж 2 і ) Г ' ’

где Qfj, « 2  выбраны следующим образом:

+ Р | < 1  + -  0,2s, + < 1 + а 2 ~ <

“ 1 +  « 2  =  '•  “ 1 -  W1 + ” 1 ' “ 2 S w2 +  V

Ясно, что а ,(Р )  с  тД Р ), а 2(Р )  с; т2(Р ) .  Из (4) получаем, что все 

g S(%y\ )  ’ ^ 2  е 1 ) 1 Удовлетворяющие неравенствам

| P ( ^ ) |  < H ~ Wl{¥ V l ( H ) ,  I Р(й)2 ) I < H ~ W24>V2( H ) ,

I PC ® !) I < H ~ a K  \ P(a>2 ) \ < H ~ a 2 , 

принадлежат множествам cr j  ( P ) , ^ ( P ) ,  т^(Р) ,  ^ ( P )  соответственно. 

Пусть ( ,  (»2 ) e r i  ( P ) x r 2 ( ) • ТогДа имеем:

І П Ж ц Х ® !  -  Л ] ) |  < 2 " Я ' “ ! .  (33)

^ ( ^ l l X ® !  -  Х ц У

x  <  с ( „ ) я - « 1 > ;  = 2 , . . . , „ - 1 ,  

^ (л )( л г ц Х ® і -  / ц ) "

(34)

< c(n)H^ ~ Па  ̂ ~ п +  < с (п )Н ~ а  ̂ ,(35)
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Из неравенств (33)-(35), используя разложение (23) многочлена Р(х ) ,  по-
-« 1лучаем при с о ^ е т ^ Р ) ,  что |Р (< У }) < с ( п ) Н ~  Для

<У2 е г 2 ( Р )  аналогично получим J Р ( g>2 ) J < с ( п ) Н  Область 

А(Р)  = х ,(Р ) х т2(Р )  назовем несущественной, если в классе Рп( Н ,  J, с)

найдется такой многочлен Q( х ), что ( А( і 3) А( 0  ) )  > - / /  А ( І ) ) .В  про­

тивном случае область А (Р )  будем называть существенной. Если область 

А (Р )  существенна, то каждая точка 2 ) е Я  принадлежит не более

X  /J А( Р ) < const 
чем восьми существенным областям и поэтому Р(х)еРп (H ,s ,c ) . Из

неравенства fx ( с г ^ Р )  х о^С-Р)) < / /  А Н  П + ^ ' ¥ ( Н )  получаем

I / /  (сг1 ( Р ) х о - 2 ( Р ) )  < с ( п ) Н ~ п + 3Ч>(Н) ,  
P(x)ePn (H ,s ,c )

Т » ( с ? і ( Р ) х с т 2 ( Р ) )  < с ( п Ш Н ) .
P(x)ePn ( H ,s )

00

Поскольку ряд сходится, то по лемме Бореля-Кантелли множе-
Я=1

ство ( а>̂  , &>2 ), попадающих в бесконечное число существенных областей 

А(Р) ,  имеет нуль.

Если область А (Р )  несущественна, то j г^{Р)сл

| r 2 ( P ) n r 2 ( 0 ) |  г  i | r 2 ( ^ ) |  , и на интервалах

^  и У2 = т2(Р ) п  х2( б )

многочлен Л (х )  = Р{ х )  -  Q (x)  удовлетворяет условиям

|Л (й > ]) | < с ( п ) Н  , | 7?(<г>2 ) | < с ( п ) Н  , degR < 2. (36)

Высота многочлена R( х ) удовлетворяет неравенствам:
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H ( R )  < c ( n ) \ P \ X n ) [ H ( R ) < c ( n ) \ P ' ( x 2 \ ) \ -  (37)

Из (32), (36), (37) получаем для , (о^ ) е J j  х

___ 1 _

| R ( a l )R(o)2 ) \  < с ( п ) Н  1 ~ £ < с ( п ) Н ~ 1~ £

Далее, используя лемму 1 и метрическую теорему из [2], заключаем, что множе­

ство ( со̂  , &>2 )■ попадающих в бесконечное число несущественных областей

Д( Р  ), имеет меру нуль.
Предложение 4. Если выполнены неравенства (5) и

1{Г~Х + Pi + s2T~] + qx < £, 

то мера множества L(  Wj, и ^ , Vj, v2 ) равна нулю.

Доказательство. Многочлены Р( х )  = Н х п + апАх п~{ + ... + а{х  + а0

из множества Рп ( Н ,  I )  объединим в один класс Рп (Н ,  7, d ) если они име­

ют один и тот же вектор d  = (ап_{, . .. ,  а2). Определим а ^ ( Р ) ,  с? 2  ( Р )  как 

в предложении 3, а ^ \ ( Р )  как множество комплексных чисел а>\, удовлетво­

ряющих неравенству 1 ^ 1  -  Х и  | < 2 "  ’ (я  + 1 Г 1| л * 2 1 ) |  .

( Р ) как множество комплексных чисел а>2 , удовлетворяющих неравенству

\ а 2 -  / 2 1  | < 2~п ~ \ я  + І Г ' Й ^ і М " ' -

Используя разложение (23) многочлена Р (х )  в ряд Тейлора в окрестности

корня Х\  1 и неравенство < /! Ъп ( п + 1 ) Н  для 6 С, полу­

чим:

П Х \ \ ) ( ® 1  -  Л і ) |  < 2 "  \ п  + 1) 1

^ ( і ) ( / і іХ < і> і -  х п У < з ” (п  + і ) я к

х 2 ' ,(”  + 1)(л  + 1 < (л + 1 ) Ч 2 - " - 1 ,

где і  = 2 ........ п,  | / ’( ( Э | ) 1 < 2~П
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Аналогично, используя разложение многочлена Р ( х )  в ряд Тейлора в ок­

рестности корня Х21 и неравенство < ИЗп ( п  + 1 )Я  для

со2 e С , получим |Р (ю 2)| < 2  " 1. Если область А( Р)  существенна, то из не­

равенства [л х ст2 ( Р ) )  ^ с ( п ) ; и  А ( Р ) Н ~ п + ^Ч’ ( Н )  получим

Z  М (сг1( Р ) х а 2( Р) )  <
Р(х)еРп(Н,1)

< с ( и ) 2  Z a / A ( Р ) Я  п + 2' ¥ ( Н )  < с ( « ) Т ( Я )
P(x)ePn (H ,s ,d )

Снова применим лемму Бореля-Кантели.

Если область Д (Р ) несущественна, то для многочлена
Л(х) = Д х )  -  Q(x ) имеем |Я(ю,)| < 2"", J/?(co2) j < 2 ' " ,  degJ?(x) < 1 .

Откуда заключаем, что мера указанных (со,, со2) не превосходит любого напе­
ред заданного положительного числа. По лемме 1, множество (со,, со2), попа­
дающих в бесконечное число несущественных областей, имеет меру нуль.
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