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ФОРМИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ СТРУКТУР И ДВОЙНЫХ 

СЛОЕВ В АВРОРАЛЬНОЙ МАГНИТОСФЕРЕ
В работе исследуются механизмы формирования нелинейных электростатичес­

ких структур различного типа при наличии пучков заряженных частиц. При учете 
эффектов неизотермичности плазмы получены уравнения, описывающие эволюцию 
солитонных структур. Показано, что при учете заряженных частиц (электронов,

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 231

ионов), захваченных потенциальной структурой, возможно формирование солитон- 
ных структур. Из проведенного исследования следует, что эффекты неизотермич- 
ности играют определяющую роль в формировании и эволюции структур. Проведе­
ны оценки параметров электростатических структур ионно-акустического и элек- 
тронно-акустического типа, а также исследовано влияние различной степени нели­
нейности на параметры локализованных структур.

1. Введение
В настоящее время прямые экспериментальные измерения электрических 

полей в авроральной ускоряющей области подтвердили, что существование со- 
литонных структур и двойных слоев является важной особенностью авроральной 
магнитосферы. Например, на спутниках FAST, GEOTAIL и CLUSTER (Ergun et.al, 
2004, Franz2005, Mozer, 1998, Chen, L.J. J.Picketetal., 2004, Jovanovic, D., Shukla, 
2002) были зарегистрированы локализованные структуры солитонного типа. Ре­
зультаты этих экспериментов подтвердили, что формирование нелинейных элек­
тростатических структур непосредственно связано с продольными электрически­
ми полями и потоками заряженных частиц в авроральной ускоряющей области.

На рис.1 изображена обобщенная модель физических явлений в областях вте­
кающих и невытекающих авроральных токов. Пунктирные линии изображают сило­
вые линии магнитного поля Земли, а сплошные линии -  контуры электростатического 
потенциала и продольное электростатическое поле. Область больших значений элек­
трического поля расположена на высотах порядка от 1.2 и 2 RE(RE-  радиус Земли). 
Авроральная ускоряющая область характеризуется сильной волновой активностью, 
областями волновой турбулентности, солитонными структурами различного типа и 
электростатическими двойными слоями. Многочисленные эксперименты показали 
(Bounds, 1999), что именно в згой области ускоряются заряженные частицы, которые 
являются причиной полярных сияний и целого комплекса авроральных явлений, ин­
тенсивно изучающихся в космических экспериментах.

Область больших 
амплитуд £

ч Ионный пучок

Авроральная 
область потенциала

Электронный пучок

Рис. 1. Обобщенная структура авроральной ускоряющей области 
{Ergun et.al. 2004). Потенциальные контуры (сплошные пинии) 

обозначают области небольших и больших высот 
с авроральной полостью между ними
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Эти экспериментальные результаты стимулировали теоретическое иссле­
дование механизмов формирования электростатических структур в аврораль- 
ной ускоряющей области. Одномерные теоретические модели формирования 
солитонных структур исследовались в многочисленных работах. На основе ква- 
зигидродинамической теории в ряде работ было показано, что ионно-акустичес- 
кие и электронно-акустические структуры в плазме с ионными и электронными 
пучками, движущимися вдоль направления магнитного поля Земли, возникают в 
различных областях магнитосферы (Volosevich and Meister, 2006, Volosevich and 
Galperin, 2002). Однако более усовершенствованные недавние эксперименты в 
магнитосфере Земли показали, что большинство зарегистрированных электро­
статических структур являются трехмерными. Эти результаты также были под­
тверждены в лабораторных и численных экспериментах.

В настоящей работе исследуются механизмы формирования нелинейных 
электростатических структур типа двойных слоев при условии протекания элект­
ронных и ионных пучков, которые приводят к перераспределению плотности за­
ряженных частиц и формированию самосогласованного электростатического поля.

2. Одномерная модель электростатических структур при учете захва­
ченных частиц

В настоящей модели плазмы будем исследовать влияние неизотермичес­
ких электронов или ионов на условия формирования солитонных структур (SS). 
Предполагаем, что неизотермические электроны описываются следующей функ­
цией распределения для свободных и отраженных электронов (Schamel, 1986):

Ш - 2 ф  для М < ф ф ) ''2 

еХР{ - p ip 2 - 2ф)/2 для о, < (2Ф)т

В этом выражении верхняя и нижняя часть определяет свободные и отражен­
ные электроны, соответственно. Параметр захвата Р = TeJ fTet определяется 
отношением температуры свободных (TJ и захваченных (TJ) электронов. Зна­
чения р=  0 и р =  1 соответствует функции распределения типа “плато” и макс­
велловскому распределению, соответственно. Отрицательные значения р  со­
ответствуют функции распределения типа “hole”, которая описывает электроны, за­
хваченные потенциальной структурой. Платности различных сортов электронов оп­
ределим из соотношения (1). После интегрирования по скоростям получаем:

1 [ехр(/ЗФ )е//л/^Ф  Р ^ О
пе =1  г------  ■

j \ P \ \ 2 / 4 7 v W ^ p ( b  р <  О

где I(x) = ех ( \ -  erf  . * ) ,

2 * г х ^
e r f(x )  = ~г=- \е  ‘ dt -  функция ошибок, a W ( x ) -  е~х \е‘ dt -  интеграл Дау-

о
сона.

Используя условие малости амплитуд для р  >0 и р  <0 из соотношения (2), 
получаем разложение:

=« .о (ехРф - с (ф))- (3>

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



МАТЭМАТЫКА, ФІЗІКА, БІЯЛОГІЯ 233

Плотность электронов, определенная из соотношения (3), учитывает нали­
чие неизотермических электронов и представляет модифицированное соотно­
шение Больцмана, при G = 0 это соотношение соответствует изотермической 
плазме, в которой электроны подчиняются распределению Больцмана.

Функция G(Ф) определяется соотношением:

мы. Представление (4) удобно для исследования влияния эффектов нелинейнос­
ти на параметры нелинейных структур и условия их формирования. Ограничива­
ясь нелинейными членами порядка 5/2 получаем разложение (для р >0 и /9<0):

Далее рассмотрим простейшую модель плазмы, которая состоит из неизотер­
мических электронов, описываемых соотношением (5), и ионов, которые описывают­
ся магнитогидродинамической системой уравнений (Volosevich, Galperin, 2002, Shukla, 
Матип, 2004). В одномерном случае эта система уравнений допускает точное решение:

Для выбранной одномерной модели, используя обычный квазипотенциальный 
метод, получаем:

00 2 r+l b ф (2г+1)/2
(4)

где параметр Ьг = (l -  / г ) /  /я - -  определяет степень неизотермичности плаз-

п0 3 1 2 15 6 7

где Ьх = (1 - /? ) /л Я  b2 = ( \ - J 3 2) / ^ ,  Ьъ = (1 - /? 3) /V t t  •

- ^  = 1 + Ф - - 6,Ф 3/2 + - — — Ь2Ф 5/2 + - Ф 3 ~ — ЬъФ 1' 2..., (5)

потоковую скорость VqZ и  ч и с л о  Маха -  М а = — —  (холодный ионный пучок).

Холодные матитогцдродинамические ионы имеюттемпературу7̂ с (сг/ = ГЯ jT e ),

(7)

где квазипотенциал Сагдеева определиться: соотношениемМо
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( Ю )

Здесь обозначено:

-  Т> -  V -  J/t _  8 a _  16 и _  1 32
°I т С . ' S Х 1 ~ 15 1 ’ ° 2 ~ 45 2 ’ ~  24 ’ ° 4 ~ 63

Зависимость функции 1/(Ф) от плазменных параметров а,, М,, /3 изображена 

на рис. 2.

Рис. 2. Одномерные структуры для параметров плазмы 
Л/, = 1.88, <т, = 0.8, кривые 1, 2, 3 соответствуют значениям 

параметра неизотермичности р  = 0.9,0.5, 0.3

Из этого рисунка видно, что с увеличением параметра захвата ^амплитуда 
структуры увеличивается и, следовательно, ее ширина уменьшается. Такие элек­
тростатические структуры имеют меньшие масштабы. В космических экспери­
ментах на спутниках были зарегистрированы электростатические структуры типа 
“spiky” (Savin 2006, Pickett 2004).

3. Трехмерная модель с учетом неизотермических электронов
Многочисленные экспериментальные данные обнаружили, что при опреде­

ленных условиях в магнитосфере Земли формируются электростатические струк­
туры различного типа, которые играют определяющую роль в авроральных про­
цессах. Ниже исследуем возможность формирования солитонных структур.

Систему уравнений (6), описывающую динамику ионов, перепишем в виде

5
— +  (u,V>5, =  - У Ф  +  <ос. [ ц , ] -  - <r, V / i, , 

а  2
(11)

$  + V »;0,= O . 

Здесь введены нормализованные величины

(12)
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й, и, сош _ ей? Т
и =>— -  и =г> —  со — —  ф = — С = — ^

‘  ■> r l i  ^  > m  ~ ^  ^  > V t  5

Ч  «О ® ы  Те Щ

т, г е \  ■ <13>
t = > t - a > ol, a l = - ± , a > oi = — ^

Т. т,еа

mj,e, Те , Tj -  масса иона, заряд электрона, температура электронов и ионов, 

соответственно.
Используем стандартный метод возмущений и переходим к переменным:

1 1 1  3
x ' = s 2x\ у ' = £ 2у;  z ' = s 2 ( z - V t ) ;  т = s 2 t

щ  =  1 +  +  е 2 п р ^  + ...

Оі ±  = +  A jP  + ...

°iz = e J p  + e 2v ^  +... 

ф  =  еф №  + е 2 ф №  +  ...

(14)

(V- скорость движения структуры, s- малый параметр разложения).
Учитывая соотношения (13), (14), получаем эволюционное уравнение, кото­

рое описывает формирование электростатической структуры.

д ф Р ) + 9k 2 _ j ^ ф (1 )5ф (1) + у1 _  а +  L  =  о

дт 6ajV dz 9 е dz а  1 ’
zcon i

(15)

_  о/ Г дФ(2) )  _ 2 5
‘ 2V dz ai dz , a i ~  i a i-dz dz

\  у

Для определения величины Ц  необходимо использовать уравнение Пуассо­
на, которое определяет величину потенциала Ф самосогласованную с плотнос­
тью заряженных частиц, которая соответствует выбранной плазменной модели. 

В нормализованном виде это уравнение имеет вид:

АФ = пе -  П( (16)

пе -  определяется соотношением (5), А -  оператор Лапласа. Используя разло­
жение (13), после несложных преобразований окончательно получаем эволюци­
онное уравнение:
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ЭФ (!) я _ (1) д . 0) в Э3Ф (1)
-------- + а, Ф ( ' — Ф ( ' + а , ------ г—

дт дг 2 & 3
+ а “  —  А ХФ (1) = 0 

3 dz 1
(17)

W з̂ 2- Ь

a \ = 8 t l 2 V , s 2, a ‘2 = a - + V ; / 2 a ) 2cr d ^ l - y 2^ - ^ )

ІІ̂ 2 = 5 /3 a i + S i /s i , sj = i - f i+ r( . i -S i)

Для стационарных одномерных структур, переходя к новым переменным, 
это уравнение можно записать в обобщенном виде:

dW S W  т„ к 8W п + — — -  aW  ------ = 0
dt dS* 8S

(18)

причем для этого случая можно записать решение типа бегущей волны или со- 
литона (Полянин и Зайцев, 2004) в виде:

W (x ,t)  = (19)

ch^ B k(x - V t -  с)

где V = 4В 2, А =
В 2 \

2(к + 1 \к  + 2)—  
a

Из этого соотношения при к = 1 получаем выражение классического солито- 
на с амплитудой А = W /а .  На рис. 3. изображены формы солитонов при раз­
личных значениях параметра к = 1, 2, 3.

Рис. 3. Форма солитонной структуры при различных 
значениях параметра нелинейности. Кривые 1,2, 3 

соответственно для значения параметров нелинейности к = 3, 2,1
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Из этих зависимостей следует, что с увеличением значения степени нели­
нейности (параметр к), амплитуда солитона увеличивается, но его ширина 
уменьшается. Следует ожидать, что и в трехмерном случае эта тенденция со­
храняется, в частности, для сферически и цилиндрически симметричных соли- 
тонов, как показано в работах (Volosevich, Meister, 2006, Zakharov, Kuznetsov, 
1974).

4. Масштабы трехмерных солитонных структур
Решением уравнения (9) для т=1 и т=1/2 в сферической системе коорди­

нат при ^ =гц2+гх2 является монотонно убывающая функция, которая имеет мак­
симальное значение и(0)«4.19=Ф0, для т=1 и и(г0)«  1.56,г0 =1.76; для т=1/2, 
и(0)» 4.27 = Ф0, и(г0) « 1.78,г0 =2.6 (Volosevich, Meister, 2006, Volosevich, Savin, 
2006).

Параметр, определяющий форму структуры R -  Ll /L {{ - ( а г /а 2)112 и ско­
рость движения структуры вдоль направления магнитного поля, определяется 
из дисперсионного уравнения.

Используя уравнения (8) и (10), можно оценить амплитуду 
Фщах = Ф02М  /а , и масштаб структуры вдоль ( /ц) и ортогонально направле­
нию магнитного поля ( /х ). Амплитуда Ф 0и масштаб структуры г0 определится 
для Модели А следующим соотношением:

/ = ,  2“ > Ф - /  = ,  ф
 ̂ 0 ч . ф 1 1  ,, ф\i и \ max j Ы] ^ т а х

Соответственно для параметра, определяющих форму ионно-акустических 
структур:

R, = ‘ J i ,  =  ( ° 2/ « з Г  = ( i + * л 2, / 4 , Г .  «г»)

а для электронно-акустических структур, соответственно

К  =/хД = Й М Г  = М л 2, /4 Л /2. <21)
где

rLi> ЛD i есть парморовский и дебаевский радиус для ионов. Параметр bt за­
висит от параметров плазмы в Модели А и определяется соотношением (17). 
Если r l  «  Я2а и 6. « 1, солитонная структура имеет сфероидальную форму. 
В противоположном случае, для Я2а  «  , параметр Rt > 1 и солитонная струк­
тура будет почти плоской в плоскости ортогональной направлению магнитного 
поля.

Используя уравнения (10) и (11), можно рассчитать зависимости коэффици­
ентов R,, Re от плазменных параметров. Зависимости параметра несимметрич­
ности для ионно-акустической и электронно-акустической структуры, как функ­
ции относительной плотности ионного (электронного) пучка 8, ,8 е, изображены 
на рис. 4а и рис. 4Ь.
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Рис. 4. (а). Параметр R, как функция относительной плотности 
ионного пучка 5, для параметров плазмы: у, = 0.01, М, =1.4, cocj = 0.3, (т, = 0.5;

и (Ь) -  Л, как функция относительной плотности электронного пучка Se
для параметров плазмы: Мв =1.4, со = 12, У = 0.01, сге = 3; for (b)

and (с) 1 - /0  =0.1; 2 -  Р =0.4; 3 -  Р = 0.8.

а) Ь)

В(пТ) В(пТ)

Рис. 5. Зависимости параметра вытянутости структуры а) Л, и b) Rr 
от индукции магнитного поля В. Кривые 1, 2, 3 рассчитаны 

для различных значений фоновой плотности заряженных частиц -  
п0 = 105, 5*105,106, для значений параметров bi & be -  1

Из этих зависимостей можно заключить, что параметр Rt для ионно-аку- 
стической структуры значительно больше, чем Re для электронно-акустичес­
кой структуры. Это означает, что при одинаковых значениях плазменных па­
раметров ионно-акустические структуры будут более плоскими, чем элект­
ронно-акустические структуры, которые будут более симметричными. Также 
заметим, что форма структуры существенно зависит от плазменных пара­
метров.

Примеры электростатических структур двух типов, зарегистрированных на 
спутниках в проекте Cluster {Pickett et, al. 2004, Savin et a/., 2006) изображены на 
рис. 6, рис. 7.
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2002-05-26 08:41:21.05 S/C 2

ф (0 = V sv | cos0vb I Jdt [Е(т)-Еоо] V„=1000 km/s

Рис. 6. Волновые формы электрического поля 
и потенциала, зарегистрированные на спутнике 

проекта Cluste (Pickett et. al. 2004)
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ш

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

Секунды после старта

Рис.7. Волновые формы электрического поля и потенциала, 
зарегистрированные на спутнике проекта Cluster (Pickett et. al. 2004)
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Из этих рисунков видно, что электростатические структуры потенциала име­
ют вид двух-полярных, а структуры электрического поля трех-полярных импуль­
сов (рис. 6). В этом же эксперименте также зарегистрированы солитонные струк­
туры потенциала и соответственно двух-полярные структуры электростатичес­
кого поля (рис. 7). Аналогичные экспериментальные результаты были получены 
в проекте INTERBALL-1 (Savin etal. 2006, Volosevich 2006). На рис. 8. изображе­
ны структуры электрического поля, которые имеют вид двух и трех полярных 
импульсов, что означает формирование структур электростатического потенци­
ала в виде солитонных структур и двойных слоев.

Interball-1, 26/08-1995 Г  40
|В| ! №

[mV/m]

1 Элгктрогтятпчгсктк' структуры 
г мімшгабом р.

$

-5

|гптптітт 7птіі і[іітштіітптйі)гі'п)іт п і ііпгііг)і|ііі і ітпгтт)ііін|інініпіннііні

04:39 04:40 UT

Рис. 8. Экспериментальные измерения электростатических полей 
в проекте INTERBALL-1. Кривые 1 -  Е-напряженность электростатического поля,

2 -  индукция магнитного поля В.

Результаты этих экспериментов подтверждают, что в области магнитосфе­
ры Земли на расстояниях порядка 4,5-6,5 Re ( Re- радиус Земли), при значени­
ях индукции магнитного поля в интервале 10-50 пТ, возможно формирование 
электростатических структур солитонноготипа, которые движутся вдоль направ­
ления локального магнитного поля со скоростями от нескольких десятков до 
нескольких тысяч километров в секунду. Эти структуры имеют поперечный раз­
мер порядка 50 км и значительно меньший масштаб параллельно направлению 
магнитного поля порядка 2-5 км. Для таких структур параметр вытянутости 
R » 25. что качественно соответствует теоретическим выводам.

Следует отметить, что при сопоставлении экспериментальных данных с те­
оретическими моделями уверенно можно говорить лишь о качественном соот­
ветствии, так как для количественного сравнения недостаточно как эксперимен-
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тальных данных, так и более разработанной трехмерной теоретической модели 
электромагнитных структур. Это будет являться предметом будущих работ.

5. Основные результаты и выводы
В настоящей работе исследованы условия формирования трехмерных ло­

кализованных мелкомасштабных структур, движущихся в плазме с различной 
степенью нелинейностью, а также оценены их параметры. Рассмотрены две те­
оретических модели: Модель А, которая соответствует формированию солитон­
ных структур ионно-звукового типа, а также Модель В, в которой возможно фор­
мирование электронно-акустических структур. Показано, что форма структуры 
определяется двумя факторами: один определяется параметрами плазмы в выб­
ранной модели, а другой определяется отношением ларморовского радиуса к 
радиусу Дебая. Если пренебречь влиянием первого фактора (для определенной 
области магнитосферы), и предположить, что ларморовский радиус много мень­
ше, чем радиус Дебая, то поперечный и продольный масштаб структуры, отно­
сительно направления магнитного поля, будут приблизительно одинаковы. Это 
означает, что в этом случае электростатическая структура будет иметь почти 
симметричную форму. В противоположном случае, если ларморовский радиус 
много больше, чем радиус Дебая электростатическая структура будет почти плос­
кой в плоскости ортогональной направлению магнитного поля Земли.

Основные результаты

• Получены трехмерные эволюционные уравнения с различной степенью 
нелинейности, при учете различного типа функции распределения элект­
ронов по скоростям.

• Анализ возможных решений эволюционного уравнения типа KdV-ZK пока­
зал, что с увеличением степени нелинейности амплитуда солитонов уве­
личивается, а ее ширина уменьшается (рис. 3).

• Неизотермичность плазмы играет уникальную роль. В зависимости от 
формы функции распределения электронов по скоростям (параметр /?) 
возможно формирование солитонных структур как с положительным по­
тенциалом ( ф > о ) (структуры сжатия) при значениях параметра (3< 0.5, 
так и структуры с отрицательным потенциалом (ф < 0 ) (структуры разря­
жения) для р  > 0.7, при одинаковых параметрах плазмы.

• Форма солитонной структуры определяется параметром вытянутости R , 
который определяется отношением перпендикулярного и продольного мас­
штаба структуры. Этот параметр существенно определяется отношением 
ларморовского радиуса к радиусу Дебая. В зависимости от этого парамет­
ра солитонная структура может быть или сферически симметричной или 
почти плоской (рис. 4, рис. 5).

• В экспериментах по исследованию магнитосферы Земли были зарегист­
рированы электростатические структуры различного типа как солитонные, 
так и двойные потенциальные слои (рис. 6, рис. 7, рис. 8). Например, на 
спутнике Cluster, INTERBALL-1 в области 4,5-6,5 Re (Pickett et. al, 2004) 
были зарегистрированы солитонные структуры с перпендикулярными мас­
штабами порядка 50 km и с продольными масштабами около 2-5 km. Эти 
экспериментальные результаты качественно соответствуют теоретичес­
ким результатам, полученным в рассмотренных теоретических моделях.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта INTAS No- 03-514872
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