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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ОДНОМЕРНЫХ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ 

СТРУКТУР В ПЛАЗМЕ
Характерным свойством космической плазмы является наличие нескольких 

популяций частиц -  холодных и горячих электронов и ионов, пучков частиц. По­
пуляции частиц с различной температурой, зарядом, массой часто имеют раз­
личные дрейфовые скорости вдоль магнитного поля. В такой многокомпонент­
ной динамичной среде локальное нарушение зарядовой квазинейтральности 
может приводить к формированию движущихся мелкомасштабных нелинейных 
электростатических структур.

Присутствие таких структур в магнитосферной плазме было подтверждено 
экспериментально с помощью космических аппаратов S3-3, VIKING, FREJA, 
GEOTAIL, ИНТЕРБОЛ-2, EQUATOR-S, FAST[4-14].

Исследованию электростатических стационарных структур посвящено мно­
жество теоретических работ [1-3].

В работе [2] теоретически обосновывалось существование ионно-акустичес- 
ких солитонов разрежения в плазме с двумя электронными и одной ионной попу­
ляциями. Однако существование солитонов сжатия не исследовалось.

В работе [1] рассмотрена четырехкомпонентная плазма, состоящая из трех 
электронных популяций (включая популяции горячих и холодных электронов, а 
также электронный пучок) и одной ионной. Были исследованы свойства элект­
ронно-акустических солитонов в приближении малых амплитуд. В предлагае­
мой работе рассмотрены точные аналитические решения, справедливые для 
больших амплитуд.

Целью данной работы является:
• Развитие одномерной теории для описания солитонных электростатичес­

ких волн.
• Исследование свойств указанных структур в рамках одномерных моде­

лей.
В предлагаемой работе исследованы следующие модели плазмы:
• модель 1 : двухкомпонентная плазма с горячим электронным фоном и по­
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• модель 2: трехкомпонентная плазма с двумя популяциями горячих элект­
ронов и популяцией холодных ионов.

• модель 3: трехкомпонентная плазма с горячим электронно-ионным фо­
ном и популяцией холодных электронов.

Будем считать плазму бесстолкновительной и однородной. В соответствии 
с [3] запишем выражения для концентраций соответствующих популяций заря­
женных частиц.

1. Фоновые электроны с температурой 7^ подчиняются распределению Боль­
цмана, которое в безразмерной форме имеет вид:

где -  концентрация фоновых электронов, -  соответствующая концентра­
ция при отсутствии возмущения, Ф = е ^Т А, <р -  потенциал, соответствующий элек­
тростатическому полю Е  = — V <р, Teh — температура в энергетических единицах.

2. Холодные ионы (протоны) с температурой Т =  сг Tch описываются систе­
мой квазигидродинамических уравнений, решением которой является уравне­
ние для концентрации ионов [3]:

скорость нелинейной структуры, К = 1 . При выводе уравнения (1.2) предполага­
лось, что магнитное поле отсутствует, а также учтено, что для одномерной моде­
ли показатель адиабаты у= 3.

Учитывая уравнения (1.1) и (1.2), получаем уравнение Пуассона в безраз­
мерной форме:

€ Т
где S = (х -  Vt)/ Яп , Яд =  ( 0 еИ )1/2 -  длина Дебая для горячих электронов.

и  е nmh
Для нахождения солитонных решений будем использовать пседвопотенци- 

альный метод [2,3]. Уравнение (1.3) проинтегрируем один раз, вводя классичес­
кий потенциал £/(Ф).

Модель 1: плазма с холодными ионами

(1.4)

где (1.5)

Мо
гил
ев
ски
й г
ос
уд
ар
ст
ве
нн
ый

 ун
ив
ер
си
те
т и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш
ов
а



138 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 1 (17) •  2004 •

у. -  Arch

I

аі

\2a-M -
1 * J

постоянная интегрирования С выбрана из условия £/(Ф)=0 при Ф=0.
Солитонные решения уравнения (1.3) существуют при выполнении условий [2]:

(1 .6а)

1/(Ф 0) = 0, где |Ф0| -  амплитуда солитонного решения, (1.6Ь)

С/(Ф) < 0 для 0<|Ф |<|Ф о|. (1,6с)

Таким образом, корни уравнения £/(Ф)=0 (где С/(Ф) определяется уравне­
ниями (1.5)), удовлетворяющие условиям (1.6), соответствуют амплитудам со- 
литонных решений. Причем положительным корням будут соответствовать со- 
литоны сжатия, отрицательным -  солитоны разрежения.

Уравнения С/(Ф)=0 является алгебраическим, но в общем случае требует 
численного решения.

На рис.1 показан вид функции (У(Ф), заданной выражением (1.5) для раз­
ных значений параметров М . ; ст..

—  М|=1.35;О|=0.2
—  Mi=1.58;Oj=0.4
—  Mj=1.8; q=0.65

Рис. 1. Функция {/(Ф) для разных значений параметров А/ и ег

Как видно из рис. 1, уравнение U(Ф)=0 может иметь положительные реше­
ния, удовлетворяющие условиям (1 .6).

Все возможные солитонные решения представлены на рис. 2 в диапазоне 
ere [0.1 ; 1 ].

В данной модели могут существовать солитоны сжатия с амплитудой Ф  до
0.27. С ростом сг амплитуда солитонов уменьшается (от 0.27 при сг=0.1 до 0.06 
при сг=1). При этом решения сдвигаются в область ббльших М . При <т=0.1 
имеем М  =1.2, при ст=1 имеем М = 2.1. В данной модели солитоны сжатия суще­
ствуют только при М  >1 (рис. 2).

Важной характеристикой солитонов является их ширина, которая является 
экспериментально-измеримой величиной наряду с амплитудой, полярностью, 
скоростью движения и др. В настоящей работе для поиска ширины солитонных 
решений численно решалось уравнение Пуассона.
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M i

0.05 0.09 0.14 0.18 0.23 0.27

Рис. 2. Область существования солитонов сжатия 
в параметрическом пространстве А/ и а 

(значения амплитуды Ф солитонов сжатия указаны на нижней панели)

0 5 6 11.1 16.7 22.2 44.5

Рис. 3. Ширина солитонов сжатия как функция параметров М. и а 
(нижняя панель -  значения ширины солитонов сжатия)

Сравнивая рис. 2 и 3, можно сделать вывод, что ширина солитонов уменьша­
ется с ростом амплитуды (т.е. решения являются классическими сопитонами).
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Модель 2: плазма с холодными ионами 
и с двумя электронными популяциям

1. Фоновые электроны с температурой Те/ подчиняются распределению Боль­
цмана:

е<р

= е (2 .1)
0е1

где пе1 -  концентрация фоновых электронов первой популяции, и -  соответствующаяОе!
T J e2концентрация при отсутствии возмущения, <b=eq/Teff Teff = -------le].le2 — , д=п0е/п 0,

(1- 8)=п0е/ п 0, п = п 0е1+п0еГ и0е2будет определено ниже, /? = Г /7 \, (положим р<1).

2. Фоновые электроны с температурой Те2 также подчиняются распределе­
нию Больцмана:

е<р

N e2 =  =  е тл  =  е ~ Т'2 == е'
и,

(2.2)
0е2

где пе2 -  концентрация фоновых электронов второй популяции, пш  -  соответ­

ствующая концентрация при отсутствии возмущения.
3. Холодные ионы (протоны) с температурой Г = о .Г ^  которые описываются урав­

нением (1.2), с учетом а. = М ? + За. -  2Кя> , М? = m . V 2 j r ^ , m.-  масса протона. 

Уравнения (2.1), (2.2), (1.2) свяжем безразмерным уравнением Пуассона:

d 2<t>
dS

= SNei+ { l-S ]N e2- N it (2.4)

тр& S = (x -V t ) l&п ,ще XD = (  0 eff ) 1/2-эффективная электронная длина Дебая.
и  е п,

Данная модель применима для плазмы аврорапьной области в магнитосфере 
Земли, а также для плазмы солнечной короны и др.

Псевдопотенциал Сагдеева для модели 2 примет вид:

Ф Л

£/(Ф) = S[S + (1 -  <5)^1 -  e{s+('-s)p)

/  / 

(З ст1М,Ь}

+ [S + (l -  d )p {  1 -  e{sAl-s)/i) ̂

1 ЛУ2 -i- — із 2 1e * + -e  
3

■\ Л
+ C,

(2.5)

где у  I -  Arch
a.l

U(Ф)=0 при Ф=0.

, а постоянная интегрирования С, выбрана из условия
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Модель 2 отличается от модели 1 наличием дополнительной фоновой элект­
ронной популяции. Можно предположить, что влияние дополнительной элект­
ронной популяции будет расти с ростом разницы температур Tet и ТеГ При Те=ТсГ 
как видно из (2.5), мы получаем модель, аналогичную модели 1.

На рис.4 изображена функция £/(Ф), определенная соотношением (2.5) для 
разных значений параметров М„- и(; 8; р .

—  Mj=1.20; 0|=1#0; р=1/40;5=0.7
—  M j=1.22;Oj=l/30;p=l/40;5=0.9‘
— - М{=1.31; Oj- l /зо; (*=1/40; 5=0.2
—  Mj= 1.33; Oj= 1/30; р=1/40;5=0.15

\  и (Ф ) м«- 
ч \\  V

s ф
\-1 Ч -0J 
\  Чч -у

ч  ^ ------ i f
ч . У  i  *Cj01' It

\ft

Рис. 4. Функция 1/(Ф) для разных значений параметров Mh <jk 8, /3

Как видно из рис. 4, уравнение £/(Ф) может иметь солитонные решения как 
положительной, так и отрицательной полярности (в работе [2] были исследова­
ны только солитоны с отрицательной полярностью). Следовательно, дополни­
тельная электронная популяция делает возможным существование солитонов 
разрежения наряду с солитонами сжатия.

На рис. 5 показана область существования солитонов сжатия.

0 .0 5  0 .0 9  0 .1 4  0 .1 S  0 .2 3  0 .2 7

Рис. 5. Область существования солитонов сжатия
в параметрическом пространстве М, и 05; р=1/40 ;

а) £=0; Ь) 5=0.125; с) 5=0.25 
(нижняя панель -  амплитуда Ф солитонов сжатия)

Как видно из рис. 5, с ростом 5  амплитуда солитонов сжатия сначала умень­
шается, а затем снова начинает расти. Отметим, что при 6 =0 и <5=1 трехкомпо­
нентная модель становится двухкомпонентной. Влияние параметра д  зависит
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от значения параметра Д  Так, уменьшение /?(т.е. увеличение разности темпера­
тур электронных популяций) ведет к увеличению влияния параметра 8  (на ри­
сунках не показано). При /?=1 трехкомпонентная модель также становится двух­
компонентной.

Солитоны разрежения в данной модели могут существовать при 0 <8  < 1, 
это видно из рис. 6 (рассмотрены амплитуды |Ф| <1).

Рис. 6. Область существования солитонов разрежения 
в параметрическом пространстве М. * 8  (рассмотрены амплитуды |Ф| <1); 

а) Р =1/40; Ь) >9=1/30 
(нижние панели -  амплитуда Ф солитонов разрежения )

Как видно, скорость солитонов разрежения относительно фоновой плазмы в 
модели 2 имеет порядок C=(TeJ m ) '12 (т.е. М ~  1). Подобные структуры, рассмот­
ренные работе [2], назывались ионно-акустическими солитонами разрежения.

Как видно из рис.6, с ростом /? (что соответствует стремлению Те1 к T J  
область существования солитонов разрежения уменьшается. Рост а. также ве­
дет к уменьшению области существования солитонов разрежения.

Зависимость ширины солитонных структур, обнаруженных в модели 2, от 
параметров плазмы представлена на рис. 7, 8 для солитонов сжатия и солито­
нов разрежения соответственно.

0 .4 0.4-

<7= 0.1

l .t

ь

0  - 0 .1 7 - 0  33  - 0 .5 -0 .6 6  *0 .8 3  -1

Oi
0.6

0 .4 -

0.8

0.2.......

0.1
2

Mi

5  10  20  30  4 0  5 0  100

Рис. 7. Ширина солитонов сжатия как функция параметров Mt и а,; >9=1/40; S =0.25 
(нижняя панель -  ширина солитонов сжатия)
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Из рис. 7 и рис.5с вцдно, что с ростом амплитуды ширина солитонов сжатия 
уменьшается. Таким образом, свойства солитонов сжатия в моделях 1 и 2 совпадают.

б 0.2

6 .0  1 2 .0  1 8 .0  2 4 .0  3 0 .1 3 6 .1  9 0 .2 6 .7  1 3 .3  2 0  2 6 .6  3 3 .3  3 9 .9  9 3 .1

Рис. 8. Ширина солитонов разрежения как функция параметров М. и 5 , а =0.1;
а) >3=1/40; Ь) >3=1/30 

(нижние панели -  ширина солитонов разрежения)

На рис.8 представлена зависимость ширины солитонов разрежения от па­
раметров д, М . Рассмотрен случай а. =0.1. Сопоставляя рис.6 и рис.8, можно 
сделать вывод, что ширина солитонов разрежения сначала уменьшается с рос­
том амплитуды, но затем начинает расти (результаты полностью согласуются с 
результатами, полученными в работе [2]).

Модель 3: плазма с горячим электронно-ионным фоном 
и популяцией холодных электронов

1. Фоновые электроны с температурой Тл подчиняются распределению Боль­
цмана, которое в безразмерной форме имеет вид;

N . , . = - ^ _  = еф .eh
(3.1)

0 eh

2. Фоновые ионы (протоны) с температурой T .= T J P  также подчиняются 
распределению Больцмана;

Nih =
= і =е-/й > (3.2)

0/й
где neh nih -  концентрации фоновых электронов и ионов, n0eh пш -  соответствую­
щие концентрации при отсутствии возмущения, Ф=еф /ТА, <р -  потенциал, соот­
ветствующий электростатическому полю Е  = -4<р.

3. Холодные электроны с температурой Г  =сте-Г А, которые описываются урав­

нением (1.2) с учетом а ~ М ^  +3сг - 2 К Ф ,  м ];  =m  F2 /г  , , V -  скоростьС С с & v с /
нелинейной структуры, К е—1.
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Уравнение Пуассона с учетом квазинейтрапьности для модели 3 примет вид: 

d 2 Ф

dS2
=  ( l - S ) e 0 -в - *»  + Ж Ье. (3.3)

Псевдопотенциап Сагдеева для модели 3 запишется в форме:

(3.4)

где Уе = Arch aJ i 12cr М 2 е е , постоянная интегрирования С выбрана из усло­

вия (У(Ф)=0 при Ф=0. Графически функция и(Ф ) для разных значений парамет­
ров плазмы представлена на рис. 9.

Ме=1.1;ае=о.1;р=1; 5=0.8

—  М ^ І - г ^ о .І ;  р -о .1 ; 5=0.5
—  М е=0.9;ое=0.1; (5=1; 5=0.5

Рис. 9. Функция U(Ф) для разных значений параметров Л/, а , 8, р

В модели 3 могут существовать только солитоны разрежения, области су­
ществования которых представлены на рис. 10, 11 .

0 .75-

Ь 0 .5 -

0.25

0 -0  03 -0  7 - 0.1 - 0 . 13 - 0 . 17-0  2 0 -0  2 3 -0  27

Рис. 10. Область существования солитонов разрежения 
в параметрическом пространстве А/ и 8 для разных значений <т ; /? =1 

(нижняя панель -  амплитуда Ф солитонов разрежения) '
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Солитоны разрежения в рассматриваемой модели имеют скорость порядка 
(T Jm e)in (таким образом, М ~  1), т.е. распространяются значительно быстрее 
ионно-акустических структур, описанных в модели 2. Электронно-акустические 
солитоны существуют при £>0 (т.е. при наличии холодной электронной популя­
ции), это видно из рис. 10.

-О -О 03 -0.06 -0.09 -0.1 -0.15 -0.18 -0.2

Рис. 11. Область существования солитонов разрежения 
в параметрическом пространстве Мг и /? для разных значений сг; 5=0.5 

(нижняя панель -  амплитуда Ф солитонов разрежения)

Увеличение температуры фоновых ионов (что соответствует уменьшению 
параметра fi) приводит к росту амплитуд электронно-акустических солитонов раз­
режения и смещению области их существования в сторону больших М е (рис. 11).

На рис. 12 представлена зависимость ширины исследуемых солитонных 
структур от параметров плазмы.

Ме

3.5 S.9 10.4 13.8 17.3 51.9

Рис. 12. Ширина солитонов разрежения 
в параметрическом пространстве А/ и 8  для разных значений сг; /?=1 

(нижняя панель -  ширина солитонов разрежения)

Как видно из рис. 12, ширина солитонов разрежения в модели 3 уменьшает­
ся с ростом амплитуд во всей области определения, что наряду с большей
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скоростью движения является отличительной чертой электронно-акустических 
солитонов разрежения по отношению к ионно-акустическим, рассмотренным в 
модели 2.

Общие выводы

В работе рассмотрены три одномерные модели плазмы. Показано, что в про­
стейшей двухкомпонентной модели, состоящей из горячих электронов и холод­
ных ионов, могут существовать ионно-акустические солитоны сжатия с амплиту­
дами до 0.3 и скоростями M e  1.2-2. Ширина структур уменьшается с ростом амп­
литуды, т.е. полученные решения соответствуют классическим солитонам.

В модели, состоящей из двух электронных и одной ионной популяций (мо­
дель 2), могут существовать как ионно-акустические солитоны разрежения с боль­
шими амплитудами [2], так и ионно-акустические солитоны сжатия с амплитуда­
ми до 0.3. Ширина солитонов разрежения сначала уменьшается с ростом амп­
литуды, а затем начинает расти (рис.8) (результаты согласуются с результатами, 
полученными в работе (2]). Ширина солитонов сжатия уменьшается с ростом 
амплитуды во всей области определения.

В модели 3 возможно формирование электронно-акустических солитонов. 
Они могут существовать в плазме, содержащей две электронные популяции (го­
рячую и холодную) и одну ионную [1]. Скорость электронно-акустических струк­
тур имеет порядок М  (М > > М ). В модели 3 могут существовать электронно­
акустические солитоны разрежения с амплитудами до 0.3. Ширина солитонов 
уменьшается с ростом амплитуды во всей области определения.

В результате проведенного исследования можно сделать следующие выводы:
1. Наличие холодных частиц в плазме является одним из условий формиро­

вания солитонных электростатических структур.
2. Для существования ионно-акустических структур необходимо наличие по­

пуляции холодных ионов (модель 1 , 2).
3. Для существования ионно-акустических солитонов разрежения необходи­

мо наличие двух электронных популяций с различной температурой и по­
пуляции холодных ионов (модель 2).

4. Электронно-акустические структуры существуют при наличии холодных 
электронов (модель 3).

5. Свойства солитонных структур определяются параметрами плазмы.

Результаты теоретического исследования условий формирования электро­
статических структур и их параметров могут использоваться в эксперименталь­
ной диагностике космической и лабораторной плазмы.
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S U M M A R Y
The properties of the solitary electrostatic waves are studied, pseudopotential method 

being used. Three 1D plasma models are considered in the article.
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