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В.И.ЛАПТИНСКИЙ, И.И.МАКОВЕЦКИЙ

О ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

где А, В е C(I, St"” ), FeC(Dp, 9?"“ ), /=[0, со], £>р={(г,Л): te l, ||л)|<р}; со, р>0. Предпола
гаем, что функция Щ  X) удовлетворяет в Dp относительно X условию Липшица с 
постоянной L>0. Это уравнение является обобщением хорошо известных в тео
рии и приложениях дифференциальных уравнений Ляпунова и Риккати (см., на
пример, [1-4]).

Будем исследоваггь двухточечную краевую задачу для (1) с условием

где M ,N -  вещественные (пхп) -  матрицы.
Задача (1), (2) еще мало изучена. Качественными методами она рассматри

валась в [5]. С помощью конструктивных методов [6, гл.2, гл.4] периодическая 
краевая задача для уравнений типа <1) рассматривалась в [7, 8].

В данной работе задача (1), (2) исследуется на основе конструктивного ме
тода [6, гл. 1].

В случае задача (1), (2) рассматривалась в [9]; этот случай не охватывает 
периодическую краевую задачу. Рассмотрим случай, допускающий ситуацию с 
периодическим краевым условием.

Примем следующие обозначения:

Рассмотрим двухточечную краевую задачу

—  = A (f)X  + X B (t) + F {t, X ), X  е Я"*” ,
dt ( 1)

MX(0) + N X(a) = 0, (2)

у = ||ф~'1|, т = Цуу*1 (М  + 7V)||,

а  = may\A(t)\, (3 = ma^\B(t)\\, h = ma^\F(t,Q)\\,

V

со

Я(а>) = \H (x)dx,
о

P = N ' \ M  + N  + NA(g>)), Q = -Я(ш),
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где tel, Ф -  линейный оператор, ФА-PX-XQ, Н  е С (7, У1пУп), |[Ц -  мультиплика
тивная норма матриц, например, любая из норм, приведенных в [10, с. 21], 
С  = С (1 ,91"*”) -  банахово пространство непрерывных (пхп)-матриц.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det TV ф 0,

2) матрицы Р, Q не имеют общих характеристических чисел,

3) q < 1,
р

А) .----- ^  Р-1 - q
Тогда в области D p решение задачи (1), (2) существует и единственно.
Доказательство. Пусть X  = X(t )  -  решение задачи (1), (2). Тогда из (2) 

имеем:
t

* ( 0 )  = X ( t )  -  Д /1 (т)Х (т) + Х (т )В (т ) + F ( х, X(x))\dx,  (3)
0

0)
Х(ю ) = X ( t )  + Дл(т)АГ(т) + В{х)Х(х) + F(x, X{x))]dx. (4)

t

Подставляя (3), (4) в (2), получим:
/

( М  + N ) X ( t ) -  М  Д Л (т Щ т )  + Х{х)В{х) + F(x,  X{x))]dx +
о

©

+ N  Дл(т)АХт) + Х(х)В(х)  + F(x,  А 'Ст))]^ -  0.
t

Отсюда имеем:
(M  + N )X (t) =

t

= ( М  + N )  ДЛ(т)АГ(т) + Х(х)В(х )  + F(x,  Х(х))} іх  -
о

со

-  N  Д л (т Щ т )  + Х(х)В(х)  + F(x,  АГ(т))]с/т. (5)
о

Далее воспользуемся формулами
0 )  t  ( Т  Л  (О  f  (й

\A{x)X{x)dx = A(<s>)X(t )- \  \A(a)dcs X{x)dx + J р1(ст)</а X (x  )dx,
/

^X(x)B(x)dx -  X(t)B ((o) -  JaT(t) [A (o )do  dx+ jX (x )  jA (a )d o  \dx.

0 V 0  У  ( V i

t f t  \  m  { rr t

V o  у  t
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Из (5) в силу (1) получим

[м  + N  + ЛЙ(со)]*(0 + NX(t)B(a>) =

t

= {м  + iV) Дл(т)АГ(т) + а д л ( х )  + F (  х, AT(x))]rfx +
о

+ N  ){А Х (х )[Л (х Щ т) + Х(х)В {х) + F(x, АГ(х))]+
О

+ [А (х)Х (х) + Х (х )В (х ) + F (x ,X (x ))]B i  (х )}dx -

-  л г ]{л 2 ( ф ( т Щ х )  + Х (х)В (х) + F(x, Х (х )) ]+
Г

<0
+ [A(x)X(x) + X(x)B(x) + F (x,X (x))]B2(x )}d x -N lF (x ,X (x ))d x , (6)

О
где т со

Н х(х) = j.ff(a)fifo, Н 2(х )=  J tf(c )d a .
о т

Умножая на 7V-1 слева обе части (6), получим матричное интегральное урав
нение

ЛГ1 [м  + N  + ЛЙ(<о)]а:(0 + X(t)B(oa) =
t

= N~l (M  + УУ)|[л(х)Х(х) + Х(х)В(х) + F(x, X (x ))\ix  +
о

+ ){М х )[А (х )Х (х )  + Х (х)В (х) + F ( t ,X ( t ) ) ]+
о

+ И х ) Х ( х )  + Х (х )В (х ) + F (x , Х (х))]В , (х ) }Л  -

-  ] { Л 2(т )[Л (х )*(х ) + Х (х)В (х) + F (x ,X (x )) ]+
/

+ И х )Л '(т ) + Х(х)В(х) + F(x, ЛГ(т))1В2 (x)}dx -  J f(x , X(x))dx. (7)
о

Уравнение (7) запишем в следующем виде:

ЛГ"1 [м + N  + a£(<d)]y(0 + X (t)B (ri) =

І

= iV '1 (м  + 7У)|[л(х)Х(х) + Х(х)В(х) + F(x, X {x ))\lx  +
0

со

+ j {K A (t, ф ( т ) а д  + *(х )Я (х ) + F(x, ЛГ(х))]+
о

+ [А(х)Х(х) + * (х )Л (х ) + F(x, Х (х )) ]к в (t, x)}dx -  J f(x , X(x))dx,
О
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где

\ - Н 2іх), 0 < t < x < a ).

Так как матрицы Р, Q не имеют общих характеристических чисел, то, соглас
но [11, с, 207], оператор Ф  обратим, при этом оператор Ф " 1 линеен и ограничен. 
На основании обратимости оператора Ф  от уравнения (8) придем к следующе
му уравнению:

Х (0  = Ф~1 | л г 1 (М  + N ) J(/l(x) X  ( т )  + Х(т )В(х) + F(x, Л Г (т)))л | +

+ Ф  1 j j f o  (/, ф № )  + Х (х)В (х ) + F (  т, Х (х ) ) )+

+ (Л (х)Х (х) + Х(х)В(т) + F (  х, Х (х )))К в it,  х )]rfc -  ] f ( x , AT(x))rfc|. (9)

Покажем обратное: всякое непрерывное решение интегрального уравнения (9) 
является решением задачи (1), (2). Дифференцируя по t обе части (9), получим с 
учетом того, что оператор дифференцирования и оператор Ф -1 перестановочны,

—  = ф -1 W '1 (М  + N )(A (t)X (t) + X (t)B (t) + F (t, X (t))) + 
dt

+ (A, (0  + A 2 ( t ) lA ( t )X ( t)  + X (t)B (t)  + F {t, X ( t) ) ]  +

+ [A (t)X (t)  + X (t)B (t)  + F {t, X it ) ) \B x it )  + B 2 it ) )  }=

= ф -' N ~' {(М  + N \A it ) X i t )  + X it )B it )  + F it ,  X (0 ) ]+

+ А а д [ Л ( 0 * ( 0  + X (t)B {t)  + F (*, * ( / ) ) ] } +

+ Ф -1 [A it)X (t) + X (t)B (t) + F it ,  X(0)]B(<*>) =

= Ф “ ' {/V-1 (m  + N  + ЛЙ(со)) [A (t)X (0  + X iO B it)  + F it ,  AT(0)] +

+ [A (t)X (0  + X iO B it)  + F it ,  Х (0 )]в (ю )}=

= ф - ‘ф ІА І0 Х І0  + X iO B it)  + F it ,  X it) ) ) .

Таким образом, получили тождество

~  = A {t)X {t)  + X it )B it )  + F it ,  X it) ) .  
dt

Покажем, что решение уравнения (9) удовлетворяет краевому условию (2). 
Для этого вместо (9) рассмотрим эквивалентное ему уравнение (8) с учетом по
лученного тождества
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I i l l  і і
ФАГ(Г) =  Л Г 1 J ( М  +  N )  j d X  +  N  J  J A (a )d c s  d X  +  N  j d X  jB ( a ) d a

ovo у 0 40

- J v j  \A { c s ) d a \d X  -  N \ d X  \B (a )d < 5  -  N  J > ( x ,  X ( x ) ) d x  k  (10 )
J t К t J 0

Выполнив в (10) интегрирование по частям, получим:

г ( ' Л '
Ф Х(/) = N -1 \ (М  + N \ X ( t )  -  Х (0))+ N  \A(<s)d<5 X ( t )  -  N  \A(x)X(x)dx  +

[  V o  У  о

t t f  CO Л  CO
+ NX(t) \B(6)do -  N  \X(x)B(x)dx + N  \A(o)da  Uf(f) -  N \A(x)X(x)dx +

0  0  \ t  J  t

CO <0 CO ' I
+ NX(t) jB (a)da -  N  \X(x)B(x)dx -  N  jF ( t ,  X(x))dx I =

/  /  0  J

= N ~ l j(M  + N X X ( t )  -  X(Q))+ NA(a)X( t )  + NX(t)B((o) -  

-  Л Г р (т )Х (т ) + X(x)B(x) + F{x, * ( t ) ) ] * J .

Отсюда имеем

ФАГ(/) = Ф Х (0  -  N ~l [М Х( 0) + iVY(co)].

Из (11) легко получить (2).
Для исследования разрешимости уравнения (9) воспользуемся принципом 

Банаха-Каччиопполи [11, с. 605] сжимающих отображений. Запишем уравнение 
(9) в операторном виде

X  = L (X ), (12)

где через L  обозначен соответствующий интегральный оператор в (9).

Для произвольной матрицы X (t), принадлежащей шару |А |С < р, имеем

/
\ \£ { х }  < ||Ф '1|| ||л г1(М  + дг)| Л И (т )*(т ) + Х(х)В(х) + F{x, X (х))||<А +

о

+ |ф’1 l l j j l l ^ (̂ ’ т)|+ ІІ*я(**т)|] IH(x)A'(t) + * ( Т)ЯС0  + F (T>X (x»j|dx +

J)|F(t,X ( t) ) |< 4  (13)+

Поскольку

! # ] С 0 ІІ< S t, | |Я 2( х ) | |< 8 ( о ) - х ) ,  \ \ F ( t , X ) \ \ < L lX \ \  +  h ,
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где 5 = шах|#Х/)||, то, продолжая оценки в (13), получим с учетом принятых обо-
[0,ш]

значений:

| | £ ( х |  ^  yrnf[(a + Р + L)\x\\c +h \+

+ iy(cx + p)[f2 + (co -02][(a + P + i | X | | c +/г]+усо(і||Аг|!(. +й)<

<qp + p< q p  + ( \ - q ) p  = p.
Отсюда следует:

I l4 'v ) lc s f>- a«>

Далее выясним вопрос о сжимаемости оператора L  на шаре |[Х|С < р. Из 
(9) имеем для всех Л, У таких, что |Х||С < р,||У|с < р :

L ( X ) - £ ( ¥ )  =

t

= ф -'iV 4  (AT + N )  J(/l(x)(X (x) -  F(x)) + (ДГ(х) -  У(х))Д (х) + 
о

+ F (T ,X (x ))-F (x ,y (T )))*  +

+ Ф '1 ] [ К  А (t, т )Й (т )(Х (т )  -  У (х)) + (Х (х ) -  У (х))Л (х) +
О

+ F (x ,X (x ))-F (x ,y (x )))+

+ Й (х )(Х (х )  -  У (х)) +  (Х (х ) -  У (х))Л (х) +

+ F(x, Х (х )) -  F ix , Y ix )))K B it,  х )]А  -  Ф 1 J(F(x, Х (х )) -  F (x, У (х)))А .
о (15)

Выполнив оценки по норме в (15), получим:

| |Х (Х )-Х (К ) ||<

< ут{а + р + Z,)/ ||Х -  Y||c +

+ у ±  (а + р)[г2 + (со -  О2 ](а + Р + L%X -  Y\\c + ушіЦХ -  Y\\c <

< ym(a + p + Ь Ц Х  -  Y\\c + 1  y(a + P + ф 2 (a + p)|X  -  Y\\c + ycoZ||X -  Y\\c =

= yco m(a + p + Z )+^co(a  + PXa + P + ^ ) + I |Х - У | |С = 9| |Х - Г |С.

Отсюда имеем:
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\\L(x ) - u y )\\c < 4 x - y \\c . (16)

Соотношения (14), (16) являются условиями принципа Банаха-Каччиопполи 
применительно к (12). На основании этого принципа заключаем: уравнение (9) 
однозначно разрешимо в области Dp. Стало быть, решение задачи (1), (2) суще
ствует и единственно в указанной области.

Замечание. Для построения решения уравнения (9) формально применим 
классический метод последовательных приближений (см., например, [11, с. 605]). 
Однако нетрудно показать, что приближенные решения, вообще говоря, не удов
летворяют условию (2). В связи с этим актуальной является разработка алгорит
ма без этого недостатка.
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S U M M A R Y
Constructive sufficient conditions of an univalent resolvability of a two-point boundary 

value problem for nonlinear Lyapunov equation are obtained.Мо
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