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ОПТИМАЛЬНОСТЬ ПЕРЕСТАНОВКИ 
С ДВУМЯ ПЕРВЫМИ КОНФЛИКТНЫМИ 

ТРЕБОВАНИЯМИ
Введение

Рассмотрим обслуживающую систему, состоящую из двух приборов 
М  = {1,2}, которые должны обслужить л требований J  -  {1,2,..., п) с одинаковы
ми технологическими маршрутами: (1, 2) (требование j  е J  вначале обслужи
вается прибором 1 € М , а затем -  прибором 2 е М ). Прерывания операций зап
рещены. Предполагается, что на момент составления расписания длительность 
выполнения операции t jm требования j  е J  прибором т е М  не определена, 
те. при реализации расписания случайная величина t jm может принимать лю
бое действительное значение между заданными верхней границей и ниж
ней границей t jm. Множество всех допустимых векторов t = (tu ,t i2,...,tnutn2) 
длительностей операций обозначим через А :

А  =  { ' I tjm ^ tjm ^  tjm, j  eJ ,m e  м ] .

Пусть СДтг) обозначает момент завершения обслуживания требования 
j  € J  при расписании л. Для такой задачи минимизации длины расписания

с тах = тах{С ; (я-)|уеУ } 

будем использовать обозначение F 2 \ t jm < t jm < t ujm | Cmax. В случае, когда
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tjm = t^m для всех j  е J  и т е М , эта задача превращается в классическую 
задачу Джонсона [2], обозначаемую F 2 1| . В работе [2] было доказано, что
множество S перестановочных расписаний (т.е. расписаний с одинаковым по
рядком обслуживания требований каждым прибором) содержит хотя бы одно 
оптимальное расписание для задачи F 2 1| Стах, и был предложен полиномиаль
ный алгоритм построения оптимальной перестановки (будем называть ее пере
становкой Джонсона). Следует отметить, что оптимальное расписание для за
дачи F 2 1| Cw  может определяться и перестановкой, которая не является пере
становкой Джонсона.

В работе [3] было доказано, что среди перестановочных расписаний содер
жится хотя бы одно оптимальное расписание для системы обслуживания с двумя 
приборами и случайными длительностями операций. Поскольку предполагается, 
что t jm -  случайная величина, то множество перестановочных расписаний содер
жит хотя бы одно оптимальное расписание для задачи F  2 1 t jm < tJm < t ujm | .

Минимальное множество доминирующих расписаний

В случае, когда длительности операций принимают случайные значения, 
может не существовать единственного расписания, которое остается оптималь
ным при любых возможных реализациях длительностей операций. Поэтому будем 
рассматривать минимальное по включению множество доминирующих переста
новок S c S , среди которых содержится хотя бы одна оптимальная перестанов
ка (расписание) для каждого вектора допустимых значений длительностей опера
ций (заметим, что множество S имеет мощность | S |= и!). Такой подход к реше
нию задач с неопределенными длительностями операций был предложен в рабо
те [4]. ^

Определение. Множество перестановок S g  5 будем называть решени
ем задачи F 2 1 t jm < t jm < t jm | Cmax, если для любого допустимого вектора 
t е А длительностей операций множество S * содержит хотя бы одну опти
мальную перестановку я ‘ для задачи F 2 1| с длительностями операций, 
заданными вектором t, причем любое собственное подмножество множества 
S’  не является решением задачи F 2 1 t jm < tjm < tujm \ С ^ .

Для уменьшения мощности множества доминирующих перестановок будем 
исключать из множества S заведомо лишние расписания. В частности, с помо
щью перестановочного приема можно зафиксировать оптимальный порядок двух 
требований при условии, что найдется хотя бы одна оптимальная перестановка с 
таким порядком этих требований. В работе [1] доказана следующая теорема.

Теорема [1]. Порядок двух требований и & J  и v е J  может быть зафик
сирован в некотором решении S задачи F2\ t jm < tjm < t4m \ С ^ ,  если для этих 
требований выполняется хотя бы одно из следующих условий:

и
v2 t Ll vl U t ul u\

< t ^  l u2> (1 )
М
и\ <

l vl U t Ul ul < t lu 2 . (2 )

, и
v2

< t  ^ r vl u t Uv2
< t K .и 2 • (3)

Если в приведенном определении решения S* дополнительно потребовать, 
чтобы перестановка л 1 была перестановкой Джонсона, то условия (1)-(3)
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становятся необходимыми и достаточными условиями для того, чтобы порядок 
требований и е J  и v е J  можно было зафиксировать и —» v , те. в оптимальном 
расписании требование и должно быть обслужено раньше требования v . (Соот
ветствующее утверждение доказано в [5].) После проверки пар неравенств (1),
(2) и (3) можно определить (частичный) строгий порядок на множестве требова
ний J.

Если для пары требований м и г выполняется хотя бы одно из условий (1), (2) 
или (3), тогда в решении 5* задачи F 2 1 t Ljm < tJm < tujm | можно зафиксировать 
порядок этих двух требований следующим образом: и v . Это означает, что для 
каждого вектора / еД  существует перестановка вида n = {sl ,u ,s2,v,s i )& S , ко
торая является перестановкой Джонсона для задачи F 2 1| Сп1ах с вектором дли
тельностей операций t. Чем больше требований вовлечено в этот строгий порядок, 
тем больше перестановок можно удалить из множества S.

Пусть ни одно из условий теоремы не выполняется для порядка требований 
м —> V ,  и при этом не выполняются аналогичные условия для противоположно
го порядка v —> и . Тогда (в соответствии с определением) в решение S* задачи 
F 2 1 t jm < t jm < t vjm I Cmax необходимо включить хотя бы одну перестановку с по
рядком и —> v этих требований и хотя бы одну перестановку, в которой эти требо
вания располагаются в порядке v —> u . Будем говорить, что такие требования и 
и v являются конфликтными.

Если конфликтные требования отсутствуют, т.е. все требования из множе
ства У линейно упорядочены, то получаем единственную перестановку, которая 
является оптимальной для любой допустимой реализации длительностей опе
раций. Критерий существования одноэлементного решения S*, |^ ’ j = 1, задачи 
F 2 1 tjn, ^  ^  I Стах получен в работе [6].

В следующем разделе рассматривается частный случай задачи 
F 2 1 t jm < t jm < tujm I состоящий в том, что решение 5* содержит всего две

перестановки, |5"* j  = 2 , причем конфликтными являются два первых требования 

в этих перестановках.

Достаточные условия оптимальности перестановки

Пусть конфликтными являются только два первых требования в последовательно
сти п требований. Тоща построенное решениеS* задачи F 2 1 t Ljm < t jm < tujm | со
держит две перестановки (не нарушая общности, предположим, что это переста
новки пх = (1,2,3,..., и) и я-2 = (2 ,1 , 3,4,..., л)). Для практической реализации 
расписания необходимо выбрать единственную перестановку, и, следовательно, 
необходимо упорядочить требования 1 и 2 в момент времени г  = 0. Для этого 
построим активные расписания, определяемые перестановками п х и п 2, и срав
ним их между собой.

Будем обозначать через t°jm -  момент начала, а через t ]т -  момент завер
шения выполнения операции Ojm . Найдем момент наиболее раннего возмож
ного начала операции 0 Ъ1 в расписаниях я-, и п 2. Для расписания л х получаем

где
*32 ( п \ ) =  т а х  Й  1( ^ 1) ; h i  ( *  1) } .
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*31 0 * 1  )  — *11 +  *21 +  *31>

*22 ) = *22 0^1) "*■ *22 = ГПЗХ{<21 0?] )'Ді2 1)} + ̂ 22 =
= max{/u -ь 2̂1; 1̂°2 ( ^ І ) + 1̂2>+ ^22 =ш ах{/„  + t2l; tu + t l2} + t22 =

= /,, +m ax{/21;/,2} + / 22.

Следовательно,

*32 0*1 ) =  + t21 +^зі^| I +^22 Ш З х{/2[ j /12 } }.

Аналогично для расписания п 2 получаем равенства:

t°2(TT2) = тах{Г31(;г2);/12(гг2)} =m ax{/„ +t2x + /31;/12 + /2, +m ax{/„;/22}}. 

Введем следующие обозначения:

T -h x + h v + h v  
Т\ = ^ ii+ /22+maX^ 21^ 12>.
Т2 — f12 + t2t + та х {/ц ;/22}.

Необходимо сравнить две величины: 4 ,0 ,)  = шах{Г;7;} и t°2(x2) = max{T;T2}.
Поскольку упорядочение требований 1 и 2 должно происходить при отсут

ствии информации о реализации расписания, то вместо неизвестных величин 
Т, Г, и Т2 в дальнейших рассуждениях будем использовать их верхние и нижние 
оценки Т и , Т 1, Тх , T}L, Т2 , Т2 •

Т 1 < Т  < T U, T XL < Т Х< Т х , Т2 < Т 2 < Т 2 .

Могут представиться следующие возможности.

При Т{и < Т2 оптимальной перестановкой для любого вектора t е Д являет
ся п х, поскольку

-  при шах{Г;7]} = Г, (т.е. если Т  < 7j) получаем

Т < Т \= t32(# j) < Т2 = ti2{n2) , и f32 (я^) < t32(я 2)\

-  при тах{Г ;Г ,} = Т  (т.е. если Т > 7]) получаем

• либо Тх <,Т = ti2 (я-,) < Т2 = t32 (л"2) I и /32 (лГ|) < /32 (я 2),

• либо ТХ<Т2 <,Т =  ̂ згО]) = 3̂2(^2) , и t i2 (я1) = t32 (ж2).

Во всех рассмотренных случаях выполняется неравенство t°2 (тг,) < /°2 (тс2). 
Следовательно, перестановка п х не увеличивает длину расписания С ^ .

При Т2 < TXL оптимальной перестановкой для любого вектора t е  А явля
ется 7Г 2 , ПОСКОЛЬКУ

-  при шах{Т;Т2} = Т2 (т.е. если Т <Т2) получаем

Т  < Т 2 = ti2(?r2) < 7| = /32(я-] ) , и /32(я"2) < /32(яг,) ,
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-  при max {Т;Г2} = Т (т.е. если Т > Т2) получаем

•либо Т2 < Т  = f® (я2) < Т Х = /3°2(л-,) , и t°2(я2) < / 3°2(тг,);

•  либо Т2<ТХ< Т  = /3 2 ( ^ 1)  =  *3 2 ( ^ 2 ) 1 И *32 ( ^ І  ) ~  *32 0 ^ 2  )  ■ 

Следовательно, перестановка тг2 не увеличивает значение С тах.

При Тх < Т 1 оптимальной перестановкой для любого веістора t е Д явля
ется яг,, поскольку

• либо 7J < Т = /з2(лг,) = Г2 = /32(^2) - и 4  (я-1) = /3°2 (яг2) ;

• либо Т2 <Тх< Т  = *32(^ j)  = *32 (^ 2) > и *32 (^ 1) ~ *32 (^ 2) >

• либо ТХ< Т  = *32 (я')) <Т2 = *32(^ 2) I и /32 (я-! ) < /32 (я"2).

Следовательно, перестановка я-, не увеличивает значение С ,,^.
При 7 ^  < Г 1, оптимальной перестановкой для любого вектора г е А являет

ся л 2, поскольку

• либо ТХ<Т2 < Т  = *32 (^ і) = *32(^ 2) ’ И *32 ( ^ 1) = *32 0*2 ) >
• либо Т2 <ТХ< Т  = *32(я'1) = *32(я'2) , и *32( ^ j) = *32(я'2) ;

• либо Т2 < Т  = (°2 {ж2) < Т х= t°2 (я-,) , и ^3°2 (я 2 ) < *з°2 ( * , )  .

Следовательно, перестановка ж 2 не увеличивает значение С ^ .
При Тх < T L и Т2 ^  Т 1 обе перестановки п х и п г являются оптимальны

ми для любого вектора / е А , поскольку

• либо тх < Т2 < Т = гз°2(я-,) = *32 (^2) - И *32 (*1 ) = *32 (ж2 ) !
•  либо Т2 < Тх < Т -  ^з2 ( я , )  =  t°2(TT2) , и г “2 (я-, )  =  f °2 ( я 2) .

Следовательно, обе перестановки дают одинаковое значение С ^ .

Для вычисления величин Т и , Т 1, Тх , Тх , Т2 , Т2 достаточно найти 
значение следующих выражений:

ти _ tu ,и ,и TL - t L + t L + t L1 — * И + ‘ 21+<31> 1 ~ ‘11 +<21 + ‘ 31>

Тх = txx + 122 + max.{tx2,t2x) , Тх =  +  *22 +  ш а х {*12, *21} ,

Т2 =  tX2 +  t2X + ш а х {*л ; t22}, Т2 = t x2 + t2x+vc\3x{txx,t22}.

Найдем достаточные условия оптимальности одной из рассматриваемых 
перестановок ^  и ^ 2.

Рассмотрим неравенство Тхи < Т2 . Оно'равносильно неравенству

*и + *22 + max{*n;*2i}  ^  *п + *21 + m a x j*/;;*^}. (4)

Возможны следующие четыре случая:

1 ) max{tX2;# ,} = *£i, max{txx;t22} = txx, тогда из (4) получаем t22 <//"2;

2) т а х { ^ ; ^ }  = t2X, m&x{txx\t22} = t22, тогда из (4) получаем txx < tX2'
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3) m ax{tx2, t 2x} = tx2, т а х {^ ,;/22} = */i. тогда из (4) получаем < t 2[;

4) та x{t\2\%x} = tx2, m ax{//j; /£ } = /£ , тогда из (4) получаем < t2l.

Замечание. В каждом из рассмотренных случаев взаимно уничтожались 
верхняя и нижняя границы длительности одной и той же операции. Эта возмож
ность обусловлена тем, что при реализации расписания верхняя и нижняя грани
цы заменяются вполне конкретной величиной рассматриваемой длительности опе
рации.

Таким образом, получаем следующую лемму.
Лемма 1. Перестановка п х является оптимальной перестановкой для 

любой допустимой реализации длительностей операций, если выполняется 
хотя бы одно из следующих условий:

t u12 < t U -  21 ’ t L £ 11 IV t V‘ 22

VI t L ' *12 ’
t U*12 < t U  -  21 ’ t L‘ 11 < t ^  22 ’ t U*11 < 12 ’
t U*12 > t U — *21 ’ t L*11 > t L - * 22’ t U*22 < t L • *21’
t U*12 > t V-  ‘ 21 > t L*11 < t L22 ’ tV*11 < t L*21'

Заметим, что если рассматривать исходное неравенство (4), то лемма 1 при
нимает следующий вид.

Лемма 2. Перестановка п х является оптимальной перестановкой для 
любой допустимой реализации длительностей операций, если выполняется 
следующее неравенство:

*п + *£ + < tX2 + t2X + m a x f t ^ }  •

Аналогично можно рассмотреть неравенство Т2 < Т Х , т.е. неравенство

1\г + t2 \ + т а х{^и ;^2} ^  t\i + t22 + та х {^ 2;/21} и получить соответствующие ре
зультаты.

Рассмотрим неравенство Тхи < T L в следующем виде:

*п + 122 + m a x { ^ ;^ }  < t{\ + t2X + & .  (5)

Из условия (5) в силу замечания получаем неравенство 

*22 піах{*12; і2і)  — *2і *зг 

откуда следует неравенство

*22 +  max{t^  - t 2x;t2x —t2X) < /^ j ■

Далее в силу замечания, получаем следующее неравенство

*22 + п іа х { 0 ; / 12 — *2 і }  —* з г

В случае, когда tx2 - t 2x < t2l - t 2x, получаем неравенство < t2 l, и поэто
му достаточно рассмотреть соотношение t22 < t^ , т.е. и в этом случае в каче
стве величины t 2l ~ 12 i можно взять 0. Таким образом, доказана следующая 
лемма.
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Лемма 3 .Перестановка л х является оптимальной перестановкой для лю
бой допустимой реализации длительностей операций, если выполняется усло
вие

t22 + m a x {0 ;^ 2  - * 21} ^  *зі •

Аналогом последней леммы при использовании неравенства (5) является
Лемма 4. Перестановка л х является оптимальной перестановкой для 

любой допустимой реализации длительностей операций, если выполняется сле
дующее неравенство

м  , м  и . , и х<? л  , .L , t L
*11 *22 "*■ m a x l*12»*2 l) — *11 + *21 + *3 1 -

Аналогично можно рассматривать неравенство Т2 < Т 1 . Комбинируя ре
зультаты для перестановок я-, и л 2, получаем достаточное условие того, что 
каждая из перестановок является оптимальной, т.е. одноэлементное множество

{я,} (множество (л2}) является решением задачи F 2 \ t jm < tjm < t ’jm | .

Лемма 5. Обе перестановки л х и л 2 являются оптимальными для любой 
допустимой реализации длительностей операций, если выполняется условие

t u  л /  <  L
‘ 12 + ‘ 22 31'

Действительно, неравенство (5) и соответствующее неравенство для пере
становки л 2 заведомо выполняются, если имеет место неравенство

М М и М < t L L + tL 
iu -f *22 ^ ‘12 + ‘21 ~ ‘ 11 +*21 + *ЗГ

В силу замечания, получаем неравенство
м  t u < t L 
12 + ‘ 22 31 '

Если выполняется условие леммы 5, тогда порядок требований 1 и 2 в опти
мальном расписании может быть произвольным. Если условие леммы 5 не вы
полняется, тогда при выполнении условий одной из лемм 1-4 можно зафиксиро
вать порядок требований 1 и 2 .

Таким образом, если условия одной из перечисленных лемм выполняются, тог
да перестановка л х или (и) л 2 является оптимальной для рассматриваемой зада
чи при любых допустимых реализациях длительностей операций. Следует отме
тить, что оптимальные перестановки, построенные согласно леммам 1-5, являясь 
оптимальными для всех возможных значений длительностей операций, могут не 
для всех значений длительностей операций быть перестановками Джонсона.

Если ни одно из приведенных достаточных условий не выполняется, то можно 
отдать предпочтение одному из конкурирующих расписаний на основании неко
торых дополнительных соглашений. Например, можно выбирать такое расписа
ние, которое гарантирует наименьший проигрыш для оптимального значения 
в худшем из возможных случаев.

Заключение

Доказанные леммы 1-5 можно обобщить на случай, когда |£* | = 2, но конф

ликтные требования не являются первыми в оптимальной перестановке п требо
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ваний. Нетрудно видеть, что в случае S | = 2 конфликтные требования j  и А: дол
жны следовать одно за другим (..., j ,  к , ...). Следует отметить, что в этом случае 
можно рассматривать и оперативный режим выбора оптимальной перестановки, 
заключающийся в том, что начальная часть расписания уже реализована, и, сле
довательно, неопределенные длительности операций, предшествующих опера
ции j,  приобрели конкретные значения. В случае оперативного режима можно до
казать достаточные условия оптимальности перестановки, для которых нет анало
гов для случая двух первых конфликтных требований, рассмотренной в предыду
щем разделе.

Результаты, полученные в данной работе, естественным образом можно 
обобщить также на случай задачи J 2 1 t Ljm  <  t jm <  t ujm | , т. е. на случай мно
гостадийной системы с различными технологическими маршрутами обслужива
ния требований.
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S U M M A R Y
Two-machine flow-shop scheduling problem of minimizing make span is considered 

for the case when only lower and upper bounds of job processing time are known before 
scheduling. Sufficient conditions for permutation optimality are proven for the case when 
minimal set of schedules consists of only two permutations and first two jobs are in conflict.
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