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УДК 517.984
О.В. МЙХАСЬКОВА

СУЩЕСТВЕННЫЕ СПЕКТРЫ ОПЕРАТОРОВ СДВИГА 

В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 1р{а)
Настоящая работа посвящена нахождению существенных спектров опера­

торов левого и правого сдвига во взвешенных банаховых пространствах беско­
нечных числовых последовательностей.

Обозначим через 1р(а) банахово пространство бесконечных числовых
последовательностей х = {х „}”=1, которые суммируются с весом а", т.е.

00

|*n I <00,гдеа>Ои1<£><оо,и для которых норма задается следую-
л=1 1

(  ™' , ,п̂ р
щим образом: |Ы| := ^а"\х„\Р . В данной работе рассматриваются ОГраНИ-

V/̂ l )
ченные линейные операторы левого сдвига A \ lp{a )—> l p(a), 

Ах := (х(2), х (з ),...), и правого сдвига S : I р {a) -> I р (а ), Sx:= (О, x(l), х(2),...),
х е 1р(а), исследуются их аппроксимативные и существенные спектры.

Приведем ряд определений, непосредственно связанных с тематикой ис­
следования. Пусть Т-ограниченный линейный оператор с областью определе­
ния 1р(а) и областью значений в 1р{а). Подмножества спектра стч,(7’):= {X е С : 

существует последовательность (д:я}“=1 e lp(a), такая, что ||х„|| = 1 и 

limII (Г - Xl)xn I = 0} и ст ad (г ) := { X е С : Т - XI не сюръективен} называются ап-
л-»*-11 11
проксимативно точечным и аппроксимативно дефектным спектрами опера­
тора Г соответственно.

Рассмотрим следующие подмножества комплексной плоскости С:
Д, (Г) := {X е С : R(T-XI) = R(T - XI)}, Ф + (Т) := {Я, е Д, (Т) :nul(T - XI) < оо}, 
Ф~(Т) := { X е Д, (Г ) :def(T - XI) < оо}, Д2{Т) := Ф + (Г ) и  Ф~(Г) = s - Ф(Т), 

А,(Т):=Ф+(Т )ъФ~ (Т ) = Ф(Т), А4(Т):={ХеА3(Т ):Ы (Т -Х 1 ) = 0} = Ф о(Т) , 
Д 5 (Г) := { X е Д4 (Г ) : проколотая окрестность точки лежит в резольвентном мно­
жестве Р (Т)}.

Подмножество комплексной плоскости А, (Г) называется областью нормаль­
ной разрешимости оператора Т, соответственно, Д2(Г) = 5-Ф (Г) - областью 
полуфредгольмовости оператора Т, Д3(Г) - областью фредгольмовости опера­
тора Г, Д4(Т) = Ф0(Т) - областью фредгольмовости нулевого индекса оператора 
Т. Тогда каждое из следующих подмножеств спектра оператора Т.

aek{T)-.= C\Ak{T), к = 1,2,3,4,5,
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называется существенным спектром оператора Т. В математической литерату­
ре используются следующие названия: сте,(7’) - существенный спектр Голдбер- 
гэ,ое2(Т) - существенный спектр Като, ое3(Г) - существенный спектр Фред- 
гольма, а е4(Г ) - существенный спектр Вейля (существенный спектр Шехтера) и 
ае5 (Т) - существенный спектр Браудера. Различные свойства и мотивировки этих 
существенных спектров подробно рассмотрены в книге [1].

В отличие от банахова пространства бесконечных числовых последователь­
ностей суммируемых без веса, в рассматриваемом пространстве 1р(а) опера­
торы левого и правого сдвига не являются сопряженными друг к другу. Для опе­
ратора А сопряженным является оператор А' : Iя (а) -»I9 (а), а> 0, — + — = 1,

определяемый формулой А’у := |о , у е lq(a), а для оператора S-

оператор S ': Iя (а)-* I4 (а), а> О, — + —= 1, определяемый формулой
Р Я

S'y := (ay(2), ау(3),...), в которой у е I я(а ) . Действительно,

(A'f)(x) = f(Ax) = J V  (Ах(п))у(п) = ax{2)y{\) + a2x(3,)y{2) +... + a”x(n + l)y(n) + ...=

■ ax(l)-0 + a2x(2)

a> I л З'О) УІ2) yin)откуда следует, что A y = I 0 ,^ v

(Sf)(x) = f(Sx) = ]T a" (Sx(n))y(n) = a • 0 • >>(1) + агх(\)у(2) +... + a x{n - 1)X«)

= ax(l)(ay(2)) + a2 x(2)(ay(b)) +... + anAx(n - \){ay{n)) +... , откуда следует, что 
= (ay( 2), ay( 3),..., ay(n),...).

Т е о р е м а і .  Нормы операторов левого сдвига А и правого сдвига S в
_1 I

банаховом пространстве l p{a) равны ||Л|| = а р и |S| = a p соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для нормы оператора левого сдвига А в банаховом 

пространстве l p(a) имеет место следующая оценка сверху:

т.е.

1

< a р

(  oo ,̂£+1
— U

1\~p

V*=i a v*+i = a p
V - 

£V *=1
J+1L IP 
a

1

<a p x

a . Получим оценку для нормы оператора А снизу. Для этого рассмот-
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Из определения нормы ограниченного линейного оператора следует, что
-1 _1

||̂ || = sup{||.4x||:xer(a),||x||<l}, поэтому ||Л|| > ||Лл01| = а р. Поскольку ||Л|| < а р

\Р-1|
J

р
< а̂ ЦхЦ. Воспользуемся указанным выше

2
\Р

и |л|| >а р, то |л| = а р . Аналогично вычисляется норма оператора S:
I  I  1

I N h f l  а"\хпА\rt=2 )  \п=2

х0=(0 ,а р,0,0,...) е 1р{а) ■ Тогда ||5х01| =  ̂” l̂ -i Г J ̂  =(̂ -а~2У =ар . Повто­

ряя рассуждения, используемые при вычислении нормы оператора Л, получаем
_i_

норму оператора правого сдвига S в указанном пространстве: ||5|| = ар. Теорема 
доказана.

Целесообразно отметить, что любой вопрос об операторе взвешенного сдви­
га в обычном пространстве последовательностей можно переформулировать 
для оператора обычного сдвига во взвешенном пространстве последовательно­
стей. Более подробная информация об этом содержится в книге [2].

В следующих ниже двух теоремах излагаются способы получения формул 
точечного, дефектного, аппроксимативно точечного и аппроксимативно дефект­
ного спектров операторов левого сдвига и правого сдвига в пространстве 1Р (а) , 
которые были анонсированы в работе [3].

Для ограниченного линейного оператора левого сдвига А : l p(a) -»lp{a), 
Ах := (jc(2), х(з),...), x e lp(a), справедлива следующая

Т е о р е м а  2. Точечный, дефектный, аппроксимативно точечный и апп­
роксимативно дефектный спектры оператора левого сдвига А в 1р (а) рав- 

—L -І _1
ны: ap(A) = D(a p \ oj (a ) = 0 , oap(A) = D(a р), o ad(A) = dD(a р) соответ-

- i  -I _І -I
ственно, где D(a р) := {А. е С : |Х| < а р}, D(a р) := {X е С : |А,| < а р}, 

1 1 
dD(a p)- {^ e C :|? i| = a ~р}.

_1
Доказательство .  Поскольку |Щ = а р, то спектр оператора А является

подмножеством замкнутого круга D(a р). Исследуем оператор А -X I на инъ-

ективность. Для этого решим уравнение (А - )J)x  = 0 , которое равносильно 
уравнению Ах = Хх, или, если записать его покоординатно, следующей беско­
нечной системе уравнений: х(2) = Ъ:(1), х(3) = Ъс(2),..., x(n) = hc(n -1),..., от­
куда получаем, что х(п) = А,"чх(1). Другими словами, существует
х = (х(1),?̂ с(1)Д2х(1),...,А"х(1),...), принадлежащий пространству l p{a) тогда и 

только тогда, когда выполняется неравенство Щ < а р, которое вытекает из ус-
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ловия сходимости ряда Поскольку при |А,|<а р оператор А -X I не

инъективен, то <jp(A) = D(a р).

Известно, что od(A) = ор(Л '). Поэтому для нахождения дефектного спект­
ра оператора А достаточно найти точечный спектр сопряженного к нему опера­
тора А’ . Исследуем оператор А' - X I на инъективность. Для этого решим урав­
нение (А' - Х1)х - 0 , которое равносильно уравнению А'х - Хх, или, если запи­
сать его покоординатно, следующей бесконечной системе уравнений: 0 = >jc(1) ,

состоит из нуля, N (A’-X I) = {о}, т.е. оператор А' - X I инъективен, ар(А') = 0.
Следовательно, csd (А) = а р (А') = 0.

В работе [4] подсчитаны непрерывный и остаточный спектры оператора ле­

вого сдвига в пространстве 1р{а) и получены следующие результаты:

ac(A) = dD(a р) и аг(А)= 0  - непрерывный и остаточный спектры оператора
левого сдвига в пространстве 1р(а) соответственно. Воспользовавшись приве­
денными выше результатами, можно найти спектр исследуемого оператора А. 
Так как спектр оператора есть объединение точечного, непрерывного и остаточ­
ного спектров этого оператора, то спектр оператора левого сдвига А в банахо­
вом пространстве 1р{а) есть множество

<j(A) = op(A )vac(4)u<7r(A) = D (ap)udD(a р)и  0 =D(a~p). 

Известно, что справедливы включения ap(A)czoap(A), ac(A)czaap(A) и 

0  ф <уар(А) с  а(А), где аар(А) - замкнутое подмножество спектра оператора А.

Следовательно, oap{A) = D(ct р).
По свойству аппроксимативно дефектного спектра оператора

ст<*/(Л) = сгар(Л'), поэтому для нахождения аЯ1ДЛ) достаточно найти оар(А').

Докажем, что аар(А') = dD(a р). Действительно, пусть XedD(a р) и хв1ч(а). 

Тогда для оператора А '-X I имеет место неравенство ограниченности снизу:

Х еаар(А'), т.е. аар(А ')с dD(a р). С другой стороны, из свойств аппроксима-

= foc(2),..., хкИ  - Хх(п +1). • •. откуда получаем, что ядро оператора А' - X I
Я аа

II I = I А'х — Ад: I > | Ц̂ ’дсЦ — |Х.|• ||х|| | = а р-|Я.| И, откуда следует, что
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і
тивно точечного спектра оператора вытекает, что dD(a р) с  <зар(А'). Поскольку

имеют место два включения а ар(А') a  8D(a р) и dD(a p)czoap(A') , то
-1 _!_ 

сар(Л') = сЮ(а р). Так как а^(А) = суар(А’) и <sap(A’) = dD(a р) , то
_ 1

= dD(a р). Теорема доказана.
Для ограниченного линейного оператора правого сдвига S : lp(a)-> lp(a), 

Sx := (О, x(l), х(2),...), x e lp(a), справедлива следующая
Т е о р е м а  3. Точечный, дефектный, аппроксимативно точечный аппрок­

симативно дефектный спектры оператора правого сдвига S в 1Р (а) равны:
j_ j_ ___  1

<I,(S)=0. o(,(s )= D (a '). % (s )  = dD{ap)> o ad{s) = D(ap)>
I I _  I I i j_

где D{ap)~{X&C-.\X\<ap}, Е>(ар)- {Х е С :Щ й а р}, 8D{ap)\= {Я.еС:Щ = ар}-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку |S| = а р, то cKS) с  D(ap). Покажем, что 

ap(s) = 0 . Пусть X,e a p(S). Тогда существует 0* x e lp(a) такой, что Sx = Хх, 
т.е. Ах(1) = 0, Хх(2) = х(\),...,Хх{п) = х(п-\),..., откуда следует, что д: = 0. Иными 
словами, не существует отличного от нуля значения х е 1р(а) , удовлетворяюще­
го уравнению Sx = Яд:, поэтому a As) = 0 .

j_ i_

Покажем, что ad{s) = D(ap). Пусть XeD (ap). Определим линейный функ-
*

ционал /  на 1р(а) следующим образом: fix ) = 'YJ kn̂ x{n)t x e lp(a). Тогда спра-
л=1

ведпива оценка \f{x)\p s |1” ')Р\х(п)\р < ^а"+'|х(лг)| р = а\х\р < оэ. Иными слова-
п-Л „=\

ми, /  -линейный ограниченный функционал на 1р{а). Поскольку известно, что 
od(S) = ap(S'), то для вычисления od(S) достаточно определить о

S'f(x) = f(Sx) = ДО, х(1), х(2),х{п), ...) = Х3х(1) + Х4х(2) + ■ • ■ = ^ +'*(«) ] = ¥ (* ) ,

где x e lp(a). Отсюда следует, что D(ap) a a p{S’) . С другой стороны, если

X € op(S '), то существует ненулевой линейный ограниченный функционал /  на
i  1 

1р(а) такой, что S f  = Xf и |A,|<a/\ Таким образом, od(S) = ap{S') = D(ap).
_1_

Так как справедливо включение ad(S)<za(S)<zD(ap), и поскольку a(S) -

замкнутое подмножество множества комплексных чисел, то o(S) = D(ap).
1 1 

Докажем далее, что C7ap(s) = 8D(ap) . Пусть X г 8D(ap) и х<в1р(а). Тогда для
оператора S-X I справедливо неравенство ограниченности снизу:
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|(5 - Х/)лг|| = I Sx - кх I > I §&§ - |Л| •И  = -W И- откуда следует, что X ta  (S).

Таким образом, имеет место включение aap(S )cd D (ap). Согласно свойствам 

аппроксимативно точечного спектра оператора граница спектра оператора

включается в аппроксимативно точечный спектр оператора, т.е. 8D{ap) с  aap(S) .
1 !  І  

Поэтому из oap(S)czdD(ap) и dD(ap) c u ap(S) следует, что aap(s) = dD(ap).
Известно, что ^ati(S) = oap(S'). Из свойств аппроксимативно точечного спек­

тра оператора следуют включения ста/,(5")сст(5'), op(S')czaap(S'). Более того, 
au;,(,S”) - непустое замкнутое подмножество спектра оператора, граница спект­

ра оператора включается в аппроксимативно точечный спектр оператора. По-
_  !  - _  - 

скольку a(S) = o(S') = D(ap) и ap(S') = D(ap), то csap(S') = D(ap) . Следователь-

но, aaJ (S) = D(a p). Теорема доказана.
Как видно из изложенных выше рассуждений, точечный, дефектный, апп­

роксимативно точечный и аппроксимативно дефектный спектры сопряженных 
операторов А' и S' оказываются полезными при нахождении различных под­
множеств спектра операторов левого сдвига А и правого сдвига S в банаховом 
пространстве 1р{а). Поэтому целесообразно привести результаты для точечно­
го, дефектного, аппроксимативно точечного и аппроксимативно дефектного спек­
тров сопряжённых операторов уже без доказательств в следующем виде:

-i -I _±

° Р(А')=0. ad(A') = D(a~p), оар(А') = dD(a р), a aJ{A') = D{a р),

І  _  -  -  

ap(S') = D(ap), a,(S")=<3. oap(S') = D(ap), oaJ(S') = dD(ap).

Для существенных спектров операторов левого сдвига А и правого сдвига S 
в банаховом пространстве справедливы следующие теоремы.

Т е о р е м а  4. Существенные спектры оператора левого сдвига А в 
пространстве 1Р (а) зависимы и вычисляются по следующим формулам:

1
ael (А) = cse2 (А) = сте3 (А) = {X е С : |А] = а р}.

Л
<*е4 (А) = стс5 (А) = о(А) = {X е С : |Х| < а р } •

-1 _1 
Доказател ьство. Согласно теореме 2, op{A)-D(a р) и <yap(A) = D(a р).

Поскольку из свойств аппроксимативно точечного спектра оператора следует,
что оар(А) = { Х е С  :N (A -X I) ф {0} или R(A - XI) ф R(A - XI)} [1], то нам пред-

1
стоит удостовериться в том, что при XedD(a р ) область значений оператора
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А -XI незамкнута, т.е. R(A - XI) * R(A - X I). Для XeD (a p) область значений
оператора A -X I замкнута, т.е. R(A-XI) = R (A -X I). Рассмотрим некоторую

1
окрестность точки X е 8D(a р). Для тех значений X из окрестности, которые при- 

надлежат D{a р), имеем:
nul(A - XI) = dim N(A - XI) = 1 < со, def(A-XI) - nul(A'- XI) - 0 < оо,

оператор А -X I - полуфредпольмов и ind(A - XI) = nul(A-XI)- def (A-XI) = 1*0.
__i_

Для значений X, удовлетворяющих условию |Я.| > а р, индекс оператора А-X I

равен нулю. Однако по теореме Като об устойчивости индекса [5, теорема IV. 5.22],
1

если бы R(A - XI) = R(A - XI) для X е dD(a р), то тогда оператор А -X I был бы 

полуфредгольмовым и его индекс должен был бы оставаться устойчивым в ок-
л

рестности. Таким образом, для X е 8D{a р) область значений оператора А-X I 

незамкнута, т.е. R(A -  XI) * R(A - X I) .
j_  ________ j_

Поскольку при X eD (a  р) R{А - XI) = R {A -XI), то АХ(А) = D{a P)u p (А). 

Так как при /\.еД,(Л) nul(A-XI)<  оо и def {А - X I) < оо, то Ф*(А) = А1(А) и
Ф (А) - А,(А). Области полуфредгольмовости, фредгольмовости и фредголь­
мовости нулевого индекса оператора левого сдвигал в банаховом пространстве 
1р(а) равны:
Д2(А) = Ф + (А)и Ф ~(A) = s- Ф(А) = Д,(А), Д3(А) = Ф +(А)пФ~(А) = Ф(А) = Л,(А), 
А4(А) = {ХеА 3(А) :ind(A - XI) = О} = Ф 0(А) = р(А ).
Поскольку А,(А) = р(А), то А5(А) = А4(А ). Тогда, исходя из определения суще­
ственных спектров линейных ограниченных операторов, для оператора левого
сдвига А в банаховом пространстве 1р(а) справедливы следующие результаты:
в силу того, что Д,(Л) = А2(А) = Д3(Л) и Д4(Л) = А5(А ) , то:

1
сте1 (А) = а е2 (А) = а 3 (А) = dD (ap ) = {X е С :\Х\ = а р }

_1 1 
и ае4 (А) = ае5 (А) = а(А) = Ъ{а р ) = {ХеС  : |Я,| < а р }.

Теорема доказана.
Т е о р е м а  5. Существенные спектры оператора правого сдвига S явля­

ются p-зависимыми и вычисляются по следующим формулам:

(S) = <*е2(S) = ае3(S) = {А £ С : Щ = ар}. ае4(5) = сте5(S) = a(S) = {А, eC:|Aj < о*}-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 3, стД£) = 0  и aap(s) = 8D(ap) . 
Поскольку из свойств аппроксимативно точенного спектра оператора следует, 
что av (S) = {Х е С  :N (S-X I) * {0} или R(S - XI) * R (S- X I) } , то при X <£ c ap(S)

R(S- XI) = R (S-XI). Таким образом, = D(ap)up(S), Ф*(5) = Ф~(5) = A,(S),
таккак nul(S -XI) = 0 < сои def(S -X I) = 1 < со при X е At(S), A2(S) = A}(S) = А,(5),
A4(5) = As(5)= p(5).

Следовательно, исходя из определения существенных спектров линейных

ограниченных операторов, для оператора правого сдвига S в 1Р (а) справедливы

следующие результаты: сте1(5) =  ae2(S) = <Je}(S) = 5D(ap) = {X е  С :|Х| = а р} и
_1_ _1_

a f4(s ) = сте5(5’) = с  \ д4(л>) = ° ( 5) = D{ap) = {X е С : < ар}. Теорема доказана.
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S U M M A R Y
This paper is devoted to the determination of the essential spectra of left and right shift 

operators in weight Banach spaces of infinite numeric sequences l p(a) ,  where a > 0 and 
1 < p < со. in this paper you can find the formulae for calculating essential spectra of the 
operators mentioned above.Мо
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