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В.Н. БОРБАТ, С.Г. ЧАРНЫЙ

О ТОЧНОМ ПОРЯДКЕ СОВМЕСТНОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ НУЛЯ В R3 

И ГИПОТЕЗА В.Г. СПРИНДЖУКА
Начало исследованиям по метрической теории совместных диофантовых 

приближений было положено академиком АН Беларуси В.Г. Спринджуком.
В [1, 2] он поставил основную проблему этого направления, решил ее част­

ные случаи и указал некоторые применения. Гипотеза В.Г. Спринджука состояла 
в следующем. Пусть Р(х) многочлен с целыми коэффициентами и v n(w) -  точ­
ная верхняя грань v > 0 , для которых система неравенств

имеет бесконечное число решений в многочленахР(х). Верно ли, что для почти 
всех <д = (со,, ...,юА)

Доказательство гипотезы В. Г. Спринджука было проведено в более общей 
формулировке В.И. Берником [3]. Пусть юп(ш) -  точная верхняя грань тех со > О, 
для которых неравенство

имеет бесконечное число решений в многочленах Р(х) .
Тогда для почти всех <в: ю„ -  п -  к +1.
В такой формулировке задача ставилась в [4]. В дальнейшем были получе­

ны многочисленные обобщения и применения этого результата. Комплексный 
вариант гипотезы В.Г. Спринджука был доказан Ф.Ф. Желудевичем [5]. И.Р. Дом­
бровский [6] рассматривал неравенство (2) с многочленами, у которых некото­
рые коэффициенты совпадают.

В работе [8] получен двумерный аналог гипотезы В.Г. Спринджука для про­
извольной монотонно убывающей функции Ч'(Н) со сходящимся рядом

В данной работе определяется точный порядок совместной аппроксимации 
нуля значениями целочисленных многочленов в Л 3.

Пусть функция монотонно убывает при х > 0 и Н) < 00 ■

Теорема 1. Система неравенств

тпах(\ / )(со1) | , |  Р((ок) |) < H v ( 1)

к

(2)

| -Р(со,) |< # " ° ,'FV‘(# ) ,

I -Р(со2) |< #~“>2ЧЛ2( # ) 1 

|Р(ю3) |< Я “"3'Г 3(Я),
(3)
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где со, + со2 + ю3 = п -  3, v, + v2 + v 3 = 1 имеет для почти всех (со,,со2,ю3) е R3 лишь 
конечное число решений в многочленах Р(х) е Z[x].

Введем вначале некоторые понятия и обозначения.
Пусть Р(х) € Z[x], jc,, х2, х п -  его корни. Определим

S(xt) -  {tо е Л : min | со -  х . |=| со -  х, |}.
\< j< n  1

Упорядочим корни Р{х) относительно любого из его корней, например х ,, 
следующим образом: | х{ -  хг | < | xi -  х3 \ <... < | хх -  хп \.

Обозначим через Рп{Н) класс неприводимых над Q многочленов, у которых

ап = Я(Р), Н(Р) = Н . Пусть Рп = Q  Ря (Я ) .
И= 1

Зафиксируем е . Положим е, = г сГ1, где d = d{n) достаточно большая ве­

личина, зависящая только от п. Обозначим Т = [е ,'] и введем ц, е R, /, е Z  сле­
дующим образом

2<і <п .

С каждым многочленом Р(х)  е Рп(Н)  будем связывать целочисленный век­
тор J  = (/2, /„). Нетрудно доказать [2], что число таких векторов конечно и за­
висит только от п и s . Многочлены Р(х) еР п(Н)  с одним и тем же вектором J  

объединим в подмножество Р„(Н, J ) , а Р(х) е Рп -  в подмножество P „ (s ) . Пусть 

далее

Pi = /,+‘ +T ' + l" > 1 < г ^  -1

Через с{п) будем обозначать положительные функции, зависящие только 
от л и е . Над с(п) будем производить действия по формальным правилам 
с(п) +  с(п) = с(п),с(п)с(п) = с (п ) , смысл которых состоит в том, что сумма и про­
изведение есть снова некоторая функция, зависящая от п и s .

Лемма 1. Пусть Р(х) е Р„(Н), со е 5(х,) . Тогда

Iю ~ Х1 l^ |P (G > )H ^ '( * i) r \  (4)

I “  “  I-  Р(со) '' I I"1! Х1 “  х21 • • • I *1 -  ■*/ I)1"'. (5)

Лемма 2. Пусть Р(х) е Р„{Н, J ) . Тогда

\Р(1){х,)\< с{п)Нх-рМп-,)г\  1 = (6)

Леммы 1 и 2 доказаны в [3].
Лемма 3. Пусть 5 > 0 некоторое вещественное число, п > 2 натуральное 

число. Пусть Р(х) и Q(x) целочисленные взаимнопростые многочлены степени 
не выше п и max(H(P),H(Q)) < Я . Тогда, если для всех (co^ra^coj) из некоторого 
параллелепипеда К  = / ,  х 12 х / 3,
| / , | = Я “Ц|, ц ,> 0 , | / 2 |= # ~ М2, (i2>0, | / 3|= Я “ 3̂, ц3> 0  выполняются неравен­
ства

max(I Р(со,) I, | (?(<»,) |) < Я " ' , тах(| Р(ю,) |, 10(<о2) |) < Я _,% тах(| />(со3) |, | £>(ш3) |) < Я~ъ
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то
т, + т2 + т3 + 3 + 2(/йах(т, + 1 -  ц,,0) + шад:(т2 + 1 - ц2,0) + тах(т3 + 1 -  ц3,0 ))<2п +5 . 

Лемма доказывается аналогично лемме 2 из [7].

Лемма 4. (Бореля-Кантелли). Пусть в пространстве дана система А -  (J"=| Ai

измеримых множеств Д. с условием <0°.
Тогда мера множества точек, попадающих в бесконечное число множеств 

Д ., равна нулю.
Лемма 4 доказана в [2].

Лемма 5. Пусть ^ (х ) ,  Р2(х), ..., Р,(х) е i?[jc] -  многочлены и
Р(х) = Р{х)Р (х)--Р(х)
Тогда с ' ^ Щ Р ^ Щ Р ^ Щ Р , )  <Н (Р )<с2(п)Н(Рх)Н{Р2)- -■ Н(Р,).
Лемма 5 доказана в [2].

Лемма 6. Пусть GczR3 некоторая ограниченная область и В с  G измери­

мое множество в пространстве ц.5 > c{n)\x.G. Пусть далее для ((о,,со2,со3) е В

верно неравенство | Дю,).Р(со2).Р(со3)|<: t f ' v, degP(x)<n .

Тогда для всех (co,,co2,co3) s G верно неравенство

|Р(со1)Дсо2)Р(со3) |< ф ) Я - у.
Лемма 7. Неравенство

|/>((П|)Р(со2)Р(<Вз) |< Я -"+3-в (7)

при любом 5 >0  имеет почти для всех (ropra2,co3) е Я3 лишь конечное число
решений в приводимых целочисленных многочленах степени не выше п. 

Леммы 6 и 7 доказываются аналогично леммам 2 и 3 из [8].
Поскольку в теореме идет речь о конечности или бесконечности числа ре­

шений системы неравенств (3), то будем считать, что Я  > Я 0, где Я 0 -  доста­
точно большое натуральное число. Далее будем считать, что со,,со2,(й3 транс­
цендентные числа, поскольку мера тех (со,,(»2,Шз) е /?3, у которых хотя бы одно 
из чисел сОрЮ̂ сОз алгебраическое, равна нулю. Систему неравенств (3) можно 
рассматривать лишь в многочленах Р(х)еР п. Переход к многочленам, у кото­
рых старший коэффициент равен высоте, производится как в [2]. Переход к не­
приводимым многочленам производится с использованием леммы 7.

Пусть Р (х )е Р п и xv x2,.. . ,xn -  его корни. Будем считать, что корни 
х2, ..., хп упорядочены таким образом, что Шех{ < 91ех2 < ... < 4Rexn. В случае 

равенства Уіех, =  'Лех, ранее будем записывать тот корень, у которого меньше 
модуль мнимой части, а в случае равенства модулей мнимых частей ранее по­
ставим тот корень, мнимая часть которого положительна. Зафиксируем е .

Выберем три любых корня х п , х 21 и х,, многочлена Р(х). Относительно каж­
дого из них все остальные корни упорядочим следующим образом:
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Введем обозначения:

I хн — xu I — H  , I x2l — x2j |— H  , I jCjj — x3l |= H  Y' , i = 2 , n . 

Определим целые числа и b; из неравенств

- — - <  ц,- < —, —— -< 0 , < —, —— -< у ,  <— , i = 2у  1 I J1 7 IJ* I 7 JT • I J1 " ' '

С фиксированной тройкой корней (х„,х21,х 31) многочлена Р(х) будем свя­
зывать целочисленный вектор Уід.з = Т = (l2,...,l„,s2,...,sn, k2, ...,кп). Все много­
члены Р(х) е Рп, имеющие один и тот же вектор J , объединим в класс Р„(Н, J ) . 
Пусть далее

............... ...  J - 1 , 1 ,  - I .

Лемма 8. Число классов Pn{H ,J )  конечно и зависит только от п и е .
Лемма 8 доказана в [3].
Рассмотрим четыре возникающие возможности

12Т +  р х < со| + v  1 + 1 1

1 . S2T + ^  <JL>2 +V2 1 1 (8)

b2T ^ft)3 + v 3 + l,

12Т '  + p, >(o, + v, + 1,

2. s2T~' +ql >a>2+v2+l, (9)

b2T ' +rx >co3 + v3 +1;

l2T~l + A  >coi + v i + Ь

3. +qx >co2 + v 2 + 1, (10)

b2T ~ 1 + ^ < 0 )3  + v 3 +1;

/2Г~' +/7, > 00, +v, +1,

4.  1 + # ,  < co2 + v 2 + 1 ,  0*1)

b^T + ^^c o 3+ v 3“("l.

В зависимости от выполнения неравенств (8), (9), (10), (11) объединим мно­
гочлены Р(х) е Рп(Н,J)  в классы первого, второго, третьего и четвертого типов 
соответственно.

Замечание. Рассмотрение остальных четырех случаев производится ана­
логично.

Лемма 9. Пусть 5 (8 ,со,,со2,сОз,у ,,у 2,Уз) -  множество вещественных векто­
ров ю =(©,, со2,ю3), для которых система неравенств (3) имеет бесконечное число
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решений в многочленах Р(х) е Рп с условием | xt -  х} |> 5 для любых i, j  и неко­
торого произвольного, но фиксированного 6 >0. Тогда для любого 8 имеем
цВ(6 ,co„ cd2,co3,v ,,v2,v3) = 0.

Доказательство леммы 9 незначительно отличается от леммы 10 в [3].

Лемма 10. Пусть B2((ol ,(o2>co3,v l ,v 2,v 3) -  множество вещественных векто­

ров со = (со,, со2, со3) , для которых система неравенств (1) имеет бесконечное чис­

ло решений в многочленах Р(х)  е Рг . Тогда ц.б2(со,,<о2,с0 з,у ,,у2,уз) = 0.
Лемма 10 доказывается аналогично лемме 11 из [3].

Обозначим через Доо1,со2,а)з,у1,у 2,уз) -  множество тех (ю,,со2,со3) е R3 , 
для которых система неравенств (3) имеет бесконечное число решений в много­
членах Р(х)  е Z[x ].

Предложение 1. Если выполнены неравенства (8) и

п -1  + 6ne, < l2T~' + р ] + s2T l + qx + b2T~' +r, , (12)

то мера множества L(co1,co2,co3,v l,v2,v3) равна нулю.

Доказательство. Воспользуемся неравенством Ч '(Я ) < Я *1. Тогда (3) при­
мет вид

|Р(со1) |< Я -“ ,Л  |Р (т2) | < Я - ^ \  |Р(ю3) |< Я -ю̂ ’ . (13)

Определим Pt(J) = (J  P„{H,J). Так как | xt |< 2, то из неравенства (5) по-
2'<Н<2'"

лучаем при j=n, что все (copco^coj) е R \  для которых выполняется система не­

равенств (13), находятся внутри куба [—3; 3] х [—3; 3] х [—3;3].

Разобьем его на равные параллелепипеды П со сторонами Я~Пі, Я "п’- и 

Я “п’ , где
г|, = со, +v, +1 - р, — 1/Зе,, r|2 = со2 + v 2 + 1 -^ , -1/Зе,, т}3 = co3 + v 3 + 1 - / ;  — 1/Зе,.

Будем говорить, что многочлен Р(х) принадлежит параллелепипеду П, если су­

ществует (со, ,со2,со3) е Я ,что I Дсо,) |< Я ^ 'Л  | Р(щ) \< | Р(со3) |< Н~ш̂ \

Пусть каждому параллелепипеду П принадлежит не более одного много­

члена Р(х) е Р'(Т). Тогда из (4) получаем, что мера со, е 5(хи) , для которых вы­

полняется первое неравенство системы (13), не превосходит c(n)2“'(“ ,4Vl+1"A>, 

мера <о2 e S ( i21), для которых выполняется первое неравенство системы (13), 

не превосходит c(w)2“'(“ 2+V:+,~?1>, мера со3 е S(x3i), для которых выполняется пер­

вое неравенство системы (13), не превосходит c(n)2“'(“ j4Vj*l_ri). Поэтому мера тех 

(со,,со2,со3) , со, е *S(jc,,), со2 € 5 (х 21), с о 3 eS(x3I), для которых выполняется сис­

тема неравенств (13), не превосходит с(п)2,{~п~х+р'+ч'*г').
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Число многочленов не превосходит количества параллелепипедов П. Сле­
довательно, мера тех (со,, а),,а>3) , для которых выполняется система неравенств
(13) хотя бы для одного многочлена Р(х) еР,(Т), оценивается сверху величиной

с(я)2/( '"“u^1̂ i+n)2 t̂l>,+vi+bA-1/3E|)2'(Q)2+v:+1"(/i-1/3Ei)2/(o33+v3+1-^'1/3Ei) с(п)2~№'

' y - l z ,

,=oz  сходится, то доказательство предложения 1 в этом 
случае следует из леммы Бореля-Кантелли.

Теперь предположим, что существуют такие параллелепипеды П, которым 
принадлежит два или более многочленов Р(х) е Pt( s ) . Пусть Р(х), Q(x) принад­
лежат П, тогда существуют такие точки (со„,со21,<а3,), ^ , 2 , 0 0^ , 0 )32), принадле­
жащие П, что

тах(|Р(©п)|,|е (ш 12)В < Я -" 'Л
тах(\ Р(ю2]) |, | Q((a22) |) < Н~аг̂ -, (14)

max{\P{v,n)\,\Q{<s>n ) \ ) < H - ^ .

Пусть xu(P),x2l(P),xn (P),xn(Q),x2l(Q),xu (Q) -  ближайшие к 

соп,ю21,ю31,ю,2,(о22,с0 з2 корни многочленов Р(х) и Q(x) соответственно. Из (4) и

(14) получаем тах(\ со, ,  -  х , , (Р) | ,  | со , 2  -  х , , ( 0 1) <  Н  ч + л , 

wax(|co21-x,,(P )|,|co22- x 2, ( 0  | ) < Я ^ ^ - ,+«, 

mox(|co3) - х 31(Р)|,|со32 - х 3, ( 0 | )  < Н~т,'*г~і+Г' .

Поэтому

\ * п ( р )  -  X u ( Q )  I ^  I * l l ( ^ )  - Ю ц  I +  I < ° П  - ® 1 2  I +  I ® 1 2  -  * 1 1  ( 6 )  I <

< с(п)(Н~ш'~*'~йр' + #~л' ) < с(п)Н~п' , (15)

I *21 (̂ ) “ *21 (0 N *21 (̂) ~ ®21 I + I ®21 ~ ®22 М ®22 ~ *21 (0 1<
<с{п){Н-а^ - - х+ч' +Н-ц'-)<с{п)Н-щ , (16)

I *31 (р) ~ *3, (Q) I ̂  1*31 (р) - ® 31 І + І ® 31 - 1»32 I + I ® 32 - *3. (0 1<
<с(п)(Н~а^ }-йг' +Н-щ)<с(п)Н~гь (17)

Оценим разность | * , і ( Р ) - * , , ( 0 | ,  і=2,...,п, учитывая, что из первого нера­

венства (8) следует l2T~1- s ,  <г|,

I *п (р ) ~ хи ( 0  I ̂  I *i 1 (р ) ~ * i 1 ( 0 1 + 1 * і 1 ( 0  ~ хи ( 0  |<

< с(п)(Н~ц' + Н ~!,т~'+е) < с(п)Н-'‘т",+Е‘ . (18)

Из (15) и (18) получаем

f l \ xn ( P ) - xu(Q)\<c(nW-"-p'Hn-l)s' . (19)
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Аналогично, учитывая, что из второго неравенства (8) следует s2r~ ‘ -е ,  <т)2, 
получаем

\xlx( P ) - x 2i(Q)\<c(n)H-*rW '. (20)
Из (16), (20) имеем

П I x2i( P ) - x 2i(Q) |< с(п)Н~ц'-~ч'н"~')£' . (21)
1=1

Из третьего неравенства (8) следует Ь2Т~] - в ,  < г|3, получаем

|х м( Р ) - х 3, ( 0 ! < с ( п ) Я - ^ ,+е'. (22)
Из (17), (22) имеем

П I x3i(P)- x3i(Q) I < . (23)
і=1

Аналогично оценим

П | х 1г(Р)-лгь.(0 |<
/=!

< с ( и ) П (I х12(Р) - хп(Р) I + 1 хи(Р) - * , , ( 0 1  + 1 xu(Q)-xJQ)  I) < c ( n W UT '
(24)

-Я+ле,

П I х22(Р) -  x2i(Q) I < ф ) Я (25)

П I  х32(Р) ~ * з , ( 0 1 < c(n)H~b'-T~'~r'+ne' . (26)
і=і

Поскольку многочлены Р(х) и Q(x) из они не имеют общих корней и
модуль их результанта | R(P,Q) |> 1. Из (12), (19), (21)-(26) имеем

1 < | R(P,Q) | < с{п)22и Y l  I хХр) ~ XjiQ) | < с{п)2,Пп ц' ^  1р' -^-^-ьг^г'-ыг'+ш-ъы < с(и)2-^,

Полученное неравенство при больших Противоречиво, что показывает, что 
параллелепипеды П, которым принадлежит более одного многочлена 
Р(х) е m i ) , не существуют.

Предложение 2. Если выполнены неравенства (8) и

4 - 0.5s < l2T~{ + р х + s2T~l +q{+ b2T~l + r{< n - 1 + 6nsl , (27)

то мера множества L((ol,(o2, a 3,\'l,v2,v3) равна нулю.
Доказательство. От системы неравенств (3) снова перейдем к системе не­

равенств (13). Положим

к = п +1 — (l2T  + Р\ 4- s2T + + Ь2Т * . (28)
Предположим, что

е < {£ } .  (29)
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Тогда из (27), (28), (29) получаем п -  [£] > 3. Учитывая (8) и (27), можно счи­
тать, что выполняется по крайней мере одно из трех неравенств

12Т~1 + р х <ш 1 +v, +1 -2{п  + l)s , , (30)

s2T~' +qx <со2 + v 2 + l - 2 ( «  + l)s 1, (31)

b2T~l + r, < Ш з+ у3 + 1 -2 (и  + 1)8г  (32)

Разобьем куб [-3; 3] x [-3; 3] x [-3; 3] на равные параллелепипеды П с ребра­
ми Я -0' , Я~°2 и . Если выполнено неравенство (30), а (31), (32) -  нет, то
положим

а , =12Т~1 +2(и + 1)£,, а 2 =s2T~\  а 3 - Ь 2Т~\

В случае выполнения всех неравенств положим

а, = 12Т_1 + (я + 1)е,, а 2 = s2T~' +{п + 1)е,, ст3 = Ь2Т~Х +{п + 1)е, .

Пусть, например, выполняются все три неравенства (30), (31), (32). Другие 
случаи рассматриваются аналогично. Пусть N(11) число многочленов, принадпе-

жащих П. Если N (I l )< c(n )H v , v = & - l - 0 , l £ ,  то суммарная мера тех

(со,, <в2, со3) € [-3; 3] х [-3; 3] х [-3; 3], для которых хотя бы при одном Р(;с) е Р„(Н, J) 
выполняется система неравенств (13), оценивается сверху величиной

/ / /;г '+52^1+'2Г''+2('>+1)с.^ * —!-<№ < с(л у̂ -̂-1-0,1е+(2л+2)е, <

Так как ряд * *' сходится, то для окончания доказательства предложе-
I

ния 2 в этом случае достаточно применить лемму Бореля-Кантелли.
Предположим сейчас, что существуют такие параллелепипеды П, что 

N(I7)> с(п)Н[к]~'Н{к)~0М ■ Зафиксируем один из таких параллелепипедов П и за­

нумеруем многочлены Рх{х), ..., Рт( х ) , принадлежащие П. Два таких многоЧЛ£.Ч5

Р, (х) = Нх" +  а '°, + ... +  af 'x + , Р.(х) = Нх" + а(п{\ + ... + a\j)x + а1!/ \  1 < i < j  < т

объединим в один класс, если аЦ\ = = а(Д к]+1.
Применим принцип ящиков Дирихле. Так число различных классов не превос­

ходит с{п)Н[ку\  то среди с(п)1Г многочленов существует не менее с(л)Я(і,~0,ІЕ, 
принадлежащих одному и тому же классу. Занумеруем эти многочлены

Р0 (* ),...,/)(* ), / = с(л)Я**!"°’,е и образуем новые многочлены

tt =/>(x)-P0(x), 1 = 1,...,/.

Все многочлены tt различны, имеют степень не выше п-[к]  и высоту не
более 2Н. Разложим любой многочлен Р(х),  принадлежащий П, в ряд Тейлора 
в окрестности корня хи (Р)
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/»(©,) = Р'{хх + -L Р \ х і , )(со, -  х,,  f  + . . .  + -1 Р(л)(х , , ) ( с о , -  х, , )" (33)
2! пі

Так как Р(х) принадлежит П, то существует такая точка (ю01,ю02 >са03) е ^  > что

| Р(со01) |< Я — ' , I Р(со02) |<  Н ~ ^ , I Р(со03) |< Н - ^ .

И з(4 )получаем

| <в01 -  хп |< , I со02 -  * 211< Я ^ ^ - ,+* , I со03 -  х31 |< Н - ^ - иг' .

Тогда, если (со0|,ю02,со03)е Я ,  то

|ю ,-со01 |< Я “°', |сй2-со02|<Я~%  |а>з - ю 031< Я -" 3.

Следовательно, имеем

К - * , ,  |< с(п)Н~І2Т'Нп+1)г' , (34)

I ®2 -  *21 1< с(п)Н~нТ ~(п+Х)г' , (35)

| (0 3 -  х311< с (« )Я "б2Г' ,-(л+1>61. (36)

Используя лемму 2 и (34), получим

| -  * „ )  l< c{n)Hl~p'~llT ~2z' , (37)

|JP‘°(x ll)(coI - х пУ I<c(n)Hl-pM̂ )c' H ^ r '-i(n+l)e' <c(n)Hl-p'-hT '-2t', i — (38)

I P{n\ x xx){CO,  -  хп)" |< с(п)Н1-пІ*т''-п{п+1)е' < с(п)Н1~л ~ІіТ ' 2е' . (39)

Из (33), (37), (38), (39) следует

| / >(со1) |< с(п)Н'~р,~'2Т ~2с' ■ (40)

Разлагая многочлен Р(х) , принадлежащий П, в ряд Тейлора в окрестности 
корня х2х(Р) и в окрестности корня хзх(Р), аналогично получим

|Р (со2) |< с(и)Я 1̂ - ^ ' - 2£', (41)

| Р(со3) |< с(п)Н'~г'~ыт '~2ц ■ (42)

Поскольку неравенства (40), (41), (42) выполняются для любого Р(х) е Р (Я, I ) , 
принадлежащего П, то для любого многочлена /,(х), 1 < г < / выполняются нера­
венства

| /,(©,) |< с(п)Н1~р,~1'-г '~и', | ф 2) |< ф ) Я ,-?' - ^ ‘-2£' , | /,(<о3) |< с (п )Н ' - ^ г ' и ' . (43) 

Рассмотрим три возникающие возможности:

а) Все t, - a tt(x), at e Z . Тогда среди многочленов г,.(х) существует много­

член R(x ) , высота которого не превосходит с(л)Я|~{*}+01Е. Из (43) получаем
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| *(«>,) |<с(н)Я(Л) ’-№0" , |Л(«в2) |< ф )Я (Л ) , |Л(«а3)|<с(л)Я(Л) •

Так как при выполнении (29)

Р , + 1гТ '1 + д , +  s2T~' + rt + b j " '  -  3 + 6в, ; п
1 — {А:} + 0,18 J ’

то для окончания доказательства в этом случае достаточно применить метри­
ческую теорему из [3].

б) Среди tt(x) имеются приводимые. Применим лемму 12, поскольку

р, + l2T~{ + <7 , + s2T ~1 + г, + b2Т~х -  3 + 6в, > п - [ к ] - 2 .

в) Среди многочленов t.(x) имеются хотя бы два без общих корней. Тогда 
применим лемму 3. Здесь при условии (29) можно считать

т ,  =  р { +  12Т ~ Х - 1  +  2е р х 2  =  <7, +  s2T ~x - l  +  2s, ,  т 3 = r x + b 2T - l  +  2Sp 

Лі =ІгТ~] + (я  + 1)вр ц 2 = s2T~x + (и + 1)е„ г|3 = ЬгТ ' х + ( / 1  + 1)8,.

Случай 0 < {А:} < е требует незначительных изменений, связанных с выбо­
ром параметров.

Предложение 3. Если выполнены неравенства (8) и

г < l2T~x + р х + s2T~' +qx+ b2T~1 + r{ < 4 -  0,5e , (44)

то мера множества Z(co1,cD2,co3, V p V 2, v 3)  равна нулю.

Доказательство. Многочлены Р{х) = Нх" + ап_,хп'' +... + ахх + а0 из множества 
Рп(Н, I)  объединим в один класс Р„(Н, I ,  с ) , если они имеют один и тот же век­
тор с = (ап_,, ...,аъ). Пусть а,(Р) -  множество вещественных чисел со,, удовлет­
воряющих неравенству

\ ^ - xn \<2nH ^ W '{ H ) \F { x u)\~\ 
о 2(Р) -  множество вещественных чисел <а2, удовлетворяющих неравенству 

|ю2- х 21 \ < Т Н - ^ - { Н ) \ Р ' { х 21)\-\

СГ3(Р )- множество вещественных чисел га3, удовлетворяющих неравенству 

l°)3 ~ xi\ l< 2пH~a,x¥v' (Н) \ Р'(хп ) \~\ 

т,(Р) -  множество вещественных чисел со,, удовлетворяющих неравенству

Iю! -■*„ 1<2"Н~а' | Р'(хп) Г', 

х2(Р) -  множество вещественных чисел со2, удовлетворяющих неравенству

К - * 2 ! \<ТН-а'-\Р\х21)\-\

т3(Р) -  множество вещественных чисел со3, удовлетворяющих неравенству

|ю3- * 31 \ < Г Н ^ \ Р ’(хп )\-\
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где а ,,а 2,а 3 выбраны следующим образом

/2Г _1 + рх < 1 +<х, -0 ,2 е , s2T~' +qx < 1 + а 2 - 0 ,2e,b2T~{ + rx < 1 + а 3 - 0,2е ,

а, + а 2 + а 3 = 1, а, < со, ч-v,, а 2 <ю2 +v2, а , <со3 +v3.

Ясно, что а,(Р)с=т,(Р), а 2(Р)ат2(Р), а 3(Р) с т 3(Р).

Из (4) получаем, что все со, е S(xu), со2 е S(x2l), со3 е S(x3l), удовлетворяющие 
неравенствам

|Р (со ,) |< Я ^ |'Г '(Я ) ,  \Р(а2)\<Н-а^ ( Н ) ,  |Р(со3) |< Я ^ 'Г ’(Я)

принадлежат множествам а ,(Р ),а 2(Р ),а 3(Р), т ,(Р ),т2(Р ),т3(Р) соответствен­

но. Пусть (сор со2,со3)е т ,(Р )х т 2(Р )х т3(Р). Тогда имеем

| ^ 11)((Й1- х 11)|<2"Я -а‘ , (45)

|Р (0(*„)(© , |<с(п)Н'-р‘ч"-і)і'Н-іа'-і+ір' < с{п)Н ^ \  і -  2,..., и — 1, (46)

|Р (,,) (*„)(<», \<c(n)H]-"x' n+np'<c(n)H~a\  (47)

Из неравенств (45), (46), (47), используя разложение (33) многочлена Р(х), 

получаем при со, ет,(Р ) | Р(со,) |< с (и )Я 'а' ,

для ю2 е т2(Р), ю3 е т3(Р) аналогично получим

| Р(ю2) |< с(п)Н~а-, | Р(ю3) |< с(п)Н-а3.

Область Д(Р) = т ,(Р )хт2(Р )хт3(Р) назовем несущественной, если в классе 
Р„(Я ,?,с) найдется такой многочлен Q (x) , что

ц (Д (Р )п Д (0 )> іц Д (Р ) .

В противном случае область Д(Р) будем называть существенной.

Если область Д(Р) существенна, то каждая точка (со,, ю2, со3) е [-3; 3] х [-3; 3] х [-3; 3] 
принадлежит не более чем восьми существенным областям и поэтому

£  (хД(Р) < 8 * 63
Р(х)еР„(Н ,Т ,с)

Из неравенства ц(с,(Р)хст2(Р )ха 3(Р))< цД(Р)Я^"+3хР(Я)получаем 

X  ц(а,(Р) хст2(Р) х о 3(Р)) < ф ) Я - +М Я )
Р {х)еР „{Н  J  ,с) ’

X  й(ст1(-Р)хст2(Р)хст3(Р))<с(и)4,(Я)
Р(х)еРа(Н ,1 )
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Поскольку ряд X  ^{Н)  сходится, то по лемме Бореля-Кантелли множе-Н-Л
ство (со,, ю2, ю3) , попадающих в бесконечное число существенных областей А(Р), 

имеет меру нуль.

Если область Д(Р) несущественна, то

|т2(Р )п т 2(0 ) |> 1 |т2(Р)|, |т3(Р )п т 3( 0 |> 1 | т 3(Р)|,

и на интервалах J, = x 1( P )n x , (0 ,  J 2 = т 2( Р )п т 2( 0  и J 3 = т3(Р )п т 3( 0  мно­

гочлен R(x) = P(x)-Q{x)  удовлетворяет условиям

|/г((в ,)|<с(л)Я 'ч“ > | Р(со2) |< с(л)#~“ % \Л(аг) \< с(п )Н ^ ,  degR< 2. (48)

Если |x ,(/? )-jc2(i?)|>6 , где 8 произвольное, но фиксированное число, то 
высота многочлена R(x) удовлетворяет неравенствам

H{R)<c(n)\P\xu)\, Н (R) < с(п) | Р’(х21) |, H(R)<c(n)\P'(x3l)\. (49)

Из (44), (48), (49) получаем для (со,,о)2,ю3) е / ,  x J 2x J 3

| Р(со,)Р(©2)Р(ю3) |< с(п)Н~*  < с{п)Н~1~* .
Далее, используя лемму 6 и метрическую теорему из [3], заключаем, что 

множество (о,,сй2,со3) , попадающих в бесконечное число несущественных об­
ластей А(Р), имеет меру нуль. В случае | *,(./?)- х 2(Д) |<8 используем лемму 6 и 
лемму 10.

Предложение 4. Если выполнены неравенства (8) и 

I2T  4- р х + s^T -ь + b2T  -f- < в , 

то мера множества Z^cOpCo^o^VpVjjVj) равна нулю.

Доказательство. Многочлены Р(х) = Нх" + ап_{х"~' +... + atx + aQ из множества 
Р„(Н,1) объединим в один класс Pn(H ,J ,d ) ,  если они имеют один и тот же 
вектор d = (ая_,,...,а3). Определим а,(Р), а 2(Р), а 3(Р) как в предложении 3, а 
т,(Р) как множество вещественных чисел ©,, удовлетворяющих неравенству

|ю , - х 11|< 2 -"- '(л + 1 г1т х и ) г |,

т 2(Р ) как множество вещественных чисел со2, удовлетворяющих неравенству

1®2 “ *21 1< 2^ ' ( П+^У1\Р'(Х2))\~Х>

т 3(Р)  как множество вещественных чисел со3, удовлетворяющих неравенству

| © з  — х 3 1 1< 2~п~\п  + 1 ) - 1 1 Р '(х31) I- 1 ,

Используя разложение (33) многочлена Р(х) в окрестности корня хи и не­

равенство J Р(0(со]) |< г!3"(и +1)/^, 1 = 2,..., л,
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для со, е [-3 ;3 ], получим

|Р '( * „ ) (ю ,-*11)І<2-',>  + 1Г,1 

|P<0(jcu)(ffl| -х „У  |<3',(« + 1)Я2-,(л+1)(п + 1)-'Я-,+ЕІ <(и + 1Г12-"-‘, і = 2 , п,

| Р К ) |< 2 - ”-',

аналогично для ю2 е [—3;3], получим |Р(ю2)|< 2  ^ 1, 

для со3 е [—3; 3], получим | Р(ю3) |< 2~п"'.
Если область А(Р) существенна, то из неравенства

ц(а,(Р)хст2(Р )х а 3(Р)) < цА(Р)Я-"+3Т (Я )
получим

£  ц (а ,(Р )х а 2(Р )х а 3( Р ) ) < ф ) Х  X  Ц А (Р )Я "+3Т (Я ) < с(л)^(Я ),
Р(л)еР„(Н ,7 ) d P (x )z P '(H J ,d )

Снова применим лемму Бореля-Кантелли.
Если область А(Р) несущественна, то для многочлена R(x) = Р{х) -  Q(x) имеем

|Я (с о ,) |< 2 -" , | Л(со2) |< 2~”, |Л(оо3) |< 2 '" ,  degR(x)< 1.

Отсюда заключаем, что мера указанных (<й,,со2,со3) не превосходит любого 
наперед заданного положительного числа. По лемме 6 множество (сОр<й2,а>3), 
попадающих в бесконечное число несущественных областей, имеет меру нуль.

Предложение 5. Если выполнены неравенства (9), то мера множества 
I(co,,a)2,(o3,v 1,v2,v 3)paBHa нулю.

Доказательство предложения 5 незначительно отличается от доказатель­
ства предложения 8 из работы [8].

Предложение 6. Если выполнены неравенства (10) и

2 -ю , - V ,  -со2 - v 2 -  2(я -  1)е, < Ь2Т~1 + г, <со3 + v3 -1  + 2яе,,
то мера множества Z(a>,,c0 2 ,(0 3 ,v 1,v 2 ,v3) равна нулю.

Предложение 6 доказывается аналогично предложению 2.

Предложение 7. Если выполнены неравенства (10) и

b2T~' +rx < © 3 + v 3 -1  + 2те,, 

е < Ь2Т~Х +гг < 2 -ю , -V , -со2 - v 2 -2 (и  - l) s , ,
то мера множества Z,(c0 ,,a>2,(0 3,v p v 2)v 3) равна нулю.

Предложение 7 доказывается аналогично предложению 3.

Предложение 8. Если выполнены неравенства (10) и

Ь2Т"] +  г, <со3 + v 3 -  l + 2ns,, 

b2T~l + rx < е ,
то мера множества Z,(c0 pa>2,a)3,vpv2,v 3) равна нулю.

Предложение 8 доказываются аналогично предложению 4.
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Предложение 9. Если выполнены неравенства (10) и

со3 + v , -1  + 2ле, < ЬгТ ~1 +  гх,
то мера множества I(co1,co2,(o3,v1,v2,v3) равна нулю.

Для доказательства предложения 9 требуется совместить рассуждения пред­
ложений 1 и 5.

Для анализа классов четвертого типа строятся оценки для величины

s2T~x +q{ + b2T~x +rx 
и проводятся рассуждения, как для классов первого и третьего типов.
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S U MMAR Y
It has been proved that the system of inequalities

<|/Y<j>2 ; | < H ' “ 24 'U:! (H)

|iYco3; | < i r <fl3'FU3 ( H) '
where й>,+со2+ш3 = n - 3,u;+o2+u3 = 1, has only a finite number of solutions in polynomials 
P(x) e Z\x] for almost all (coj, m2 > “ з ) 6 r3 ■
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