
К ВОПРОСУ О РАЗРЕШИМОСТИ 
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА
Рассмотрим нелинейное уравнение Ляпунова вида

—  = A{t)X + XB(t) + F(t,X), Х е Г ' ,  (1)
dt

где Л, В е С(/, 5R'0M), FeQDp, №ет), /=[0, со], Dp={{t,X): tel, И <р}; <в, р>0. Предполагаем,

В.Н. ЛАПТИНСКИЙ, ИМ  МАКОВЕЦКИЙ
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что функция F(t, X) удовлетворяет в Dp относительно X  условию Липшица с 
постоянной Ь>0. Это уравнение является обобщением хорошо известных 
дифференциальных уравнений Ляпунова, Риккати (см., например, [1-4]).

Будем исследовать двухточечную краевую задачу для (1) с условием

MX(0) + NX(a>) = 0, (2)

где М, N — вещественные (пхп) -  матрицы.
Задача (1), (2) мало изучена. Качественными методами она рассматрива

лась в [5]. С помощью конструктивных методов [6, гл.2, гл.4] периодическая кра
евая задача для уравнений типа (1) рассматривалась в [7, 8].

В данной работе задача (1), (2) исследуется на основе конструктивного ме
тода [6, гл. 1].

Примем следующие обозначения:
а = mao\A{t)\, р = mao\B{t)\, h = J7mj|F(/,0)||, 

ц = тах{ | M|,||iV||}, у = ||(АГ + N ) '11 q = уц(а + Р + о,

|Х | |с

где tel, |Н| -  мультипликативная норма матриц, например, любая из норм, приве
денных в [9, с.21], С=С(1,1Rnx”) -  банахово пространство непрерывных (пхп) -  
матриц.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: det(M+N)*0, q<\, уцюА/ 
(1-?)<р. Тогда в области £>р решение задачи (1), (2) существует, единственной 
представимо как равномерный предел последовательности матричных 
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением.

Доказательство. Пусть X=X{t) -  решение задачи (1), (2). Тогда из (1) имеем:

X (t) = X (t0)+  Дл(т)Х(т) + Х(х)В(х) + F(x, Х (т))] dx, (3)
h

где t0el.
Запишем (3) в следующем виде:

Х (/0) = X(t) -  ][А(х)Х(х) + Х{х)В(х) + F(х, A-(t))] dx. (4)
*0

Используя (4), получим из (2):
t

(М  + N )X (t) = М  Д^(х)Х(х) + АГ(х)Я(т) + F (x,X (x))] dx -
о(0

-  N  Дл(х)Х(х) + Х(х)В(х) + F (х, * ( ! ) ) ]  dx. 
t

Отсюда имеем матричное интегральное уравнение

Х(0  = (АГ + Л Т '|м  Дл(тЩ х) + Х(х)В(х) + F(x, Л^х))] dx -

-  iv ][^(T )X (x) + Х(х)В(х) + F(x, А'(х))] dx [. (5)
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Верно и обратное: всякое непрерывное решение уравнения (5) является 
решением задачи (1), (2). Это нетрудно показать с помощью приёмов, использу
емых в [6].

Для исследования разрешимости уравнения (5) воспользуемся принципом 
Банаха -  Каччиопполи [10] сжимающих отображений. Запишем уравнение (5) в 
операторном виде

х  = L(X), (6)

где через L  обозначен соответствующий интегральный оператор в (5).
Для произвольной матрицы X(t), принадлежащей шару |Х||С < р, имеем:

I! /
\\LX\\ < I( М  + N Y 11 М  Д Л ( т Щ т )  +  Х{х)В{х) +  F(x, АГ(х))] dx -

II
-  N  J[/*(x)X(x) + Х(т)В(-с) + F(x, Х(х))] dx < 

< у j |М\ jf ||Л(х)Х(х) + Х(х)В( х) + F(x, X(x))\\d 

+ | 7V||]  \\А(х)Х(х) + Х(х)В(т) + F(x, Х (х))||л | <

Ш
£ уц jl Ж х )В Д  + Х(х)В(х) + F(x, АГ(х))|| dx <

:Х +

< уц Да|Х(х)\\ + Р||Х(х)|| + L\\X(x)\\ + h]dx<
о

< уц(а + Р + L)ю| Х\\с + уцюй <qp + уцюй <

<qp + ( \-q )p  = p.

Отсюда следует

М с ^ Р -  <7)
Далее выясним вопрос о сжимаемости оператора L  на шаре ||АГ||С <р. Из 

(6) имеем для всех X, Fтаких, что j|A"|c < р , |к||с < р :

l x - l y =

= (M  + N )-l l.M  j[^(x)X (x) + Х(х)В(х) + F{x, X(x))]dx -

•  1
-  N  Д^(х)Л-(х) + X(x)B(x) + F(x, X(x))]dx I -

- (М  + ЛО-'J M\[A(x)Y{x) + Y(x)B(x) + F(x, F(x))]rfx -
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-  N  /[л(т)Г(т) + ¥(х)В(х) + F(x,Y{x))\lx j  =

= (М  + N ) '1 М  j[A(x)(X(x) -  F( х)) + (Л'(т) -  Y(x))B(x) -
О

+ (F (x,A -(i))-F (x,F (x)))]dx-
СО

-  N  Дл(х)(Х(х) -  Г(х)) + (Х(х) -  У(х))В(х) +

+ (F (T ,*(T ))-F (T IF(T)))]rfxj.

Выполнив оценки по норме в (8), получим

JLX  -  LY\ < |(М  + iV )-'|L |[^(T )(X (T) -  F(т» + (Х(х) -  Y(x))B(x) -
II  О

+ ( /?(x,A'(x) ) - F ( tsF(t) ) ) ] * -
G)

-  N  f[^(x)(X (x) -  F(x)) + (Х(х) -  Y(x))B(x) + 
t

+ {F{x,X(x))-F{x,Y{x)))} dx

<y
t

|ЛГ||Л1^(т)(ЛГ(х) -  F(x)) + (X(x) -  Y(x))B(x) -
0

+ (F  (т, X  (x)) -F (x ,Y  (x))| rfx +

+|Лг||}||^(т)(Х(т) -  F(x)) + (X(x) -  Y(x))B( x) +
t

+ (F (x ,X (t))-F (x ,F (t)))[ dx

CO

< уц J|A(x)(X(x) -  F(i)) + (АГ(т) -  F(x))2*(x) - 
0

+ ( f  ( ij X  (x)) -  F(x, F(t)))| <
0)

< уц J[(a + p + Z )|*(x ) -  F(x)||]jx < 
о

< уц(а + p + Ь Ц Х  -  F||c = q\X -  F||c.

(8)
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Отсюда имеем
\L X - L Y \c i<% X -Y \c. (9)

Соотношения (7), (9) являются условиями принципа Банаха -  Каччиопполи 
применительно к (6). На основании этого принципа заключаем: уравнение (5) 
однозначно разрешимо в области Dp. Стало быть, решение задачи (1), (2) су
ществует и единственно в указанной области.

Для построения решения X(t) этой задачи воспользуемся следующим мето
дом последовательных приближений:

Х м  (0 = {М  + Л Т 1 |л г ДЛ(х)Хк(х) + X , (т)В(т) + F(x,Xk (т))]л  -

-Л Г р (х )Х *(0  + Х 4(0 а д  + ̂ (х,ДТ*(х))]л|, к = 0,1,2,..., (10)

где Х=0.
Индукцией по к нетрудно показать, что р * ||с < р Д  = 1,2,...
Получим оценку, характеризующую скорость сходимости алгоритма (10):

X M ( t ) - X k(t) =

= (М  + N)~l |м  p ( x ) ( * t (т) -  (х)) + (Х к (х) -  Х к_х (х ))В(х) +

+ F  (х, Х к (х)) -  F  (х,Хк_х (х))]Л  -
0)

-  N  Д л (т )(** (х) -  Х к. х (х)) + (Х к (х) -  X t_x (х))В(х) +

+ F (x ,X k(x ))-F (x ,X k_l (x))] а | ,

*  = 1,2,... (11)

Выполнив оценки по норме в (11), получим рекуррентную оценку

\\Xk+l- х к\с <q\\xk -Х ,_,||с , *= 1 ,2 ,... (12)

Используя оценку (12), имеем

l * - * * l c s r i d M c -  * - 1 . 2 . -  <13>* ч
В заключение отметим, что используемый в работе [5] подход к задаче (1),

(2) приводит к системе двух матричных уравнений относительно Х(/), Х(0) и та
ким же алгоритмам построения решения. Подход из [6], как видим, даёт одно 
соотношение вида (10).
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SUMMARY
Constructive sufficient conditions of an univalent resolvability of a two-point boundary 

value problem for nonlinear Lyapunov equation are obtained.
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