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К ЗАДАЧЕ О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ 
УРАВНЕНИЯ ТИПА ЛЯПУНОВА

Теории периодических решений дифференциальных уравнений посвящена 
обширная литература. Достаточно полную информацию о периодических реше­
ниях дифференциальных уравнений дают конструктивные методы (см., напри­
мер, [1-4]).

Данная работа является продолжением [5]. На основе подхода [3, гл.2] ис­
следуется задача о периодических решениях периода со дифференциального 
уравнения

где A(t), К] (t), F(t) -  непрервные со-периодические (пхп)-матрицы, К0 -  по­
стоянная матрица, X- -  вещественный скалярный параметр. Получены коэффи­
циентные достаточные условия существования и единственности и разработан 
эффективный алгоритм построения со-периодического решения уравнения (1) 
в одном вырожденном случае, а именно в случае, когда

где t е[0,со], ||.||-мультипликативная норма матриц, например, любая из норм,
приведенных в [6, с. 21].

Имеет место следующая
Теорема. Пусть выполнено условие (2), а также условия

(1)

В( со) = 0, (2 )
где

СО
В(ф)= |л((т)Л.

О
Примем следующие обозначения:

о

Ро = M l-  Pi = max\\K^t% г = Ц/ ^ 1 , в = \х\,

q(s) = eqi + £2q2 + e3q3, ||X|C = max ЦД̂ ОЦ,

detK§ & 0 , 

d e tP *  0 .
(3)

(4)
0 < q(s) < 1. (5)
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Тогда со -периодическое решение уравнения (1) существует, единствен­
но и представимо в виде

ХЦ,Х) = \ Х _  2 + 7 * - ,( 0 +  (6)
£  х  к =о

где со -периодические матрицы А 'г _ 2  (О* г -  0» Ь — 9 определяются рекуррен­
тным интегральным соотношением.

Доказательство. Согласно [6, с. 215] рассматриваемая задача эквива­
лентна со-периодической краевой задаче для уравнения (1) с условием

^(О Д ^Х С соА ). (7)

Сначала получим матричное интегральное уравнение, эквивалентное зада­
че (1), (7). Пусть X  = X(t,X) -  решение этой задачи. Тогда из (1) на основании 
(7) имеем

j[x  А(х)Х(х, А,)(аГ0+  Х2К {(х))+ F(x) dx = 0. 
о

Используя (3), получим из (8)

СО СО ,  СО

\A{x)X(x,X)dx = - A 2 ^A{x)X(x,k)K\(x)dx K q ] -----\ F {x )d x K ^  .
0 о ^ 0

Далее воспользуемся следующей формулой:
СО СО

|Л(тЩ т, X)dx = В (шЩ со, X) -  \В(х)Х(т, X)dx,
0 0

где
■ d X (x ,X )Х ( х,а) —

dx

Тогда из (9) с учетом (1)-(3) получим

\P{x)X(x,X)dx  =  - X 2 \ P (x )X (x ,X )K x(x)dx +
О о

(8)

(9)

Ш 1 1
+ X\А(х)Х(х, X)Kx(x)dx К02 + —  \F(x)dx Ко2- -  \B{x)F(x)dx К01. (Ю)

о о

Из (1) имеем

Х(х,X) =  X(t,X) -  Я.)(*Г0 + X2K\(a))+ F(a) da. (11)
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Используя (11), получим из (10)
© t

X(t,k) = P  1 (со) J> (t) ch |[аЛ(стЩ ст,к) (k 0 + >.2ЛГ,(ст))-і- F (a )] do -
0

■k2 P~l ((D) JP(тЩ т ,Х О Д т)dxK^ + XP~l (a) |Л (т Щ т Д Ж ,(т )chKq'
0 0

,  0 )  . 0 3

+ —  P X (CO) Jf(T ) ch К о 2 -  -  P l (CO) |5(T)F(T) c h K o 1. (12)

Матричное интегральное уравнение (12) эквивалентно задаче (1), (7).
Решение уравнения (12) будем искать в виде (6). Подставляя (6) в (12) и 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях к, получим
ш

X_2 = p - l (m)lF(i)chKo2,

Х_,(0 = Р '/ (со) lP(x)chjA(a)X_2dcsKQ+ \A(x)X_2K^x)chKQ2 -

\B(x)F(x)dxKQl

X0(t) = P~l (a) J> (t) ch JЛ(ст)(Л'_,(с)Я0+ F(a))da -

Ш Ш
-  \P(x)X_2Kx(x)dxK^ + \А(х)Х_ха Ж х{х)сЬЩ-

Xk(t) = P~l (co) } Д т )  dx |Л (а )(^ _ /(а )Л Г 0+ Xk_3(o)Kx(o))do - 
О X

-  \P(x)X^2(x)Kx(x)dxK^+ \A(x)Xk_,(x)Kx(x)dxKQ
о 0

Докажем равномерную no t e R сходимость ряда (6). 

Поскольку ЦД(т)| < a t, то (^("ОЦ ^  о?х.

-2 , к = 1,2,, (13)
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Далее имеем оценку:

W  VJJ ( w

J|P(t)|||/ - x\dx < ^a^x\t-x\dx = <x2 Jx(/- x)dx + Jt(t -  t)dx
Vo

Отсюда следует

= ■ ^-(2P -3co2/ + 2co3) < - j a 2co3.

max (1|/*(т)]||/ -  x\dx < ̂ a 2tt>3.
0<t<a>‘ 3

Выполним оценки по норме в (13)

Ш I/
Л И Ч | Л И ^ Ц ^ .К а ) ! |ЛГ0| + \\хк_3(а)\\ 1лг2(ст)|)лт
0 |т

2(т)|||іі:1(т)||л ||лГо1||+ /|И(т)|| ||^_ ,(т)|! Ці5Гі(т)| с/т Цлго21| ̂

= ?l|-x ') t- l|c  +Я2\х к -2  ||с  +43 \х к-Ъ Не­

откуда следует рекуррентная оценка

ІІ-^АІС -0 l| |* A - l| |c  + Я2ІХ к - 2 І с  + ЯЗІХ к -З ІС ' к  = 1,2,.... (14)

На основании оценки (14) с помощью приемов, используемых в [3], можно 
доказать, что ряд (6) сходится равномерно относительно t е R в ^-области, оп­
ределяемой условием (5). Тогда согласно [7, с. 160] сумма X(t,X) этого ряда 
представляет собой решение уравнения (12). Единственность решения 
X  = X(t,X) нетрудно доказать методом от противного, используя условие (5).
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S U MM A R Y
The topical questions of the constructive theory of the periodic solutions of the Ljapunov's 

type matrix differential equation in singular case are investigated. Coefficient sufficient conditions 
of existence and uniqueness of the periodic solution are obtained. The effective algorithm of 
construction of this solution is developed.
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