
УДК 512.548

A M  ГАЛЬМАК

n-АРНЫЕ АНАЛОГИ ХОЛЛОВСКИХ ПОДГРУПП
Холловские n-арные подгруппы определяются [1] аналогично холловским 

подгруппам [2]: если л -м нож ество  простых чисел, то п-арная подгруппа
< В, [ ] > конечной n-арной группы < А, [ )  > называется п-холловской, если её по­
рядок |В| является наибольшим я-делителем порядка |А|, т.е. |В| = |А|я. Если п = {р}, 
то {р}-холловская n-арная подгруппа называется р-силовской.

Следующее определение является естественным в силу того, что все клас­
сы конгруэнции, определённой на n-арной группе, имеют одну и ту же мощность 
[3, предложение 10.11].

1. Определение. Порядком конгруэнции в n-арной группе называется мощ­
ность смежных классов этой конгруэнции.

Если р -  конгруэнция n-арной группы < А, [ ] >, то для обозначения её порядка в 
n-арной группе будем использовать символ ||р||. При этом, если ||р|| < да, то р -  назо­
вём конечной конгруэнцией. В противном случае р -  бесконечная конгруэнция.

2. Определение. Конгруэнция р конечной n-арной группы < А, [ ] > называ­
ется п-холловской, если её порядок в < А, [ ] > равен |А|Я. В частности, если я = {р}, 
то я-холловская конгруэнция называется р-силовской.
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Порядок конгруэнции р в n-арной группе < А, [ ] > не следует путать с её по­
рядком |р| как подалгебры в А2. Согласно следствию из [3, с. 169]

|А| = м - т
для конечной n-арной группы < А, [ ] >.

Допуская вольность речи, в случаях, когда не возникает разночтений, будем 
говорить и писать “порядок конгруэнции” вместо “порядок конгруэнции в п-арной 
группе”.

Существуют примеры n-арных групп, не имеющих холловских n-арных под­
групп, но обладающих нетривиальными холловскими конгруэнциями.

Имеет место
3. Предложение. Пусть р и а -  конечные конгруэнции, < С, [ ] > -  конечная 

n-арная подгруппа n-арной группы < А, [ ] >. Тогда справедливы следующие ут­
верждения:

л и , и ІІР ІМ М .
1> 1 И 1 -  ЦрПсН ’

- I I  Н |_  І ІР ІН С І  _ І ІР ІІ- ІС І  nnam nRnrn г
2) ||рс11 -  Ў Т п ^  -  [ й ч Г п с ]  ^  любого а е С
Если А -  группа с единицей е, р и а -  её конгруэнции, то

(рст)(и) = р(е)ст(е)и

для любого и 6 А. В частности, (рст)(е) = р(е)ст(е). Отсюда и из теоремы 1 [4] 
получается следующая

4. Лемма. Если < А, [ ] > -  n-арная группа, р и а  её конгруэнции, a, b е А, то

(рст)(Ь) = р(а) @ а(а) @ b = [р(а)а а ... а а(а) а а ... а Ь],
n -3  п~3

(рст)(а) = р(а) @ ст(а) = [р(а) а а ... а а(а)].
п-3

5. Лемма. Пусть а -  конгруэнция, < С, [ ] > -  n-арная подгруппа n-арной груп- 
пы < А, [ ] >. Тогда < стС, @ > -  подгруппа группы < А, @ >, причём

оС = [а(а)а а... а С] для любого а е А.
П-3

6. Следствие. Пусть ст -  конгруэнция,< С, [ ] > -  п-арная подгруппа п-арной 
группы < А, [ ] >. Тогда стС = [а (а )с ... С] для любого а е С.

П-1

7. Следствие. [3, лемма 9.8]. Пусть < В, [ ] > и < С, [ ] > -  n-арные подгруппы 
n-арной группы < А, [ j >, причём < В, [ ] > полуинвариантна в < А, [ ] >, и пусть рв -
конгруэнция, определяемая < В, [ ] >. Тогда рвС = [В ... ВС].

П-1

Доказательство. Если а е В, то по предложению 7.4 [3], рв(а) = В, откуда и 

из леммы 5 следует рвС = [В а а ... а С]. Так < В, [ ] > -  n-арная подгруппа, то из
— п-3

а € В вытекает а е В . Поэтому из последнего равенства следует доказываемое 
равенство. Следствие доказано.
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8. Лемма. Если р -  конгруэнция, < В, [ ] > -  n-арная подгруппа n-арной груп­

пы < А, [ ] >, то < рВ/р, (Р(а)) > = < рВ/р(а), @ >, для любого а е рВ.

Доказательство. Так как а = р П (рВ)2 -  конгруэнция на рВ, то по теореме 1

[4], < рВ/a, (£х(а})> = < рВ/а(а), @ > для любого а е рВ, откуда, учитывая а(а) = р(а)

и обозначение рВ/a = рВ/р, получим < рВ/р, (рОф > = < рВ/р(а), @ >. Лемма до­
казана.

9. Теорема. Пусть р -  конгруэнция, < В, [ ] > -я-холловская n-арная подфуппа

конечной n-арной группы < А, [ ] >, а е В. Тогда: 1) < В П р(а) , @ > -  я-холловс- 
кая подгруппа группы < р(а), @ >, а < рВ/р(а), @ > -  л-холловская подгруппа груп­
пы < А/р(а), @ 2) < рВ/р, [ ] > -  л-холловская n-арная подгруппа n-арной группы
< А/р, [ ] >.

Доказательство. 1) По теореме 1 [4], < р(а), @ > -  инвариантная подгруппа 
группы < А, @ >, а так как а 6 В, то < В, @ > также подгруппа в < А, @ >, которая к 
тому же л-холловская. Так как р(а) @ В = В @ р(а), то по лемме 15.2 [2],
< B f|p(a), @ > -  л-холловская подгруппа в < р(а), @>.

По лемме 9.5 [3], < рВ, [ ] > -  n-арная подгруппа в < А, [ ] >. Так как а е В, то
< В, @ >, как уже отмечалось, л-холловская подгруппа в < А, @>. Кроме того, по 
лемме 5, рВ = р(а) @ В. Снова применяя лемму 15.2 [2], заключаем, что
<  Р(а) @ В/р(а), @ > = < рВ/р(а), @ > -  л-холловская подгруппа группы < А/р(а),@>.

2) По лемме 8,

< рВ/р(а), @ > = < рВ/р, (Р(аТ) >, < А/р(а), @ > = < А/p, (Р ® )  >.

Поэтому из доказанного в 1) и равенств

|< рВ/р, @ )  >| = |< рВ/р, [ ] >|, |< А/p, @ )  >| = |< А/р, [ ] >|

вытекает, что < рВ/р, [ ] > - л-холловская п-арная подгруппа в < А/р, [ ] >. Теорема 
доказана.

10. Теорема. Пусть < В, [ ] > -  л-холловская, < С, [ ] > — полуинвариантная 
n-арные подгруппы конечной n-арной группы < А, [ ] >, причём В ПС *  0 .  Тогда
< В ПС, [ ] > -  л-холловская n-арная подгруппа в < С, [ ] >, а

< [В С ...С ]/С , [ ] > = < [В ... ВС]/С, [ ] > -
n - l  п-1

л-холловская n-арная подгруппа в < А/С, [ ] >.
Доказательство. По предложению 7.4 [3], < С, [ ] > определяет в < А, [ ] > 

конфуэнцию рс, причём рс(а) = С для любого а е С. Поэтому, если а е В ПС, то 
по теореме 9, < ВПС, @ > -  я-холловская подгруппа в < С, @ >, и значит
< В ПС, [ ] > -  л-холловская n-арная подгруппа в < С, [ ] >.

Согласно следствию 7, рсВ = [В С ... С], откуда и из теоремы 9 следует, что
п-1

< [В С ... С]/С, @ > -  л-холловская подгруппа группы < А/С, @ > для любого
п-1

а е В ПС. А так как по следствию 2 [4], < [ВС ...С/С, © >  = < [В С ... С]/С, @ > для 

любого а е С, то из п-1
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|< [В С ... С]/С, [ ]> |  = |< [В С ... С]/С, ©>|
п-1 п-1

следует, что < [В С ... С]/С, [ ] > -  я-холловская п-арная подгруппа в < А/С, [ ] >.
Осталось п р и м е т ^  лемму 5.22 [3], согласно которой [В С ...С ] = [В ...В С ]. 
Теорема доказана.

11. Предложение. Пусть р и о -конгруэнции конечной n-арной группы< А, [ ] >, 
причём су -  я-холловская, а е А. Тогда < p(a)f|cr(a), @ > -л-холловская подгруппа 
группы < р(а), @ >, а < (рст)(а)/р(а), @ > -  я-холловская подгруппа группы
< А/р(а), @ >.

Доказательство. По теореме 1 [4], < р(а), @ > и < а(а), @ > -  инвариантные 
подгруппы группы < А, @ >. Поэтому

р(а) @ сг(а) = ст(а) @ р(а).

А так как < сг(а), @ > -  я-холловская в < А, @ >, то по лемме 15.2 [2],
< р(а)Псг(а), @ > -  я-холловская подгруппа в < р(а), @ >, а < р(а) @ ст(а)/ 
р(а), @ > -я-холловская подгруппа в <А/р(а), @>. Тогда, учитывая равенство 
(рсг)(а) = р(а) @ а(а) из леммы 4, заключаем, что < (рст)(а)/р(а), @ > -  я-холловс- 
кая подгруппа группы < А/р(а), @ >. Предложение доказано.

12. Теорема. Пусть а -  я-холловская конгруэнция, < С, [ ] > -  полуинвари- 
антная n-арная подгруппа конечной n-арной группы < А, [ ] >. Тогда аПС2-  я-хол- 
ловская конгруэнция в < С, [ ] >, а < стС/С, [ ] > -  я-холловская n-арная подгруппа 
п-арной группы < А/С, [ ] >.

Доказательство. Согласно первой теореме об изоморфизмах [3, теорема 
9.7], аПС2 является конгруэнцией в < С, [ ] >. Кроме того, если а е С, то по след­
ствию 5.15 [3], < С, @ > -  инвариантна в < А, @ >, а по теореме 1 [4], < ст(а), @ > -  
подгруппа в < А, @ >. Так как |ст(а)| = ||ст||, то < ст(а), @ > -  я-холловская в < А, @ >. 
Применяя теперь соответствующий бинарный результат, заключаем, что
< а(а)ПС, @ > -  я-холловская подгруппа в < С, @ >. Тогда из

||аПС2|| = |(стПС2)(а)| = М а)П С 2(а)| = |а(а)ПС| 

следует, что а ПС2-я-холловская конгруэция в < С, [ ] >.
По лемме 9.5 [3], < аС, [ ] > — n-арная подгруппа в < А, [ ] >. Поэтому

< стС/С, [ ] > -  n-арная подгруппа в < А/С, [ ] >. Зафиксировав а е С и применяя 
следствие 2[4], получим

< стС/С, О > = < стС, @ >/< С, @ >,

откуда и из леммы 5 следует
< оС/С, © >  = < ст(а)@ С, @ >/< С, @ >.

Применяя к правой части последнего равенства соответствующий бинарный 
результат, заключаем, что < аС/С, © > -  я-холловская подгруппа в < А/С, © >. Тогда
< стС/С, [ ] > -  я-холловская n-арная подгруппа в < А/С, [ ] >. Теорема доказана.

Свойства Ед и Сп для n-арных групп определяются [1] также как и для групп
[2]: конечная n-арная группа < А, [ ] > обладает свойством Ея, если она имеет по 
крайней мере одну я-холловскую подгруппу; конечная n-арная группа < А, [ ] > 
обладает свойством Сл, если она обладает свойством Еж и любые две её я- 
холловские n-арные подгруппы сопряжены в < А, [ ] >.

Определим ещё одно свойство: конечная n-арная группа < А, [ ] > обладает 
свойством НСЛ, если она обладает свойством Еп и любые две её я-холловские 
n-арные подгруппы полусопряжены в < А, [ ] >.
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Полусопряжённость n-арных подгрупп определена Г.Н. Воробьёвым в [6].
13. Предложение. Пусть < А, [ ] > -  конечная n-арная группа. Если для 

некоторого а е А группа < А, @ > обладает свойство С^, то < А, [ ] > не может 
иметь более одной я-холловской конгруэнции.

Доказательство. Если р и о -  я-холловские конгруэнции конечной п-арной 
группы < А, [ ] >, то по теореме 1 [4], < р(а), @ > и < ст(а), @ > -  инвариантные 
подгруппы группы < А, @ > для любого а е А. Ясно, что обе указанные 
инвариантные подгруппы являются я-холловскими. Атак как в < А, @ > не может 
быть более одной инвариантной я-холловской подгруппы, то р(а) = ст(а), откуда 
р=ст. Предложение доказано.

По предложению 8.1 [5], группы <А, @ > и <А0, * > изоморфны. Поэтому 
группу <А, @ > в предложении 13 можно заменить соответствующей группой 
Поста < А0, * >.

14. Лемма. n-Арные подгруппы < В, [ ] > и < С, [ ] > n-арной группы < А, [ ] > 
полусопряжены в ней тогда и только тогда, когда подгруппы

< Ва = [В . . .Ва], @ > и < аС = [аС. . .С] ,  @ >
'- П Ч ~ / п-1

сопряжены в группе < А, @ >.
15. Теорема. Если конечная n-арная группа < А, [ ] > обладает свойством Ек 

и имеет я’-холловскую конгруэнцию, то она обладает свойством НСЯ.
Доказательство. Пусть < В, [ ] > и < С, [ ] > - я-холловские n-арные подгруппы 

в < А, [ ] >. Так как |Ва| = |В|, |аС| = |С| для любого а е А, то < Ва, @ > и < аС, @ > -  
я-холловские подгруппы в < А, @ >. Если а -  я'-холловская конгруэнция в < А, [ ] >, 
то по теореме 1 [4], < ст(а), @ > -  инвариантная подгруппа в < А, @ >, являющаяся 
к тому же я'-холловской. Применяя теперь теорему Шура-Цассенхауза, получаем 
сопряжённость подгрупп < Ва, @ > и < аС, @ > в < А, @ >, откуда и из леммы 14 
вытекает полусопряжённость n-арных подгрупп < В, [ ] > и < С, [ ] > в < А, [ ] >. 
Теорема доказана.

16. Следствие. Если n-арная группа < А, [ ] > обладает свойством Ел и име­
ет хотя бы одну я'-холловскую полуинвариантную n-арную подгруппу, то она об­
ладает свойством НСЯ.

При изучении подгруппового строения конечных n-арных групп значительна 
роль сформулированной ниже теоремы Русакова.

17. Теорема [1]. Пусть < А, [ ] > -  конечная n-арная группа, (| A  l^ .n - l) = 1. 
Если соответствующая группа Поста < А0, * > обладает свойством Сп, то < А, [ ] > 
также обладает свойством Сл.

Так как для любого а е А группы < А0, * > и < А, @ > -  изоморфны, то теоре­
му Русакова можно сформулировать следующим образом.

18. Теорема. Пусть < А, [ ] > -  конечная n-арная группа, (| A  |я',п-1) = 1. Если 
для некоторого а е А группа < А, @ > обладает свойством Сж, то < А, [ ] > также 
обладает свойством Сп.

Следующая теорема является п-арным аналогом теоремы Шура-Цассенхауза.
19. Теорема. Если конечная n-арная группа < А, [ ] > имеет я'-холловскую 

конгруэнцию ст и (| А  1я',п-1) = 1, то она обладает свойством Сж.
Доказательство. По теореме 1 [4], < а(а), @ > -  инвариантная подгруппа 

группы < А, @ >, являющаяся к тому же я'-холловской. Тогда по теореме Шура- 
Цассенхауза, группа < А, @ > обладает свойством Сл, Применяя теперь теорему 
Русакова, заключаем, что n-арная группа < А, [ ] > обладает свойством Сп. Тео­
рема доказана.
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20. Следствие [1]. Если конечная n-арная группа < А, [ ] > имеет полуинва- 
риантную я'-холловскуюп-арную подгруппу и (| А  |я-,п-1) = 1, то < А, [ ] > облада­
ет свойством Ся.

Если р и а -  конгруэнции конечной n-арной группы < А, [ ] >, причём рсст.то 
р(а) с  <т(а) и по теореме 1 [4], < р(а), @ > и < а(а), @ > -  подгруппы группы
< А, @ > для любого а е А. Так как |р(а)| делит |с(а)|, то ||р|| делит ||ст||. Поэтому 
следующее определение естественно.

21. Определение. Если р и а -  конгруэнции конечной n-арной группы < А, [ ] >, 
причём р с  ст, то назовём индексом р в е  число ||ст|| / ||р||, которое обозначим через 
||ст:р||,т.е.

На : РІІ = ||ст|| / ||р||.
Так как ||ст|| = |о(а)|, ||р|| = |р(а)| для любого а е А, то

Н<* : р|| = |а(а): р(а)|.
Из определения также вытекает ||а|| = ||р|| • ||а : р||.
Следующая теорема и следствия из неё являются п-арными аналогами теоре­

мы С.А. Чунихина [7] о сопряжённости я-холловсих подгрупп в я-отделимой группе.
22. Теорема. Пусть конечная n-арная группа < А, [ ] > обладает рядом конг­

руэнций
v A = ст0 Э сг, а  э  э  = Ад (к > 0)

таких, что каждый индекс ||сти : сг|| делится не более чем на одно простое число 
из множества простых чисел я. Тогда, если в < А, [ ] > существуют я-холловские 
п-арные подгруппы, то любые две из них полусопряжены в < А, [ ] >. 

Доказательство. По теореме 1 [4], следующий ряд

А = Ад з А 1 = аДа) з  ... э А к1 = стм (а) э  стк = {а}

является нормальным рядом подгрупп группы < А, @ > для любого а е А. Так как

ІЛ-1 : ЛІ = ІЛ-1 І / ІЛІ = M a)i > |о,(а)| = ||ои || / HoJI = ||ои : а,||,
то согласно условию, каждый индекс записанного нормального ряда делится не бо­
лее чем на одно простое число из я. Следовательно, < А, @ > -  л-отделимая группа.

Если < В, [ ] > и < С, [ ] > -  7і-холловскйе n-арные подгруппы из < А, [ ] >, то 
из |Ва| = |В|, |аС| = С следует, что < Ва, @ > и < аС, @ > -  л-холловские подгруппы 
я-отделимой группы < А, @ >, которые согласно теореме Чунихина [7] сопряже­
ны в < А, @ >.

Применяя теперь лемму 14, получаем полусопряжённость n-арных подгрупп
< В, [ ] > и < С, [ ] > в < А, [ ] >. Теорема доказана.

23. Следствие. Пусть конечная n-арная группа обладает полуинвариантным 
рядом n-арных подгрупп, каждый индекс которого делится не более чем на одно 
простое число из множества простых чисел п. Тогда, если в < А, [ ] > существуют 
л-холловские n-арные подгруппы, то любые две из них полусопряжёны в < А, [ ] >.

Полагая в теореме 22, я = {р}, получим
24. Следствие [8]. Если в конечной n-арной группе существуют р-силовские 

n-арные подгруппы, то любые две из них полусопряжёны в < А, [ ] >.
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S U M M A R Y
In this paper the Hall congruences ofpolyadic group are defined and studied.
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