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ТОЖДЕСТВА КРИВИЗНЫ  
ДЛЯ РЕГУЛЯРНЫХ Ф-ПРОСТРАНСТВ 

С КАНОНИЧЕСКОЙ 
ПОЧТИ КОМПЛЕКСНОЙ СТРУКТУРОЙ

Введение
Изучение инвариантных структур классического типа (почти произведения 

Р, почти комплексной J  и /-структуры) на однородном пространстве G/Н по­
зволяет дать богатую информацию о геометрии пространства. Открытие таких 
структур на регулярных Ф-пространствах [1] послужило толчком к волне инте­
ресных исследований в теории однородных пространств. Характерной осо­
бенностью таких структур, называемых каноническими [2], является то, что 
они строятся по автоморфизму Ф группы Ли G при отсутствии каких-либо 
ограничений на саму группу G (полупростота, компактность).

Пусть Ф -  аналитический автоморфизм связной группы Ли G, Н -  ее замк­
нутая подгруппа, удовлетворяющая условию G® с  Я с С ф, где G® -  связ­

ная компонента единицы подгруппы (7Ф неподвижных точек автоморфизма Ф. 
Однородное пространство 6/Н называют однородным Ф-пространством [1],
[2] (обобщенным симметрическим пространством [3]). Ф-пространство G/H на­
зывают периодическим порядка п, если существует натуральное число п > 1 
такое, что Фп = id, причем п -  наименьшее число, удовлетворяющее этому ус­
ловию. Обозначим дифференциал автоморфизма Ф в точке е через (р : (р =

=dOe и рассмотрим в алгебре Ли g группы G линейный оператор Ар = <p — id .  

Разложение Фиттинга алгебры д, соответствующее А  , есть 0 = 0 о + 0 1, где

через 0 о и g 1 обозначены О-компонента и 1-компонента соответственно. Од­
нородное Ф-пространство G/H будет называться регулярным Ф-простран­
ством [1], если 0 о = ft, где ft является алгеброй Ли группы Ли Н. Как показано в
[1], всякое периодическое однородное Ф-пространство является регулярным 
Ф-пространством. Известно также [1], что регулярное Ф-пространство G/Н яв­
ляется однородным редуктивным пространством, и каноническое редуктив- 
ное разложение алгебры Ли g имеет вид:

0 = f t © m , m = ^ f l .

Обозначим через в  ограничение <р на подпространство ш, отождеств­
ленное с касательным пространством к G/Н в точке р0 = Н. Напомним, что 
инвариантная аффинорная структура F  на регулярном Ф-пространстве G/H 
называется канонической [2], если аффинор F0 в точке р0 является полино­
мом от в . В [2] был поставлен и успешно решен вопрос о существовании на 
регулярных Ф-пространствах канонических инвариантных аффинорных струк­
тур следующих типов -  почти произведения, почти комплексных и f- 
структур. Помимо указания числа таких структур были получены алгоритмы 
их вычисления, а для периодических однородных Ф-пространств указаны точ­
ные вычислительные формулы. При этом для однородного Ф-пространства
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порядка 3 было установлено, что оно допускает единственную каноническую 
аффинорную структуру, а именно, почти комплексную, ранее хорошо исследо­
ванную в [4]. Однородное Ф-пространство порядка 4 допускает две канониче­
ских структуры -  почти произведения и /-структуру, а однородное Ф-прост­
ранство порядка 5 помимо канонической структуры почти произведения обла­
дает двумя каноническими почти комплексными структурами и имеет две ка­
нонических /-структуры.

Рассмотрим теперь регулярное Ф-пространство, допускающее канониче­
скую почти комплексную структуру J, оператор которой на m обозначим через 
J. Известным примером такого пространства является однородное Ф-прост­
ранство порядка 3 [4], каноническая почти комплексная структура на котором 
обладает следующей особенностью: на этом пространстве только канони­
ческая связность 2-го рода является почти комплексной связностью (т.е. 
V J  = 0) ,  инвариантной относительно действий группы G и диффеоморфиз­
ма Д  определяемого формулой:

D: G/H -► G/H: хН - >  Ф(х)Н.

В [5] обнаружено, что на однородном Ф-пространстве G/H порядка 4, до­
пускающем каноническую /-структуру, также не существует других инвариант­
ных относительно G  и D  связностей, согласованных с /-структурой, кроме ка­
нонической связности 2-го рода. Однородное Ф-пространство порядка 5 с ка­
ноническими структурами почти произведения Р  и почти комплексной J  тоже 
допускает лишь одну инвариантную относительно G и D  почти комплексную 
связность, согласованную одновременно с Р, и этой связностью является 
именно каноническая связность 2-го рода [6], [7].

В своей работе [8] указанные результаты были обобщены автором на 
случай произвольного регулярного Ф-пространства, не обязательно периоди­
ческого. В частности, были найдены условия интегрируемости канонической 
структуры J  на произвольном регулярном Ф-пространстве G/H, допускающем 
единственную инвариантную относительно G и D  почти комплексную связ­
ность. В данной заметке получены результаты, показывающие, какие соотно­
шения накладываются на тензоры кривизны инвариантных аффинных связно­
стей при таком ограничении, связь выполнения этих соотношений с интегри­
руемостью структуры J.

1.То ж дества  кривизны д л я  регулярны х Ф -п ро с тра нс тв
Обозначим через и Ха проекции вектора X  на пространства jj и ttt соот­

ветственно относительно редуктивного разложения д={)Фш . Вспомним (см. 
[9], с. 138), что для тензора кривизны R  почти комплексной аффинной связно­
сти V  на почти комплексном многообразии М справедливо равенство R (X ,Y )J  = 
= J  R (X, Y), где X  и Y  -  любые векторные поля из М. Для регулярных Ф- 
пространств с единственной почти комплексной связностью результат полу­
чается несколько неожиданным, как показывает следующая

Т е о р е м а !  Пусть G/H -  регулярное Ф-пространство, допускающее ка­
ноническую почти комплексную структуру J. Пусть далее на G/H канониче­
ская связность 2-го рода является единственной почти комплексной аф­
финной связностью структуры J, инвариантной относительно G и D. То­
гда тензор кривизны R произвольной инвариантной относительно G и D 
аффинной связности V  с функцией Номидзу а  удовлетворяет следующим 
тождествам:
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R(X, Y )J 0Z - J 0R(X, Y) Z - 2  Jo a  flX, Y]B, Z), (1)

Jo (R (X, Y) + R (JQ X, Jo Y)) = (R (X, Y) + R (J0 X, J0 Y)) JQ (2)

для всех X, У  и Z из m.
Доказательств о.  Как следует из [8], при выполнении условий теоремы 

для функции Номидзу а  произвольной инвариантной на G/Н связности V  
справедливо:

а  (X, Y) = Jo а  (X, J0 Y), х, у  е  т .  (3)

Кроме того, тогда на G/Н для всех X, У  е  ш имеет место равенство [8]

M X ,  У]Я = - [ Х  */оПя, (4)

которое влечет

[X Y\m = - [ J 0X,JoY)m (5)

и

[JoX, У)а = [X, J0 У]я. (6)

Напомним [10], что на редукгивном пространстве G/Н тензор кривизны 
аффинной связности V  с функцией Номидзу а  определяется выражением

R (X ,Y )Z  = а  (X, a  (Y, Z)) - a  (Y, а  (X, Z)) -

-  а  ах, Y]e, Z) -  [[X, YV Z], X, У, Z  €  at.

Тогда, учитывая (3) и (5), получаем для любых X, У, Z  е  ш 

R (X ,Y )J 0Z =  а  (X, a  (Y, J0Z ))-c c  (Y, а  (X, J0Z ) ) - a  ([X, Y]B, J0Z ) -

-[[X, Ylb, JoZ\ = Jo a  PC a  (Y, Z ) ) - J 0 a  (Y, a  (X, Z)) +

* Jo a  <{X, Y\a,Z ) - [ [X ,  Yl^JoZ].

Так как b и m инвариантны относительно <p и G/H редуктивно, то в  [А, Х]=

= [Д вХ[, где А е ft и X  е ttt- Отсюда и из определения J0 получаем J0 [А, X] = 
= [A  J0 X] и легко приходим к тождеству (1).

Преобразуем теперь тоздество (1), применив к его левой и правой частям 
оператор J0. Получим J0 R (X, Y) J0Z  + R (X, Y ) Z - - 2  а  ([X, Y]m, Z). Заменив 
векторы X, У  и Z  на векторы JQ X, J0 У  и Jb Z соответственно и используя (3) и 
(5), придем к равенству

- J o R (J o X ,J o Y )Z  + R (Jo X ,Jo Y )Jo Z  = -2 Jo  а  йК  Y]m, Z).

Следовательно,R(JoX,JoY)JoZ-JoR(JoX,JoY)Z=JoR(X, Y ) Z -R ( X  Y ) J ^  
откуда немедленно следует тождество (2).

Из (1) в силу произвольности выбора векторов X, У  и Z получаем
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С ле д с тв и е .  Пусть G/H -  регулярное Ф-пространство, допускающее 
каноническую почти комплексную структуру J. Пусть далее на G/H канони­
ческая связность 2-го рода является единственной почти комплексной 
аффинной связностью, инвариантной относительно G и D. Если G/H явля­
ется локально симметрическим пространством (т.е. [то, ТО] с  Ь)> т о  опе­
ратор J0 на то коммутирует с оператором кривизны R (X, Y), X, У  е ТО лю­
бой инвариантной относительно G u D  аффинной связности на G/H.

2. То ж дества кривизны и порядок одн о ро дн о го  
Ф -п ространства

В работах [4] и [11] показано, что на однородном Ф-пространстве порядка 
3 наряду с (4) для всех X, У  е то выполняется и равенство

lJoX,J0 Y]b = [X, Y\b (7)

Рассмотрим условия выполнения этого равенства в случае, когда G/H яв­
ляется произвольным регулярным Ф-пространством с единственной инвари­
антной почти комплексной связностью. Оказывается, их можно описать, ис­
пользуя тензоры кривизны некоторых инвариантных относительно G и D связ­
ностей на G/H. Сначала будет доказана

Лемма. Пусть G/H -  регулярное Ф-пространство, допускающее кано­
ническую почти комплексную структуру J. Пусть на G/H каноническая 
связность 2-го рода является единственной почти комплексной аффинной 
связностью, инвариантной относительно G u D .  Если произвольная инва­
риантная относительно G u D  аффинная связность V  удовлетворяет 
любому из условий

а) функция Номидзу а  связности V  является кососимметрической 
биллинейной функцией на то ;

б) тензор кручения связности V  Т  (X, Y) = ф (, У]и, где с -  произвольное 
действительное число,

т о  для ее функции Номидзу справедливо:

a  (J0X , Y ) = a  (X, Jo Y), X, У  e то. (8)

Доказательств о.  При выполнении условия а) справедливость (8) сле­
дует немедленно из (3). Пусть теперь связность V  удовлетворяет условию б). 
Тогда ее функция Номидзу а  удовлетворяет равенству [10] a  (X, Y) -  a  (Y, X) -
-  [X, У|в = с [X Y],,, X, У  e то. Следовательно, a  (X, Y) -  a  (Y, X) = 
= (c+1) [X, У]ш и J0 a  (X ,Y ) -J 0 a  (У, X) = (c+1) JQ [X, УЦ, что приводит к равенству

- а  (X, J0 Y) + a  (Y, Jo X) = - (c+1) [X, J0 Y]M. (8)

Ho T (J0X, Y) = a  (JqK  Y )- a  (Y, J0X ) -[J 0X, Y\m = c [J0X, У1И1 откуда

a  (J0 X, Y ) -  a  (Y, Jo X) = (c+1) [JqX yjm. Вспомнив (6) и сравнив послед­
нее равенство с (9), приходим к справедливости (8).

Предложение 1. Пусть G/H -  регулярное Ф-пространство, допус­
кающее каноническую почти комплексную структуру J. Пусть каноническая 
связность 2-го рода является единственной почти комплексной аффинной 
связностью на G/H, инвариантной относительно G u D .  Если произвольная 
инвариантная относительно G u D  аффинная связность V  с функцией
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Номидзу а  удовлетворяет любому из условий а), б) Леммы, т о  для тензо­
ра кривизны R связности V одновременно с равенством (7) выполняется 
следующее равенство:

R ( J aX , J 0 Y ) Z - R ( X , Y ) Z  = 2 a  ([К  У]в, Z), (10)

где X, Y и Z -  любые векторы из ш.
Д оказательство.  Воспользовавшись (3), (5) и (8), находим, что

R ( J 0X , J 0 Y ) Z  = a  (J0X, a  (J0 Y, Z)) -  a  (J0 Y, a  (J0X, Z)) -

- a  ([Jo X, Jo Y\w Z) -  ИJ0 X  Jo Y]„, Z\= a  (X, a  (Y  Z)) -

- a  (Y, a  (X, Z)) + a  ([X, У]в, Z) -  [[J0 X, Jo VJ„, 2].

Следовательно,

R ( J 0X , J 0 Y) Z  = R (X, Y )Z  + 2 a  (IX Y]w Z) -

- l U o X, J 0 Y]b,Zl+[ [X,Ylb,Zi,

откуда следует справедливость утверждения предложения.
Равенства (4) и (7) играют особую роль в теории однородных Ф-прост- 

ранств порядка 3. Их выполнение для всех X, У  из ш на произвольном редук- 
тивном пространстве G/H позволяет рассматривать G/H как однородное Ф - 
пространство порядка 3 в случае, когда G является односвязной группой Ли
[11]. Обратно, как мы уже отметили, на однородном Ф-пространстве G/H по­
рядка 3 равенства (4) и (7) выполняются. Эти рассузвдения позволяют нам те­
перь сформулировать следующее утверждение:

Теорема 2.П усть  G/H -  регулярное Ф-пространство с односвязной 
группой Ли G, допускающее каноническую почти комплексную структуру J. 
G/H будет являться однородным Ф-пространством порядка 3 тогда и 
только тогда, когда каноническая связность 2-го рода является единст­
венной почти комплексной аффинной связностью на G/H, инвариантной 
относительно G и D, и для тензора кривизны R произвольной инвариант­
ной относительно G u D  аффинной связности V , удовлетворяющей любо­
му из условий а), б) Леммы, выполняется равенство (10).

Доказательство.  Как уже упоминалось выше, на однородном Ф-прост­
ранстве G/H порядка 3 каноническая связность 2-го рода является единствен­
ной почти комплексной связностью, инвариантной относительно G  и D, и на 
G/H для всех X, У  е m выполняется равенство (7). Из предложения 1 теперь 
получаем, что для тензора кривизны R (X, Y), инвариантной относительно G и 
D связности V ,  удовлетворяющей любому из условий а), б) Леммы 
выполняется равенство (10).

Обратно, если регулярное Ф-пространство G/H с канонической почти ком­
плексной структурой J  не имеет других инвариантных относительно G и D поч­
ти комплексных связностей, кроме канонической связности 2-го рода, то на 
нем выполняется равенство (4). В силу выполнения на G/H равенства (10) на 
нем выполняется также и (7). Тогда, как показано в [4], [11], можно построить 
автоморфизм алгебры Ли g порядка 3. Так как группа Ли G односвязна, он оп­
ределяет автоморфизм Ф порядка 3 группы G, и подгруппа Н  содержится в 
подгруппе G* неподвижных точек автоморфизма Ф.
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