
УДК 517.925
ЧЖОУ чжиньсинь

ОГРАНИЧЕННЫЕ И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Рассмотрим нелинейную дифференциальную систему:

—  = — —  [с(у) - Ь(х) ] 
dt а(х) П

^  = -a(x)[h(x)-e(t)]  
at

» (1)
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ПРЫРОДАЗНАЎЧЫЯ НАВУКІ 85

где а(х), b(x), h(x) (х е R), с(у) (у е R) и e{t) (t е [О;+ оо)) непрерывно
дифференцируемые функции, причем я (х ) > 0. Положим,

X
Н(х) = Ja2(u)h(u)du .

о
Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) Щ <  т < -юо, t е [о,+оо;;

где q(x) = с ' 'Ь(х)'\
\  ’ У >

' 2 ° '
1 2 ) { со )

2) lim  = +оо;
|дг| -> ОО

3) с(у) = ~с( -  у), с'(у) > 0; lim |с(у\ =  -ко.
М —> 00

Причем при у2>уі>0 справедливо неравенство:

с(У2)(У2 -  У/) -  }c(u)du > со[с(у2) -  с(уу )]“ • \у2 -  у , ]р,
У;

где О) > 0, а  и /3 некоторые постоянные;

4) существует число а  > 0 такое, что при |х| > 0 выполнены неравенства:

sign(x)h(x) > 2т, sign(x)b(x) > О,
■ , ч b'(x) ^  . f ч q \ x ) ^

Slgn{x)m l y b  31̂ х ) т ^ ) - ъ
—  -L--i
a+p\b{±a)q{±a)\a+p .

Тогда ка>кдое решение системы (1) ограничено на \о, + оо).
Для доказательства ограниченности решений системы (1) на плоскости ху 

строится замкнутая кривая, из которой не выходит ни одна траектория систе­
мы (1).

Положим, т, = m ax|/j(x)|, m 2 = maxi b (x ) I, m, = m axa 2(x),
|xHa

У

Ф(у) = ^c(u)du . Выберем положительную константу Ь так, что
о

Ь[с{ъ) - т 2]> 2ат3[т, + т \. (2)

Тогда существует А  и А  > а > 0 такие, что Ь(л) -  c(2b) , 

ь{-А)= с{-2Ъ ).
Замкнутую кривую из п + п + б  кусков кривых строим следующим обра­

зом (рис. 1).
От точки Р0(а,—Ь) до точки Р ^ х ^у ,)  -  по прямой Г0 : х = а , где

л dx 1 г
Xj = а, у, = - b ; = -  q (a ). Тогда вдоль Го имеем: —  = ------ \с{у) -  Ь(х) ] < 0.

dt a(x)
От Р,{хп у,)  до Р2(х2,у 2) -  по дуге
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Г!: Ф(у) -  сф, )у  + Н(х) = Ф(-Ь,) + сф, )Ь}Н(х,),
где у 2 =Ь,,

Вдоль Г1 имеем
с1Г1
dt

Н (х 2)  -  Н ( х , )  =  2Ь,сф,) >  0 . 

= -a(x)[h(x) (b(x) -  c(bj)) +  сф , ) e(t) -
с1)

-  с (у )е (0 ] < -2и ш (х)[& (х ) -  2с(6 ,)] < О 

(при х > a, b(x) > 6(a) = 2 с ( ^ ) ).

От Р2(х2,у 2) до Р3{х3,у 3) -  по дуге

Г2: Ф (у ) -  с ( 6 >  + Н (х) = Фф,) -  сф2)Ь, + Н (х 2) ,
д

где у 3 = Ъ2 =q(x2) и согласно условию 3)

Щ х 3) -  Н (х 2) = Фф , ) -  Фф2) + сф2)ф2 -Ъ ,)> 0 .  
Вдоль Г2 имеем:

d r L

Л
= -я (х )[/і(х )(& (х ) -  с ( ^ ) )  + фф 2) -  c(y,))e(t)] <

и)
< - 2та(х) [6 (х ) -  2с(Ь2)] < 0.

Аналогично, отточки Рп(х„,уп) до точки Р„+1(хп+1,уп+1) -  по дуге

Гп: Ф(У) -  сф„) у  + Я  (ж) = Ффп„,) -  сфп ) Ь„_, + Н (х п ), 
л

где y n+l =bn=q(xn).
H ( * n+;) - H ( x „ )  =  Ффп_, ) -Ффп) + с Ф Л К > О

и вдоль Гп имеем:
d r
dt

= -а(х)[И(х)ф(х) -  сфп)) + (сфп) -  с(у)) e(t)\ < 0.
(П

1.Теперь докажем, что
последовательность {хя}
расходится. Заметим, что схо­
димость последовательности
{хп} равносильна сходимости 

ряда f \ H ( x n) - H (хп_,)].
П—1

Поэтому достаточно показать, 
что этот ряд расходится.

(3)
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В самом деле,

Н ( х 5) -  Н ( х 2) =  c(b2)(b2 - b j ) -  Jc(u)du .
ь ,

Из условия 3) теоремы 1 следует, что
Н(х3) - Н ( х 3) *<о[с(Ь3)-с(Ь,)ПЬ2-Ь,У  =

= [6(*2) ~ К * , ) ] “  [ Ф 2) -  q{x} ) f .

Тогда, согласно (3),

Н(х3) - Н { х 2) > (о b(x2) -b (x j )  
Н(Х2) - Н ( Х]) -  2“ { Н( Х2) - Щ Х1)

(2Ь,с(Ъ,)У

q(x2) - q ( x , )
Н(х2) - Щ х , )

i+p-i _  й) 
~  2 а

ь ю  Yf я 'Ю  
Щ 4 , ) )

где б [д г„х ,]. 
Таким образом,

Н ( хз) > ^ _ y a+fi(2h c(h \\a+P~l
Щ х 2) - Н ( х , ) ~  2 ° Г V ™ »  ■

Аналогично можно показать, что, согласно условию 4) теоремы 1, выпол­
няется неравенство

> і ,

где п = 2,3,4,... .
ар

Таким образом, ряд ^  (хп) -  / / ( х л_у)] расходится, поэтому
л=;

lim x „ = +оо. Отсюда вытекает, что обязательно существует п такое, что дуга
л —КО

Гп пересекается с прямой х  = А в точке Р»+1{хп+, ,у п+1), причем

п+1 А, Уп -  Уп+1 -  2Ъ.
Отточки Р^,(х„+!,у п+1) до Р̂ +2(А, 2Ь) -  по прямой Г '+у: х = А. Тогда

^ ^ У у>- Ь<х>]<0-
От Р:+2(А, 2Ъ) до Р̂ +3(а, 2Ъ) -  по прямой Г'п+2: у  = 2Ь. Тогда вдоль

r W y  = -д (х )[й (х ) -  е (0 ] < 0. 
dt
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Ь 3
От Р^3(а,2Ь) до Q0(~a,b) -  по прямой Г'п+3: у  = —  х + - Ь  и вдоль

2а 2
Г'п+3 имеем:

1-7  [2aa2(x)(h(x) -  e(t)) + bc(y) -  
2а • а(х)

- Ь • й (х)] < ---------------[b(c(b) -  т2) -  2ат3(т, + т)] < О
2а • а(х)

(в силу (2)).
Выполняя аналогичные построения в левой полуплоскости, получим:

г г  Г -  Г '  Г '  Г '■» Л»-* /»•••-* srл./9-L П4.І9* njQ 9 I J9...l fi9 I  n + 2 9 J  n + 3  '

Таким образом, будет построена замкнутая кривая
п п+3 п п+3

г - і й  и г;и л  и  г > •
1=0 ; ’= л + / i=0 j= n + l

из которой не выходит ни одна траектория системы (1). Эта кривая, при жела­
нии, может быть построена. Тем самым доказана ограниченность решений 
данной системы.

Следствие 1.1. Если выполнены условия теоремы 1 и e(t + &) = e(t), где 
© — положительная константа, то система (1) имеет по меньшей мере одно 
© -периодическое решение.

Доказательство этого факта следует из теоремы 1 и [4].
Следствие 1.2. Пусть с(у) = у к,(к  = 2Я + 1,Л-0,1,2...)  и выполнены 

условия 1), 2) теоремы 1. Кроме того, существует число а > 0 такое, что при
Ьс| > а

ограничено.
Для доказательства этого следствия достаточно показать, что для систе­

мы (4) выполнено условие 3) теоремы 1.

sign(x)h(x) > 2т, sign(x)[b(x) -  bk (х )] > О,

Тогда каждое решение системы

(4)
y  = -a(x)[h(x)-e(t)]
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В самом деле. Так как с{у) =  у к, то с(у) =  -с(-у) ,  с'(у) > О,
lim |с(у)| = + оо.Причем при у2>уі> О
М-*® 1

С(У2)(У2 ~Уі)~ jc(u)du = у 2(у2 - Ук1+,) =
Уі

=  - ^ Г ^ У 2 - У і ) [ У 2  - У І  + У 2 ~ ' ( У 2  - У 1)  +  -  +  У2(У2" , - У ^ ) ] >

> - Г —1І У 2 ~ У і \ У к2 - У і к )  =  а>(У2 - У і ) а [ с ( У 2 ) ~ с( У і ) У ’ гпе  к + 1

со =
k + 1

и а  =  р  = 1.

Следствие 1.3. Пусть с(у) = у к,(к  = -,Л = 0,1,2...) и выполнены
2Л + Г

условия 1), 2) теоремы 1. Кроме того, существует число а >0  такое, что при

|я:|^а

Ь'(х)
sign(x)h(x) > 2т, sign(x)b(x) > 0, sign(x)— —~> y,

Н  (х )
1 1

у > М  + -
\Ь (±а) \

2  2к

Тогда каждое решение системы (4) ограничено.

•* (k  =  — —  
2Л + 1

с{-у) = ~с(,у), с'(у) > О, lim|cOO| = +oo.

Доказательство. Так как с(у) = у  (к = ,Л  = 0 ,1 ,2 ...) , то

у 2 I  j  2  I 1 2 Л+ 2  2 Л + 2

С{у2 )(у2 -  у , ) -  ]c(u)du = у ]ш  (у 2 - у , ) -  — — -  ( у /А+/ -  у?х+>) =
У і

1

2Л + 2
{ у 2Ш _ у 2Л+1)

2Л + 2
1 2 Х 2 Х

(у2 -  У/ )  + УІШ (уIм  -  УI м ) +  •

2 Х 1 I

4 - у ^ +! ( У 2 * +1 ~~ У і * + І ) (уП +! -  y f X+! )(у2 - у , )  =

где<у =
к

2Л + 2

=  6 > Ы у 2)  -  с ( У і ) ] * ( У 2  -  У і )  р - 

а - р - 1 .
2Л + 2 к + Г

Таким образом, для системы (4) выполнены все условия теоремы 1. По­
этому каждое решение системы (4) ограничено. Следствие доказано.
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Замечание. Пусть выполнены все условия следствия 1.3 и к = 1.
Тогда ограничено всякое решение уравнения

х + ( /О )  + q(x)x) х  + h(x) -e { t) .  (5)
Легко убедиться в том, что полученные условия ограниченности решений 

более слабые, чем в предыдущих работах [1, 2, 3].

Следствие 1.4. Пусть с(у) = 'У'сіу к' , где с, > 0, к( = 2ЯІ +1

1

или
ы

ki = ----------Д  -0 ,l ,2 ...( i  = 1,2,...,Я) и выполнены условия 1), 2) теоре-
2At +1

мы 1. Кроме того, существует число а >0 такое, что при ]х| >а выполнены 
неравенства

sign(x)h(x) £ 2т, sign(x)b(x)>0, s ig n { x ) ~ ~ > y ,
Н \х )

s ig n ( x ) - ^ ^ - ^ у ,  у>[1 + k}i\b(±a)q(±a)\' 2 , 
Н (х)

где к =  шах-; к,,—  >.
К)

Тогда решения системы

1
І с г/ '  -Ь (х)

а(х)

ў  = -a{x)[h(x) -  e(t)] 
ограничены.

х
Доказательство. Так как с{у) = ^  с(у к‘ , то с (-у )  = - с(у ) ,

с’(у ) > 0, lim  =  + 0 0 . Причем при у 2 > y t > 0
W-КО

Уз Л

С(У2)(У2 ~ У,) -  \c(u)du  =  (у2 -  Уд
У і

1=1
У2к‘ ( У 2 - У і ) - у — [ ( у 2 кі+1 - У і к,+1) >

(6)

>  “  У і) {?2к' -  У  1 ! ),
i-1
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1 к. 
где соі = -------- или Q)i = -

к ,+ 1 ‘ kt + l

Положим, cd* = m in{(» ,} . Тогда су* = — -— , £ = m axi k„— \ и
A: + 7  kt \

с(у2 Ху2 -  у  /) -  |с(«)Л/ >су‘ (^2 Н у 2) -  сО /)] “ -
Уі

а  = Р  = 1. Таким образом, для системы (6) выполнены условия теоремы 1 и 
следствие 1.4 доказано.

Теперь рассмотрим нелинейную дифференциальную систему
|х  =  с(>>) -  F (x )

. '  ' .  (7)[ У  = -g(x)
X х

где F(x) = jf(u )d u . Пусть G (x):=  jg(u)du , с(и), f ( x )  и g(x) непре-
0 о

рывно дифференцируемые функции {х,у  е R ) .
Теорема 2. Пусть выполнены условия :
1) xg (x)> 0 ,(x* 0 );

2) f(P )< 0  и lim |F(x)| = +оо;
1

3) функция с(у) удовлетворяет условию 3) теоремы 1;

4) существует число а > 0 такое, что при | х  |> а выполнены неравен­
ства

1
f(x) а'(х) ( 2а '\^ +°

sign(x)— — > у, s ig n (x ) ^ ~  > у, sign(x)F(x) >0, у > 
g(x) g(x)

IF( ± a )q ( ±a)\«+P где q(x) = c~!(
ч 2-

Тогда система (7) имеет по меньшей мере один предельный цикл, окру­
жающий начало координат.

Для доказательства существования предельного цикла, окружающего на­
чало координат, на плоскости ху строится кольцевая область, из которой не 
выходит ни одна траектория системы (7).

В качестве внутренней границы этой кольцевой области может быть взята 
любая окружность

Ф (у) + х 2 = б 2, 0 < q « A j ,
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так как хх + с(у)у = -g (x )F (x )  :> 0, где О < |х |«  А,.
Внешняя граница кольцевой области строится так же, как и в теореме 1.

х  ___
Следствие 2.1. Пусть с(у) -  ^  с,ук‘, где с, > 0 (i = 1, Л), kt =2/1,. +1

І - І

или kt = — -— , Я,. =0,1,2...,Л и выполнены условия 1), 2) теоремы 2. При
2 Л, +1

этом существует число а > 0 такое, что при |х| > а выполнены неравенства

sign(x)F(x)>0, sign(x) — У> s ig n (x )~ t> y ,
g(x) g(x)

I  Л  Г 1
у> (2(1  + к))2 1F (± a ) -q (±а)\ 2, где к = ш ах|& (,—

Тогда система

х = Т , с‘Ук‘ы
j> = ~g(x)

имеет по меньшей мере один предельный цикл, окружающий начало коорди­
нат.

Доказательство следует из теоремы 2 и следствия 1.4.
Не трудно показать, что справедливо 
Следствие 2.2. Пусть выполнены условия:

1)xg(x)>0,(x*0);

2) ДО) < 0 и Шп |F(x)| = +оо;|ЛГ|—►«? 1

3) существует число а > 0 такое, что при |х| > а выполнены неравенства

sign(x)F(x) > 0, s ig n ( x ) ^ -  > у, У > т ~ ~ ~ г
g(x) \F( ± а)\

Тогда система

имеет по меньшей мере один предельный цикл, окружающий начало коорди­
нат.

Этот следствие аналогично теореме Драгилева [5].
Пример 1. Рассмотрим уравнение Ван-дер-Поля
x + (x 2 - i ) x  + x = 0,

которое эквивалентно системе

\x  = y - F { x )

IЎ = - £ ( * )
(9)Мо
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(10)

ции F(x), g(x), f  (jc) удовлетворяют условиям следствия 2.2. Поэтому сис­
тема (10) имеет по меньшей мере один предельный цикл, окружающий начало 
координат.

Согласно следствию 2.2, у системы (11) существует предельный цикл.
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Пример 2. Рассмотрим систему

x = у 3 -  (хя -  х) 

У = ~х
(11)
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