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С.В.ЖЕСТКОВ, И.Н.КРЫЛОВА

К ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА С КОНВЕРГЕНЦИЕЙ
В [1] изложены основы теории линейных нормальных периодических сис

тем в частных производных с конвергенцией. В этой работе она распространяется
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на линейные периодические системы в частных производных бесконечного 
порядка.

§1. Постановка задачи
Будем рассматривать линейные периодические системы в частных про

изводных бесконечного порядка вида

^ -  =  A ( t )u + Y l Cj i f ) - ^ j  +  f { t , x ) ,  x e R \  u e R m, (1)
d t  [;|=1 d  X 3

(2)UL 0=<?(X)' *ое іг \

G  = { t , x : t  e R \  ||x|| < Q  }, Q  > 0 , 

где A(t), C j( t) —  непрерывные со -периодические (m x m )-матрицы, 

f { t , x ) —  непрерывный <y-периодический no t m -вектор, причем 

f ( t ,x ) ,  (p{x) являются векторами экспоненциального типа (см. [2 ]) по х , т.е.

< pR j  = p R f'R i1 ■■■Rl” ,
d Jf { t , x ) d h+h+" +J" f ( t , x )

d  x J d  x { 'd  X j2 - . .d  xn

d J(p{x)
d x J

<<pRJ = (pR{' R ^ ... R l" ,

(t,x)<=G, |yjs/, +Л+---  + Л, [/| = 0,1,2,....
Rx > 0 , . . . ,R n > 0 , p  > 0 , <p >  0  —  некоторые постоянные, j  —  мультииндекс 

с компонентами ■ Здесь под нормой вектора (матрицы) понимают

ся следующие величины:
т

|ш| = max|x,.L llwlj = maxlw.l, |ЫІ = т а х У |я с\<ііл 1 і*7о«11 11 11 іКі<т Ы
Отметим, что системы вида (1) изучались в [3] в связи с приложениями к 

современной математической физике.

Определение 1. Множество векторов v (f,x )e  Rm экспоненциального ти

па по х  и непрерывных по t , определенных в области G  , будем называть 
функциональным пространством векторов экспоненциального типа (ф.п.в.э.т.). Ес
ли в нем ввести норму (см.[2 ])

v ( r ,x |  = supsup
20 G

d Jv(f,x)\

д х 1
то получим банахово пространство векторов экспоненциального типа (б.п.в.э.т.), 
которое обозначим E{G, R ) .

Определение 2 . Будем говорить, что система (1) обладает свойством 
конвергенции относительно б.п.в.э.т., если

1) для любых f , ( p  (=E(G,R), f ( t  + a),x) = f ( t , x ) ,  решение u ^ f (t,x )  

задачи (1),(2 ) определено при t  > t0 и принадлежит 2?(gv /?), где

Gt0 = { u :  t * t 0, И < е } ;
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2) для любой «-периодической по t  вектор-функции / ( / ,х ) е  E(G,R) 
рассматриваемая периодическая система (1) имеет единственное <х>- 
периодическое по t  решение иа ( t,x )e  E (G ,R ) ]

3) для любого решения u ^ j {t, х ) ( / ,  q> &E(G ,R ), f ( t  + a>,x) = f { t , x ) )  
задачи (1), (2 ) имеет место соотношение

lim  sup sup
|у|ао |фе

д
я - ( и? Л ’ х ) - иЛ * ’ х ))
д  х 1

• R J = 0 .

Таким образом, um{t,x )  в указанном смысле является предельным ре

жимом системы (1).
Требуется установить достаточные условия, при выполнении которых 

система (1) будет обладать свойством конвергенции.

§2. Исследование задачи Коши (1),(2)

Изучим задачу (1),(2). Пусть матрица Коши K ( t , t0) линейной системы

at
( I  —  единичная матрица) удовлетворяет оценке (см.[4])

||я ( г ,г ) І£ Я е х р { - * ( г - г ) } ,  t > T > t 0, (3)

с некоторыми положительными константами К ,  к  . Тогда задача (1), (2 ) экви

валентна интегральному уравнению (см.[4])

u {t,x ) = K { t ,t0)cp{x)+ Z c y(T)'^ -J ~ r  ̂+ f ( r ' x ) \ d r  ■ (4)

В силу условия (3) соответствующее скалярное мажорантное уравнение 
(см.[1]> примет вид

z (t,x ) = К  ехр{- k{t -  f0)} • (р expl £  R,x, |  + J# ехр{- k(t -  г)} •

£  cj - -у —  + р exp j  £
UH d x  './=1

(5)

Непосредственным вычислением проверяется, что решение уравнения 
(4), построенное классическим методом последовательных приближений, ма
жорируется решением уравнения (5), в котором следует положить

х( = 0 , i = 1, п , и которое также можно построить методом последовательных

приближений.
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С другой стороны, решение уравнения (5) можно найти в явном виде. Для 
этого положим

z(t, х) = v(t )ехр |]Г  R.Xl J

и подставим в (5). Тогда относительно неизвестной функции v (t) получим 
следующее уравнение:

t
v (t) = К  е хр {- k(t -  t ^ tp  + ]ЛГ е хр {- k(t -  t )^Q v(t ) + р \ іт ,

^ + CO +00 ̂
Q = Y c R j =  У  с . . . 

u'N Ji+Ji+-+J*=i
которое эквивалентно задаче Коши:

^  = - k v  + K \Q v + p ]  v(t0)= K < p . (6 )
at

Решение задачи Коши (6 ) имеет вид

v(t) = (К р )е х р {- p i t  - t 0)} + ^ - ( l  -  е хр {- J3(t -  f0)}),

/ З ^ к - K Q .
Следовательно, если предположить, что

/? = k - K Q > 0 ,  (7)

то решение u9 f (t,x )  будет определено при всех t > t 0, и, кроме того, будет 

принадлежать пространству e(g,o,r ) ,  причем

|^ / ( f ,x |< s u p ( ^ ) е х р { -  p { t  -  ?0)} + ~ ^ ~  е хр {- p { t  -  *0)}) <

<к<р + ± у . (8)

Из оценки (8 ) вытекает, что решение и f ( t,x )  задачи (1),(2) является единст

венным. Таким образом, справедлива
Теорема 1. Пусть при сделанных выше предположениях выполняются 

неравенства (3), (7) и вектор-функции f ( t ,x ) ,  (р{х) принадлежат E(G ,R). 
Тогда существует единственное решение задачи (1),(2), принадлежащее 

E[Glo,R ), которое можно построить классическим методом последователь

ных приближений. При этом для решения имеет место оценка (8 ).
Установим весьма важное для дальнейшего изложения свойство системы

(1). Пусть имеются два решения системы (1) uPi f ( t,x ), и9г f ( t,x ) ,  принадле

жащих пространству E{G ,R ). Рассмотрим их разность

v ( t ,x ) ^ u 92f( t , x ) - u ^ f (t,x ).

Тогда в силу линейности системы (1), получим для любого t0 е І ?1
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d v  ,  ч /  \  d ’ v
—— -  A(t)v +  7 ,
d t  іл-і д х 1

Ч.,0 ̂ М-яМ^М.
где ^  (дс)е E(G ,R ), т.е.

(9)

(10)

д xJ

у/,о > 0 —  некоторая постоянная, зависящая от выбора точки t0 .
Как и выше, задача (9),(10) сводится к эквивалентному интегральному 

уравнению

v(t,x)= K (t,tQ)yto(x)+ \K(t,r)- ў ,ХЬ т.
to U N  d  x  

Следовательно (см.[1]), соответствующее мажорантное уравнение для 
него примет вид

z{t,x) = K e x p {-k {t- t0)}-y/h ехр|^^х,.|+ \Кехр{-k(t- г)}•
U=i

/1=1

Решение уравнения (11) ищем в виде

z (t,x ) =  Л (*)ехр|2 ] Д.*. J , 

где h(t) —  неизвестная функция. Подставляя (12) в (11), получим

h it)  = К  е хр {- k(t -  t0)}y/ta + \ К  е хр {- k{t -  r ) }Q h { r )d r .
(0

Переходя к эквивалентной дифференциальной форме, найдем

—  = -k h  + KQh = ( - k  + KQ)h  = -/? /? , 
dt

h{tQ)= K x j/k .
Решение задачи (13),(14) имеет вид

h(t) = Ky/toexp{-/3( t - t 0)}.

Поэтому z{t, х ) = К у ч е хр {- f f ( t - t 0)} exp|S j  ■
По определению мажорантного уравнения можно написать, что 

|v(V, x J  < z(t, х), v ( f , х)  е Gto, х, > 0 , i  =  1, п .

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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Предположим, что
-t-co

f i ^ k - K Q s k - K - ^ c ^  > 0 .
UN

Тогда, так как

s u p V J < + °o ,
«обй'

то, фиксируя t  и переходя к пределу при /0 —» -оо в неравенстве (15), получим
—>—оо

->  о .

А это значит, что 

и, следовательно,

иР1Л > х)=%2Л ’х)-
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда, если система (1) 

имеет решение, принадлежащее пространству E (G ,R ) ,  то  оно единственно.

,  = 4 < ) « + І С / і ) 4 4  + / Ы  x e R " , u e R - .  (1 6 )
a t  I /!=і д  x 1

§3. Построение ^-периодического решения системы (1)
Рассмотрим следующую задачу:

д и  ,/л
L
UH

u(t + co ,х ) = u ( t ,x \  £0>  0 , ( 1 7 )

где матрицы A(t), C j{ t)  являются со -периодическими по t , а вектор

f ( t , х ) 6  e (g , / г )  и /(?  + <у, х ) = f ( t ,  х ) .

Для ее решения воспользуемся методом, изложенным в [5]. Сведем зада

чу ( 1 6 ) , ( 1 7 )  к эквивалентному интегральному уравнению. Пусть u { t , x )  —  ре

шение задачи ( 1 6 ) , ( 1 7 ) .  Тогда имеем

+  / ( л * ) Ь г  =  0 ,  ( 1 8 )

о [ м-1 d x J J

u ( t , x ) = u ( T , x ) +  / Ь ( * ) и ( 5 , х )  +  ( s ) ~  ў , Х ^ +  / f c , x ) U . ( 1 9 )

|л-і d x ] J

Подставляя ( 1 9 )  в ( 1 8 ) ,  получим

)| А(/{^и(т,х)+ j|/((s)U(.i!x)+ + / (i,x )j

+ g C ;(, ) ^ M + / (M ) L = 0 . (20)
UN
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Предположим, что
ш

det А((о) *  0, A(cq)  = JA (t)d t.

Тогда из (20) найдем

и(г,х)=-[Л(ш)}"1 • J-A (t) • A(s)u(s, x ) + £  С j + f (s’ * )  ̂  +
U H

U N

или, в других обозначениях

w(?,x) = -[^(^)r • J-
U H d  x ]

+ ^ С М І ^  +  / ( г М .
UN <?x J

Это и есть эквивалентное интегральное уравнение для задачи (16),(17). 
Искомое со -периодическое по t  решение строится в виде ряда (см.[1])

где

+OQ

u0}( t , x ) = Y ,ui( t,x ),
ы-1

«_1(/,х) = -[^(®)]"1 ‘ \f{?,x)dr,

u0( t , x ) = - [Д « ) ] '1] І 4 ^ ) |{ 4 ‘уК і( -у^ ) + /( - у^ ) } ^ + Е с Дт ) ^  û r- x^ \d r,
0 [ t U'N d x J

u m  (t, x )  = - [ 2 ( 4 '  ■ ]< A ( t)  • { j  A(s)u, ( s ,  x )+  £  С j  (s )^ ^ S.,X^\ds  + 
о I [ UN J

+ g  <ж ......

U N  dx J
Отметим, что каждый член ut( t,x )  этого ряда со -периодичен по t  в силу 

своего построения. Оценивая соответствующие производные, получим

= /*-!■

М > х % ^ г а { а ^ х + р )—  + o)Qn-i

a ( m  + QVi-x)—  + aQVi

=  А > .  

;M +i-
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где

У =  1 I «  = т а х |л (^ |, Cj s  m ax||c . ( / | ,  Q  = £ , CjRJ0&£а>" '

Очевидно, что при выполнении неравенства

Ч - Г a {a  + Q )—  + o)Q <1 (21)

будем иметь

со
урсо + уар  —

2 ~-

и, значит, иа^ ,х )е  E(G ,R ). По теореме 2 это решение единственно.

Теорема 3. Пусть de tA (co )^0  и пусть выполнено условие (21). Тогда 

задача (16),(17) имеет единственное со -периодическое решение из про

странства e (g , r ).

§ 4 .0  достаточных условиях, обеспечивающих свойство 
конвергентности для системы (1)

Согласно определению требуется установить, когда выполняется соот
ношение

lira  sup sup
|;|го Ixjse д х

j ( u 9 / ( t , x ) - ua(t,x )) 'R j  = 0 ,

где u9 f {t ,x)  —  решение задачи (1),(2) из пространства e (GIo , r ) , которое

существует в силу теоремы 1, ua(t,x )  —  решение задачи (16),(17), которое 

существует в силу теоремы 3.
Для этого рассмотрим разность

и? Л ’ х ) - и а (t,x )  в  H (t,x ) .
В силу линейности системы (1) имеем

o t  jy|=x д  x J
и, кроме того,

х) Ц 55 ( u 9,f х ) ~ ('> *) L0 = Ж )  ~  U<o *L0 = У,0 (х).
где yh(x )e  E (G ,R ), причем

| К ( * | = г , „ .

> 0 —  некоторая постоянная, зависящая от точки t0.

Составим задачу Коши для вектор-функции H ( t,x )
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д  t ]j|=i д  x J

н \  SE у  (х),It=t0 ' 'o'- >'
которая эквивалентна следующему интегральному уравнению:

H { t ,x ) = K ( t , t0)ylij{x )+  ^ С і (тУ У--̂ - ~ ХХ іт  .
to UN d x

Соответствующее мажорантное уравнение для (22) примет вид

z (t,х ) = К е хр {- k(t -  t0)}yto e x p jx  Дх,-j  + JК  е хр {- k(t -  г )} •

^  d Jz {r ,x )  . —
- /  с —  ■ : -аг, х,>  0, 1 = 1,п.
^  J д х 1 1

(22)

ии
Решая его, найдем

z(t, х)  = К у ч е хр {- p(t - 10 )}expi £  Д,х,. \ .

Следовательно,

д  х 1

и, поэтому,

< K y lo е хр {- f i ( t  - 10 )}ехр<{ £  R,x, [-І? 7 

d j H{ t ,  x)
lim  sup sup

/ 20 f  x\<Q d x }
<RJ = 0 ,

в силу неравенства (7).

Теорема 4. Пусть det^(<y)^0 и выполнены условия (7),(21). Тогда сис

тема (1) обладает свойством конвергенции в указанном выше смысле.
Полученные результаты обобщают теорию линейных систем с конверген

цией, изложенную в книге [4].

§5. Применение развитой теории к линейным системам
с постоянной матрицей А

Для иллюстрации развитой выше теории рассмотрим линейную систему
вида

л j Л j л *
— -  = A u +  £ С  W — — + / ( r ,x ) ,  x e R \  и е  Rm, (23)
о  t  ии. д  х }

где А —  постоянная (т х т)-матрица, все характеристические корни ^ ( л )  
которой имеют отрицательные действительные части,

Re {а ) < 0 , i  = l ,m,  (24)
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C j(t) —  непрерывные ©-периодические (т х m )-матрицы, f ( t , x )  —  не

прерывный л)-периодический no t  т -вектор из пространства E(G,R).

В этом случае матрица Коши K (t,tQ) выписывается в явном виде

£(/,*„) = ехр{л(*~ О}-
В силу условия (24) она удовлетворяет требуемому неравенству

(t, т| < К  ехр{- k(t -  г)}, t  > г ,

с положительными постоянными К , к .  Поэтому при выполнении условия (7) 
теоремы 1,2 будут справедливыми.

Для построения («-периодического по t  решения системы (23) следует 
решить эквивалентное интегральное уравнение

u(t, х ) = jexp{A (t -  г)) d r . (25)

В силу условия (24) решение уравнения (25) строится классическим методом 
последовательных приближений:

ио(?>х ) = je x p {^ (r -  г ) } / ( т, x)d r ,
—оо

t

им М =  Jexp{y*(f -  г)} d r ,

/ = 0 , 1, 2 ,....

При этом все последовательные приближения и,(/,х), / = 0,1,2,..., оказы

ваются СО -периодическими по t  вектор-функциями, так как известно (см.[4]),
что оператор

|е х р {л ( /  -  г )}й??

переводит множество непрерывных «-периодических по t  функций в себя. 
Следовательно,

+оО
иш [t, х)  = щ (t, х)  + £  (им  (t, х)  -  и, (t, х ) ) . (26)

/=0
Для ряда (26) составим соответствующий мажорантный ряд. Имеем

1К +1 (t, х)  -  и, (t, х |  < sup j K  е хр {- k(t  -  t)}\Qju: ]r fr  = ~ / л ,  = д ч |,
^ — СО Л

/ = 0 ,1 ,2 ,.... 
Следовательно, при выполнении условия

< 1 или к  -  K Q  >  0 , (27)

мажорантный ряд сходится. При этом построенное решение
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uJf,x)eE(GtR)-
Далее повторяя предыдущие рассуждения, устанавливаем справедли

вость следующей теоремы.
Теорема 5. Пусть выполнены условия (24), (27). Тогда система (23) обла

дает свойством конвергенции в указанном смысле.
Полученный результат обобщает теорию линейных систем с конверген

цией, изложенную в [4].
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