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УДК 513.83
Г.О.КУКРАК, В Л .ТИМОХОВИЧ

ОБ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
С ТОПОЛОГИЕЙ ОЧАНОВСКОГО ТИПА

Предлагаемая работа посвящена некоторым свойствам экспоненциально
го пространства с определенной топологией очановского типа [1, 2] и примы
кает по тематике к известным работам В.В.Попова [2, 4], Л.Я.Энгельсона [3], 
Г.Пранинскаса [5] и М.М.Чобана [6, 7]. Начнем с необходимых определений и 
обозначений. Символом ш обозначим мощность натурального ряда N. Все топологи
ческие пространства, если это не оговорено особо, будем считать ̂ -пространствами, 
а отображения -  непрерывными сюрьекциями. Для топологического пространства X,
множеств А, В, А ,сХ , і =  1, п , и точки хеХ  обозначим: \А\ -  мощность А; тх  и ^ - т о 
пология пространства X  и семейство всех замкнутых в X  множеств; [А\х и int*4 -  за
мыкание и внутренность А в X; ь{х) (ъ&А)) -  семейство всех окрестностей точки х 
(соответственно, множества Л) в X; /*={х еХ /{х} et$; Dy=X \ 1Х.

Допустимой о-метрикой на X  называют определенную на ХхХ функцию 
р(х, у), удовлетворяющую условиям: р(х, у)^0 и р(х, у)=0 х=у; Uerx о  для 
любой xeU найдется е>0, при котором В(х, J)cU, где Щх, £)={уеХ/Дх, у)<г}. Если 
кроме того fix , ў)=р{у, х) для любых х, уеХ, то р  называют допустимой симметрикой.

Пространство X  называют секвенциальным, если Ае<рх <=> найдутся 
хеХ \А  и последовательность (х „)*=1 сА: хп->х.

Характером множества А в Х  называют минимальную мощность %х{А) се
мейства астх(А) такого, что для любого Uez^A) найдется Уесс Veil.

Для произвольных отображения f: X-+Y и множества Р сУ  обозначим: 
MP= {ye Y /\f'1(y)\>2}, Sp=P\Mp, f *  (A )= {yeY /f'1(y)cA). Отображение f  называют 
замкнутым, если f(F)e<pY при компактным, если f  '1(y) компактно для лю
бой yeY, совершенным, если оно замкнуто и компактно; отделимым, если в X  
имеют дизъюнктные окрестности любые х, уеХ такие, что х^у и f(x)=f(y); не
приводимым, если f(F)*Y, как только F<=q>x и F*X.

В множестве ехрХ=<р^0^ определим подмножества <>4>={{х}| хеА},
П

V(Ab A„)={FsexpX/F c \ J  А ,, FnAt*0 , 0(А; В)= {FeexpX \ A<d=c=B}.
/=1

Топология Виеториса &  на ехрХ задается базисными множествами (т.е. эле
ментами базы) вида V(UU ..., U„), где {Ub .... Щсгтх, neN  [8, 9]. Топологии оча
новского типа на ехрХ задаются базами, состоящими из множеств видаО(Д- В), 
где Аеа, Ве/3, а и /7 — некоторые заданные семейства множеств в X  [1, 2]. 
Пространство (ехрХ, обозначают обычно через expXи называют экспонентой над X.

1. Определение. Пусть г/х -  топология на ехрХ, порожденная базой 
{0(Д- U) | ІІету, А=0или  2<|yA|<fij. Пространство (ехрХ, tjx) обозначим ЕхрХ и 
назовем р-экспонентой над X. В ЕхрХ определим подпространства

Exp„X={FeExpX | |F|<ft} (Ехр1Х=<Х>),
СО

ExpJ(= {FeExpX I \F\<a}, ExpxX = \J ExpnX .
И=1
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Несложно показать, что ЕхрХ -  7>пространство, X  гомеоморфно ExpfX  
(Xs>x->{x}eExp1X), Ехр„Х при любом neN  замкнуто в ЕхрХ, Ехр«Х всюду плотно 
в ЕхрХ, и при любом neN  любая точка хеЕхрп+1Х\Ехр„Х изолирована в 
Ехрп+1Х. Нетрудно далее проверить, что топология г|Х не слабее топологии 
Виеториса (tjx>4x) и пх=£,х <=> X  дискретно. Заметим также, что если 0 *B e q > x, 
то ЕхрВ -  замкнутое подпространство в ЕхрХ.

Следует отметить, что топологии очановского типа, рассмотренные в [2-5], ин
дуцируют на <Х>, как правило, дискретную топологию.

2. Лемма. Для любых A, ВсХ, где 2<|Л|<а>;
{а)[О(0; В)]ЕхрХ= 0 (0 ; В)ь<[В]х>,
(Ь )[0 (Д В )]&р*=0(А В ).
3. Утверждение. Пространство ЕхрХ хаусдорфово (регулярно, вполне ре

гулярно) тогда и только тогда, когда X хаусдорфово (соответственно, регуляр
но, вполне регулярно).

4. Теорема. Для хаусдорфова пространства X эквивалентны условия:
(а) ЕхрХ компактно; (Ь) ЕхрХ счетно компактно; (с) Ехр2Х  счетно компакт

но; (d)X конечно.
Достаточно доказать (с) => (d). Допустив, что |Х|>со, фиксируем xeDx и 

произвольную точку аеХ, а#х. Рассмотрим дизъюнктные окрестности Uez^a) 
и Vezyix). Найдется >AcV\{x} такое, что И|=<». Установив дискретность в Ехр2Х  
множества {{а, у)| уеА), приходим к противоречию.

5. Лемма. Пусть ХсЕхраX  и \Д<ох Тогда [Д^рхсЕхр^ X.
6. Следствие. Если ЕхрХ секвенциально, то \Х\<со.
Допустив, что |Х| >со получаем, что ExpJ< не замкнуто в ЕхрХ. Но тогда 

найдутся несчетное ВеЕхрХ и последовательность{Fn}™=i с  ЕхршХ : Fn->B,
что противоречит лемме.

7. Следствие. Если Ххаусдорфово, а ЕхрЕхрХсеквенциально, то X  конечно.
В силу 6 достаточно показать, что в бесконечном хаусдорфовом про

странстве найдется континуум различных замкнутых подмножеств. Для дис
кретного X это очевидно, если же Dx*0 , можно фиксировать XeDx и построить 
последовательности точек х „е Х и окрестностей Unerx(xn) и 1/пег*(х) таких, что 
(J [/, с  Vn и семейство {Ub ..., Un, Vn} дизъюнктно для любого neN. Тогда

множество бесконечно и дискретно в себе, и, следовательно, се
мейство {Со{[Д]у\А) | СсА) представляет необходимый пример.

8. Лемма. Если X  регулярно, а ЕхрХ секвенциально, то Dx компактно.
Так как |Х|<оз, достаточно доказать счетную компактность Dx. Допустим,

что существует дискретное в X  множество M={xn \neN}<=Dx, xn*xm при n^m. За
метив, что X  нормально, построим дискретное в X  семейство окрестностей
ипетх{хп) и последовательности (>*)Г=і У І хп и У І *  У"Р ПРИ к^Р
для любого neN. Рассмотрим множество ЕсЕхрХ, состоящее из всех мно
жеств вида {xn \ n е A } U  {y nk \п<£ А} , где ЛсЛ/, 2<|/\|<<у. Поскольку

Ме[ДЕ*Рх\£, найдутся BeExpXM u (F p)“ =] с Е ,  где Fp = { х п \ п е  Ар} и  

{.УІ(п,р> I п * А р} : FP->B. Обозначим УП=Ь £ }?„, <J{xn} , Z  = \JY „ .
л=1
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Рассмотрим случаи:
1) B<zZ; 2) BdZ и BnYn= 0 для некоторого neN; 3) BdZ и \BnY„\>2 для не

которого neN; 4) BdZ, \BnYn\=1 для любого neN, и \BnM\<a>. Легко показать, 
что все они невозможны.

Таким образом, В  =  {дгл | п е К )  и  {у ^  | п & К ) , где K<=N и |К\=а Далее фикси

руем SieKSAi, ..., spe^\A1u...uApu {s 1, ..., s ^ }, обозначаем Т  = {y k\ŝ p)Tp=,

и приходим к противоречию, установив, что FneO (0, Х\Т)эВ для любого п eN.
9. Теорема. Пусть X регулярно. Пространство ЕхрХ удовлетворяет 1-ой 

аксиоме счетности тогда и только тогда, когда \У\<сц Dx компактно и xA.Dx)<co.
Доказательство теоремы опирается на следствие 6, лемму 8 и тот факт, что если 

В, Fetpx, Ххаусдорфово, В типа Gse F, F компактно и % AF)^ то и хх{В)<а)[Ю].
В [11] показано, что expN не допускает симметрики. Учитывая, что 

ExpN=expN, секвенциальность симметризуемого пространства, а также мет
ризуемость хаусдорфова счетно компактного симметризуемого пространства 
[12], получаем следующий результат:

10. Теорема. Для хаусдорфова X  эквивалентны условия:
(a) ЕхрХ симметризуемо;
(b) ЕхрХ метризуемо;
(c) X  метризуемо, компактно и |Х|<ю.
11.Определение. Отображение /  f:ExpX->ExpY назовем каноническим, 

если /  i(<X>)c<Y> и /  ,(</=>)=< /  1(F)> для любого 0*Fe<px.
Ясно, что любое каноническое отображение f  л определяет сюръектив- 

ное непрерывное замкнутое отображение f  :X ->Y  формулой {f(x)}= Л({х}). 
Обратно, любое замкнутое отображение /  :X->Y индуцирует сюръективное 
непрерывное замкнутое отображение /  i:ExpX->ExpY:F->f(F), являющееся 
каноническим. Легко проверить, что отделимость эквивалентна отделимости 
/ ,  а неприводимость / ,  эквивалентна тому, что /  — гомеоморфизм.

12.Теорема. Отображение /  ,:ExpX^>ExpY, индуцированное замкнутым 
отделимым отображением / :  X-+Y, совершенно тогда и только тогда, когда 
/  удовлетворяет условиям:

/  \  /  (F))\U конечно для любых Fe<px и Uer^F); (**)
DycrSy. {***)
Необходимость. Для доказательства (**) допустим, что | /  ~1{ f  (F))\U\>co

для некоторых Fe<px, Uer^F). Рассматривая для / “ '( / ( F ) )  покрытие {0 (0  if), 
0 (0 ; X \F)}o{0({а, Ь}; X) | aeF, b e f ' \ f  (F))\U), получаем противоречие. Дока
жем (***). Заметим сначала, что /  конечнократно. Допустим, что y0eDY и | 
f  1(Уо)\^2. Фиксируем дизъюнктное семейство окрестностей Ugev^a), где 
а е / _,(Уо). и рассмотрим для f [ \ { y 0} )  покрытие £= {0 (0 ; Ua)| a e f 1(y0)}u  

{ 0 ( A \ [ J U a) I A<=f ~1(y0), \A\>2}. Фиксируя O(0;V)<= (U Z ), где Very(y0), и
aeA

уе\/\{у0}, приходим к противоречию, рассматривая множества
f  '1(У )Ц .а )е /;\{у 0,у } ) , a e f - \ y 0).
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Достаточность. Докажем компактность O f x 1(Р ) , где Ре(ру, \М^>а> (нетри
виальный случай). Заметив, что /  конечнократно, MPc lY и PnDy*0, несложно 
показать, что множества вида 0 (0 ; Ц)пО\л 0({х}; Х )пД  где ІІетх, x e f '1(MP), 
образуют предбазу пространства Д  откуда следует, что tjx и &  индуцируют на 
Q одну и ту же топологию. Компактность же П  относительно 4х следует из ре
зультатов [13]. Для проверки замкнутости /  рассмотрим Pe<pY с МР*0 , SP* 0
(нетривиальный случай), покрывающее семейство Е = {0 (Д . ;£/,.) }"=1,
где Aî UjETx, 2<]Д|<® и 0(Д; U i)n f{~ \P ) * 0  для любого i  = l ,n ,  и покажем,

что P e in f Expyf Обозначим V =  П / #(Д  ^  . С = LJ/(4) ■
і=1 1=1 

Заметим, что Very и РеО(С; V). Пусть ВеО(С; V), Teq* и /  (7)=В. Для любой

уеУ фиксируем х(у)е /  ' ’ (у) и обозначим Т  =ТЦх(у) | уеУШ}, F=T п  f  ~1(Р).
Легко увидеть, что Т etpx и F e f ~ x(P) .  Осталось зафиксировать 0(Д ; ЩэР и 
проверить, что Т<?0(Д; Ц).

13. Следствие. Пусть отображение /  ,:ЕхрХ-*ЕхрУ, индуцированное 
замкнутым отделимым отображением / :  Х-^У, совершенно. Тогда /  конеч
нократно, /  (Dx)=Dy и /  |D — гомеоморфизм.

14.Следствие. Пусть каноническое отображение /  2.' ЕхрЕхрХ 
->ExpExpY индуцировано отображением /  r; ExpX->ExpY, индуцирован
ным, в свою очередь, замкнутым отделимым отображением / :  Х-*У. 
Отображение /  2 совершенно тогда и только тогда, когда /  — гомео
морфизм или X  и У конечны.
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