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СПЕКТРАЛЬНЫЕ И ФРЕДГОЛЬМОВЫ СВОЙСТВА 
ОПЕРАТОРОВ ВЗВЕШЕННОГО СРЕДНЕГО 

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ с
Пусть А -  нижняя треугольная матрица с элементами ank=pk/Pn, lesn, где

П
рк>0, р0>0, Pn= Yu Рк. удовлетворяющими условию:

*=0
lim Pn/Pn=8, 0<8<1. (1)

Пусть оператор А еВ(с) удовлетворяет условию (1). Тогда из работы Роуд­
са [1] следует, что спектр такого оператора взвешенного среднего описывает­
ся следующим образом:

ст(Л)={1еС: | А—1/(2—8) I ^(1-5)/(2-5)}ис1({ДеС:Я =Cn=Pn/Pn,n=0,1,2...}). (2)
Разобьем спектр а(А), определяемый правой частью формулы (2), на 

подмножества:
М ^ Я е С : | Я—1 /(2—8) | <(1-5)/(2-8)}; М2:={ЛеС: | Я-1/(2-8) | =(1-8)/(2-8)};

М3:={Я=сп=рп/Рп,п=0,1,2... ,0^Я<8/(2-8)}.
Лемма 1. Пусть АеВ(с), матрица А удовлетворяет условию (1) и диаго­

наль матрицы А не содержит бесконечного числа одинаковых элементов, то­
гда верны следующие утверждения:

a) Если АеМь то nul(A-AI)=0, def(>A-AI)=1 и іпсі(>А-Л1)= -1,
b) Если Ле Мг\{ 1,81(2-8)}, то пи1(Л-Я1)=0, def(4-AI)=0 и ind(/l-AI)=0,
c) Если ЯеМз, то при А*0 пи1(Л-Л)=1, def(/\-AI)=1 и ind(/A-AI)=0, а при Л=О, 

когда на диагонали стоит конечное число C j = 0 ,  равное т ,  имеем пи1(Л-Д1)=т, 
def(A-/LI)=m и ind(y4-AI)=0.

При доказательстве леммы рассматриваются три случая: 1) Л*Сп ,
2) Л=Сп^О и существует m штук номеров j таких, что Cj=Cn, 3) Л=0 и сущест­

вует m штук номеров j таких, что q=0. В зависимости от этого, а также принад­
лежности Л одному из множеств М2 или Мз получаем различное число ли­
нейно независимых решений уравнений (Д-Л)х=0, (Л*-Я1)у=0, где хес, уе!,, для
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этого используются свойства элементов матрицы А и признаки сходимости 
числовых рядов. Следует отметить, что предположение о том, что диагональ 
матрицы А не содержит бесконечного числа одинаковых элементов, сущест­
венно при нахождении решения уравнения (А-Я1)х=0 в случае ЯеМ3, А?О.

Лемма 2. Пусть ЛеВ(с), матрица А удовлетворяет условию (1) и диаго­
наль матрицы А не содержит бесконечного числа одинаковых элементов, то­
гда минимальный модуль Като у(Л -Л), определенный по формуле:

у(А-Я1):= inf {I I (А-ЛI)x 11 /d(x,N(A-AI)), хес\ N(/4-21)}, (3)
X

где d(x,N(A-AI)):= in f llx -y ll, II °) I -  норма в банаховом пространстве с,
y e N ( / 4 - A I )

положителен для ЯеМ3, т.е. у(А-Я1)>0.
При доказательстве целесообразно рассмотреть следующие два случая:
1) ЯеМ3\{0} и 2) Л=О , т. к. для них используются различные методы по­

строения оценки для минимального модуля Като (3). Для каждого случая, ис­
пользуя некоторые неравенства для оценки числителя и знаменателя мини­
мального модуля Като у(А-Л1) (см. определение и свойства в [2]), получим не­
обходимое утверждение. Заметим, что неравенство у(А-А1)>0 для минималь­
ного модуля Като ограниченного оператора А-ЛІ эквивалентно замкнутости его

области значений, т.е. R ( А  -  XL)  = R ( А  -  XL) ((2], теорема IV.5.2).
Лемма 3. Пусть ЛеВ(с), матрица А  удовлетворяет условию (1) и диаго­

наль матрицы А не содержит бесконечного числа одинаковых элементов, то­
гда для ДеМі оператор А-А1 сюръективен, т.е. R(A'-Aі)=і,.

Доказательство проводится прямыми вычислениями, используя выкладки, 
проделанные в работе [1], с помощью которых устанавливается разреши­
мость уравнения (>4*-Я1)у=х Vxel,.

Рассмотрим подмножества комплексной плоскости С, определяемые по- 
луфредгольмовыми и фредгольмовыми характеристиками:

АеС: R (A  - X L ) - R ( A ~ X L )  };
Ф+(Л):={ЯеД1(А):пи1(Л-Я1)<оо}; Ф'(Л):={ЯеД1(Л)^е!(/А-Л)<оо};

Д2(А):=Ф+(А)иФ'(А); Д3И ):= Ф > )п Ф '(Л ); А4(Л):={ЯеЛ3Й):іпд(А-ЯІ)=0};
Д5(/А):={ЯеД4(А):проколотая окрестность точки Я лежит в р(А)}.

Существенными спектрами линейного оператора А называются подмно­
жества спектра а(А), определяемые следующим образом:

суек{А):=С\Ак(А), k = U  ; 0 «*  (Л):=С\Ф%А).

Каждое из множеств аек(А) (к= 1,5), ае2± (А) называется существенным 
спектром, причем, сте1(А) -  существенный спектр Голдберга, ае2(А) -  сущест­
венный спектр Като, ае2*(А) -  существенный спектр Вольфа, ае7 (А) -  сущест­
венный спектр Густафсона-Вейдмана, ае3{А) -  существенный спектр Фред- 
гольма, оге4(А) -  существенный спектр Вейля или Шехтера, ав5(А) -  сущест­
венный спектр Браудера [3]. Их можно описать и другими эквивалентными 
способами. Очевидно, что рассмотренные существенные спектры удовлетво­
ряют следующим включениям:

стві(А )сав2(іА)есте2±Й )сае3(і4)сств4(А)£ае5(А).
В доказательстве следующей теоремы используется таблица состояний 

Тейлора- Халберга [4]. В ней систематизирована информация о спектральных 
свойствах оператора Т  и его банахово сопряженного Т*. Если ТеВ(Х), т.е. Т  -  
ограниченный оператор, действующий из X в X, то для R (T) имеются три
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возможности: I. R(T)=X, II. R(T)*X, но R ( T )  =X, ІП. R ( T )  *X и имеются три 
возможности для Т 1: 1. существует Т 1 и он непрерывен, 2. существует Т 1 и 
не непрерывен, 3. не существует Т 1. При комбинации указанных вариантов 
получаем девять различных условий (например, T e l и ТеЗ, тогда пишут Те13). 
Если рассматривать упорядоченную пару ( Т , Т ), то упорядоченная пара усло­
вий называется состоянием пары ( Т , Т ). Всего таких состояний восемьдесят 
одно, но для банахова пространства X возможны ровно девять пар состояний: 
(І1.І ,) . (ІзДП-,), (Н2,Н2), (П2,Ш 2), (Пз,П12), (ІІІіД з), (Ш 2,ІІз), (III2,III3), (Ш з.ІІІз), при­
чем состояния (П 2,Ш 2) и (Ш 2,Ш 3) невозможны, если пространство X рефлек­
сивно.

Теорема 1. Пусть оператор ДеВ(с), матрица А удовлетворяет условию (1) 
и диагональ матрицы А не содержит бесконечного числа одинаковых элемен­
тов, тогда для существенных спектров оператора А справедливы формулы: 

<*еі(Д)= ае2(А)= а Л А )*  <уе3(А)={ЛеС: | Я-1/(2-5) | =(1-8)/(2-5)},
ОеА(А)= ае5(А)={ ЛеС: ] Л-1/(2-8) | <(1-5)/(2-5)}. 

Доказательство: Воспользуемся определением существенных спектров

через множества Ак(Д), к=1,5, Ф*(А). Рассмотрим множество М-,. Из леммьИ 
следует, что А-Л1 не инъективен, из леммы 3 вытекает, что А-ЛІ  сюръективен, 
таким образом, (Д’-Я1)е13. Поэтому из таблицы состояний Тейлора-Халберга 
([4], стр. 77) получаем включение (А-Л1)еШь т.е. существует непрерывный 
оператор (А -Л )'1, что влечет замкнутость области значений:

R (А -  XL) = R (А  — XL) , поэтому М ісА^Д). Из леммьИ непосредственно сле­
дует, что М ісФ^А), следовательно l^ c A ^ A ), но М ^ Д іЙ ) и, таким образом, 
М1сств4(А)ссге5(А).

Рассмотрим множество М2\{1, 8/(2-5)}. Из леммьИ вытекает, что А-ЛІ и А‘- 
Л\ инъективны, а поскольку в соответствии с таблицей состояний Тейлора-

Халберга (А-Л1) eII2, то R ( A - A 1)= с, но R ( A  -  XL) *с, поэтому М2\{1,5/(2- 
8)}czAi(>4). Из теоремы об устойчивости индекса линейного ограниченного опе­
ратора ([2], теорема IV.5.22) при Л=1, 6/(2-5) получаем, что

R ( A  -  Я1) * R ( A  -  XL) , следовательно M2<xAi(A).

Рассмотрим множество М3. Из леммы 2 вытекает вложение МзсА^Л), из 
леммьИ следует, что М3сД 4(А), а так как точки множества М3 -  изолированные

точки спектра, то М3сА 5(Д )сЛ ,(Л )сД 3(/4)сА2(>4), поэтому М3<2ствк(>4), к= 1,5 и
Мзсгстег* (А).

Пусть теперь ДеВ(с) -  нижняя треугольная матрица, у которой
Со=1, C2n=1/p, Czn-^l/q, п>0, где 1<p<q. (4)

Из работы Роудса [1] спектр такого оператора задается формулой:
<т(А)={ Ле С: (p-1)(q-1) U 12>І 1-рЯ||1-Чя]}.

Теорема 2. Пусть оператор ДеВ(с), матрица А удовлетворяет условию 
(4), тогда для существенных спектров оператора А  справедливо:

стеіИ ) =0е2('А)=сте2±(/А)=СТвзИ)={^еС: (p-1)(q-1) IЛ 12= 11-рЛ] j 1-q^J}, 
0в4(А)=0в5(А)={ЯбС: (p-1)(q-1)Ц |  >| 1-рЯІІ 1-q^l}. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. Рассматриваются 
подмножества спектра ст(А):
М ^ Д е С : (p-1)(q-1) U 12> 11-рЛІ11-q^J }, М2ЩЛеС: (p-1)(q-1) Ц 12= 11-рЛІ11-q^J}, 
для которых вычисляются числовые характеристики оператора А-ЛI.
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Граница этого спектра представляет собой овал или овалы Кассини. Если 

д/( 1 -  /?)(1 -  q) =(q-p)/2, то спектр является объединением двух областей, гра­

ницы которых пересекаются в точке оси х между 0 и 1, при -/(1 -  p )(l  -  q) >(q-

р)/2 спектр -  это связная область, когда д/(1 -  р ){\  -  q) <(q-p)/2 спектральное
множество состоит из двух непересекающихся областей.

Частный случай, когда выполняется условие (1), задается матрицей А  с
П

элементами: апч=0, k>n, ank=qk/ X  ч’ ПРИ к<п, где q=1/(1-5).
/=0

Часть результатов об указанных выше, а также полубраудеровских суще­
ственных спектрах оператора взвешенного среднего в пространствах 1р, 
1<р<оо, и с анонсирована в работе [5].
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