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В.И.МАРМАЗЕЕВ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕТРИВИАЛЬНЫХ 
ПРИВОДИМЫХ Б-ПРОСТРАНСТВ

Приводимые £ -пространства, введенные в работах [1] и [2], являются 
обобщением пространств с регулярным умножением [3] и, в частности, 
сймметрических пространств [4]. А  именно, любое пространство с регулярным
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ПРЫРОДАЗНАЎЧЫЯ НАВУКІ 9

умножением является приводимым 2 -пространством с циклической группой 
£ ,  а для симметрического пространства £  = Z 2. Однако ни в одной из работ 
посвященных приводимым £  -пространствам фактически не указаны примеры 
нетривиальных £  -пространств, т.е. приводимых £  -пространств не обладаю­
щих структурой пространства с регулярным умножением, согласованной с его 
£ -структурой.

Целью настоящей заметки является построение класса нетривиальных 
приводимых £ -пространств. Для простоты мы ограничимся случаем одно­
родных приводимых £ -пространств,- порожденных простыми компактными 
группами Ли G  и компактными группами их внутренних автоморфизмов £ . 
Через £  также будем обозначать соответствующую группу автоморфизмов 
алгебры Ли 91 группы G  .

Итак, пусть G  - простая , связная, компактная группа Ли, 91 =  L (G )  -ее 

алгебра Ли, £  с: A d G  -связная, компактная группа Ли внутренних автомор­

физмов. Тогда однородное пространство М  =  G 7 (G S) 0 , согласно [2], являет­

ся приводимым £  -пространством. При этом пусть 91 =  3  ©  К  - редуктивное 

разложение алгебры Ли 9?, где 3  =  9?2 - подалгебра неподвижных точек от­
носительно группы £ ,  а К  - ортогональное дополнение к 3  в 91 относитель­
но формы Киплинга. Подпространство К  естественным образом отождеств­

ляется с тройной £ -алгеброй Ли ТаМ  пространства М , где o - ( G z ) 0 [5],

при этом бинарная и тернарная операции в обозначениях редуктивного раз­
ложения выражаются следующим образом

X * Y  = [ X , Y ] H , [ X , Y , Z ]  = - [ [ X J U , Z ] ,  (1)
О

здесь [ Х , У ] К и [ Х , 7 ] 3 - проекции вектора [ X ,  Y]  на подпространства К  и 

3  соответственно.
Предположим, что рассматриваемое £  -пространство М обладает также 

структурой пространства с регулярным умножением согласованной с его £  - 
структурой. Последнее означает, что для любых р , х , у е М  и сг е £  спра­

ведливо равенство р  ° ju (x ,a ,y )  =  ju(p  ° х , а , р  ° >0, где о - регулярное ум­

ножение, а /л - £  - умножение. При этом заметим, что т.к. М  = G / ( G l ) 0 -

связное риманово пространство, то можно считать, что это умножение - умно­
жение минимального конечного порядка [6]. Следовательно, согласно [7], 
тройная £ -алгебра Ли К  обладает автоморфизмом ф' конечного порядка, 
удовлетворяющим следующим условиям:

Г  -  Ker(<p' -  id ) |х =  {0 };  2° -  [(р '(Х ),<p'(Y),Z] =  [ X ,  Y , Z ] .
При указанных условиях имеет место следующее утверждение
Предложение 1 Пусть G -  простая связная компактная группа Ли, £  - 

связная компактная группа Ли ее внутренних автоморфизмов, а приводи­
мое £  -пространство М  = G / ( G Z) 0 обладает структурой пространства 
с регулярным умножением, согласованной с его £  -структурой. Тогда су­
щ ествует такой автоморфизм (р алгебры Ли 9? =  L ( G ) ,  что  9 ^  =  9?£ .
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10 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 4 (4). 1999.

Доказательство. Пусть 5Я - простая алгебра Ли, 9І = 3  ®  К  - ее редук- 
тивное разложение, т.е. справедливы следующие включения

[ 3 , 3 ] с 3 ,  [ 3 , К ] с К .  (2)

Тогда из простоты алгебры Ли 9І следует, что 9І = [К ,К ]3 ®  К. В самом

деле, из тождества Якоби и (2) следует, что для любых Я е З  и е К
справедливо равенство

[ Я , [ * , П Э] =  [ * , [ Я , 7 ] ] 3 (3)

Если Н  = [U , F ] 3 при U,  V  е К , то равенство (3) перепишится 8 виде 

и  JT, У ] , , [и ,  К ]3 ] = [[II/ , К ]э, П Л з  У ] 3> Л ,  П з  ■ (4)

Таким образом из (2) -  (4) следует, что $Н(К) = [К ,К ]3 ®  К  - идеал ал­

гебры Ли 9?, следовательно 9t =  9 t(X ). Также из (4) следует, что

подпространство 3 , = { Н  е 3|[Я, К ] = 0} -  идеал алгебры Ли 91,

следовательно 3 , =  {0 } .  А  тогда из свойства 2° следует, что

[ < p X X ) , ( p ' ( Y ) \ = [ X J \ i  5)
Определим эндоморфизм ср алгебры Ли 9t следующим образом: пусть 

Я е З  и тогда (р {Н  +  X )  =  Я  +  (р \Х ).  Следовательно для

X , Y , Z e K ,  согласно (5), имеем: <p{[X,Y])  =  [ X , Y \  + ( p ' { [ X , Y } K) = 

[<р'(Х), <p'(Y)]z + <р\Х  * Y ) = [<р'{Х), р ' ( У ) ] а + <р'(Х) * <p'(Y) =

[cp {X ),(p {Y )^  Ц <р(Х),<р(У))« = 1<Р(П<Р(У)] и 

<*>([[*, 7 ] 3,Z ] )  =  < P \V X J ,Z \ )  =  m X \ (p '{Y ),(p X Z )-\  =

[[<p'(X),<p'(Y)]3,<p'(Z)] = [ [ X , Y ] aM Z ) l  = [ ? ( [ * , F ] 3) , ^ ( Z ) ] .

Таким образом <p -  автоморфизм алгебры Ли 9 t.

Пусть Я  +  X  е SR* тогда <р(Н +  X )  =  Я  +  (р \ Х )  = Я  + X , следова­

тельно (ср' -  i d ) ( X )  =  0, а согласно 1°, Х=0, т.е. 9tp =  3.

Теорема 1. Пусть  91 -  простая компактная алгебра Ли, а £  - группа 
Ли внутренних автоморфизмов Z  с  In tiI для которой существует 
внутренний автоморфизм (р минимального конечного порядка к такой, что

9?р =  5RZ, причем группа Е  максимально возможная. Тогда (р е £ , а группа 
£  - абелева.

Доказательство. Как известно [4], внутренний автоморфизм <р оставляет 

поточечно неподвижной подалгебру Картана р  с  9?. Пусть R -  корневая сис­

тема комплексной оболочки 9ІС относительно подалгебры Картана р с ,
Я

В = { a x,...,an}  -  базис системы R , / Л о ~ ^ т іа і -  максимальный корень,
;=і

а 91 а - корневое подпространство в 9tc , соответствующее корню а  [4].
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ПРЫРОДАЗНАЎЧЫЯ НАВУКІ 11

Обозначим через Р  симплекс пространства р '  =  V - T p , определяемый не­

равенствами: //0 <1 и а г >  1, i =  \,п, вершины которого Я ( определяются

равенствами: Я 0 =  0; a i( H  Л -  ——  , i = 1,п.. Тогда, с точностью до
mj

сопряженности, имеем, что (р — ехрас/(л/-Т ■ 2 л Х ) , где X -  —  У т . Я, .

Положим ^  = {а  е | о г(Х ) е Z }  , тогда, согласно [4J,

9 Г  = р +  Z m n ( 9 t a +9 l_a). (6)
аейЛ.

Пусть сг е Е , тогда 91s е  9ta и следовательно подалгебра Картана р  

поточечно неподвижна относительно сг, поэтому а  =  exp ad ( iK 'f -X Y ) , где
/I

Y = Х а Я .  е р * . Заметим попутно, что из (6) следует, что Rx е  RY. Если
/=1

у = 1 , г ,  то а, (ЛГ) =  а, ( £  t, Я  )  =  £  /. а, (Я,. )  =  0 , т.е. а, € Л* с й у .
;=1 у=1

П П g
Таким образом а , (У )  =  ( ] Г j  f f . )  =  2 sta i( Н , )  =  ~ ~  =  z, е Z , т.е.

м  j=1 m,
п _

s, = z, ■ /и,., а значит Y  = £ s '  Я , +  £ ^ Я ,  , где л1,. =  г,. • /я,, s' е [0, т ,  ) .  Но
j=1 ' 1 1=1 ' J 

й —

поскольку вектор принадлежит центральной решетке
і=і

— ^ = e x p _1( Z ( G ) ) t где G - связная односвязная группа Ли с алгеброй Ли
2 W - 1
91, то

а  =  e x p (tfd (2 W -4 £ ,y , Я ,. ) ,  0 < sL < m i .

Пусть с другой стороны Y  = У  s, Я , 0 <  s, < m, и1 j 1 jj=1

сг = exp ad {In -J ^ -IY ) . Рассмотрим сначала случай, когда /.i<£ Rx . Поскольку 

X  е Р , то ju ( X)  < 1, следовательно

К Х ) = =

= т  2 > , ,  ! > , « ,  W J  = Z m. <1 .т.е .
л  у=1 \=1 к j=1 J

Z m  < k .  (7)
7=1
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12 ВЕСНІК МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 4 (4). 1999«

Значит, если a e R x , то

а ( Х )  =  j £  т  а ( Н  )  = ^ І > , £ nsa s( H  )  =  j £  п е Z . А  т.к.
К  7 =1 '  '  К  J *=1 Л  у=1 '

Г
О < я, < т , , то из (7) следует, что и У  и < к , следовательно и, = 0,г/ V ТТ V V

__  Г
j  =1, г . Таким образом для любого Y  = £  st H t 0 <st < от, и любого

a & R x имеем

«(У) = I S, а (Н  ) = X  st 2  пка к (Я  ) = ]>>, Z  л* —  = I V  0 = 0 е  Z '
7=1  '  '  7=1  ' * = 1  '  7=1  У J t= l ХПІ) j = 1 '

т.е. i?y cz Z?j, и 9 ^  с  , где <т =  ехряа?(2;т-\/-Тг). Итак

£  = {cr =  expad{27r4-\'£ ,st H t | 0 <  si < m i } ,  т.е. £  - тор размерности г.
]= \  1 1  1 1

Пусть теперь /ие Rx , откуда j u s R r , следовательно
г г  г

//(7) =  / / (£  st Я,. )  =  J ]  ■?, е Z . В частности для X  =  —  £  от( Я , е Р ,  име-
7=i J J /=> J A: y=i 7 J

ем, что ju (X )  =  —  J ]  Щ =  1. следовательно
к j=\ ‘

2 > ,  = к . (8)
У=1

Поэтому для произвольного a e R x получаем, что
[ г  г г

a ( X )  = — Y n i = У п, / У от, e Z .  А  т.к. 0 < л ,  сот, , то либо все и, = 0 ,ІГ ..  i . .  1 I 1 liК  7 = 1 j = l  ; = 1

либо все -  от, , j  = \,г . Таким образом, если 7  =  1 > , Д - .  где
;=1

г

< s t < m i и Y jmi e Z ,  то для a e R x имеем, что! * .-1 ^м
Г П,

& (У ) -  Z  )  =  S  ̂  ~  - т  е- либ° a (Y )  =  0 , либо a (Y )  =  У  st <= Z  .
м  ' J м  ' mt j=i '

Следовательно Rx a  Ry и

£  =  {сг =  expa d {2 n 4 ^\Y ^st,H h | 0 < s t < m i , '£ s i е Z } .
7=1 J '  ;  7=1

Заметим, что из простоты алгебры 91 следует биекгивность 

отображения: Y  —»  ехряй?(2л/-1яУ), следовательно группа £  - абелева с 

числом связных компонент равным H O D (m  ̂ ) .
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ПРЫРОДАЗНАЎЧЫЯ НАВУКІ 13

Следствие 1. Однородное приводимое 2  - пространство М  =  G / ( G Z) 0 ,
порожденное простой связной компактной группой Ли G и неабелевой связной 
компактной группой Е  ее внутренних автоморфизмов является нетри­
виальным.

Из доказательства теоремы 1 получаем также
Следствие 2. В условиях теоремы 1 в случае, когда [л <£ Rx ,

в случае, когда е i?x
м  '  '  '

Z(Я ') = {V-1  ■ i s  Н, I s  е  R , i s  = 0).
;=i j=i

Рассмотрим теперь те естественные условия, которым в нашем случае 
должна удовлетворять подалгебра Ли 91s .

Пусть £ (£ )  с  асЖ - алгебра Ли группы Е . Так как для простой алгебры 

Ли 91 = acffi, то в 91 существует такая подалгебра 91Е , что Ц Е )  =  ас?(91х) .

Так как 91£ и 91х - подалгебры простой компактной алгебры Ли 5?, то, со­
гласно [8,стр. 115], они являются прямыми суммами своих центров и полупро- 
стых компактных идеалов:

9 ^ = 9 1 , 0 3 , ,  9ls =  912 Ф 3 2, где 3 , =  Z (9 lI ) ,  а 3 2 =  Z(9tr ) .

Из определения 91Е следует, что X  е 91s тогда и только тогда, когда 

expadtX  е Е  для любого t е R . Следовательно для любого F  е 91s спра­

ведливо равенство (exp a d tX )(Y ) = Y ,  дифференцируя которое по t, получа­

ем при t =  0 , что [ X , Y ]  =  0, т.е. Y  е Z 9!(91s )  или 9lz с  Z3,(91£ ) .  Пусть с

другой стороны Y  е Z m( 91s ) ,  следовательно для любого X  е 91£ имеем, что 

(expadX)(Y) = Y  ,а т.к. группа Е  связна, то cr(Y) =  Y  и для любого сг е Е , 

т.е. Y e  91х , таким ообразом

9tz = Z * (9 1 z ) .  (9)

Отсюда следует, что 3 2 с  91£ , а значит 3 2 с; 3 ,. Отметим также, что 

подалгебра Ли 9lj Ф  3 , ®  912 - прямая сумма, так как в противном случае из

(9) следует, что непустое пересечение 912 о  91г является нетривиальным 

центром полупростой алгебры Ли 912, что невозможно. Итак для подалгебр 

91? =  91, Ф 3, и 91х =  912 Ф 3 2 выполняются следующие условия

9lj Ф 3 , Ф 9!2 - прямая сумма; 3 2 с  3 , . (10)

Пусть обратно 911 =  91] Ф 3 ,, и 9Ь = 9!2 ©  3 2 - подалгебры простой 

компактной алгебры Ли 91, такие, что 9li =  Z<„(9l2) и справедливо условие

(10). Пусть Е  - подгруппа Ли группы М Ш , такая, что 1(E) = ad^l2. Тогда
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14 ВЕСНПС МДУ імя А.А.КУЛЯШОВА № 4 (4)» 1999«

для любого а  элемента группы £ , а  =  П е х р  adXi , где X t е 912 , и любого
і=і

Y  е 91, очевидно, что <j(Y) = Y ,  т.е. 91, с  91х . С другой стороны, пусть 

У  е 911 , тогда для любого X  е 912 , a t = expadtX е £ ,  следовательно 

crt(Y )  =  Y. Дифференцируя это равенство по t, при t = 0 получаем, что 

[ X , F ]  =  0 , следовательно Y  e Z st(9 l2)  =  9l1, т.е. 91е с: 91,, а значит 

91̂  =  91х .
Таким образом условия (9) и (10) являются необходимыми и 

достаточными для выполнения равенств 91, =  911 и L (Z )  =  ad912 .

Укажем теперь способ построения пар подалгебр(91,,912)  простой ком­

пактной алгебры Ли 91, удовлетворяющих условиям (9) и (10), а тем самым и 
способ построения класса нетривиальных I  - пространств.

Пусть 91 - простая компактная алгебра Ли, <р - ее внутренний автомор­
физм минимального конечного порядка, представимый в некоторой корневой

системе R в виде ф  -  tx p (a d 2 jt^ f -\Z ), где Z  = - У т ,  Н . , а
к м  1 ‘

9 ^  =  3  Ф  91, © ... Ф  914 -  соответствующая подалгебра неподвижных элемен­

тов, где 3  = Z (9 l(0), а 91,. - простые идеалы алгебры 91р и к > 2 .  Обозначим 

через 91, =  3  ©  91и Ф ... ©  91„ и 912 =  3  Ф  91w Ф ... Ф  91и , где непустые

множества {я ,,...,я8}  и {/я,,...,/и,} не пересекаются и их объединение равно

множеству {1.....2}.

Из определения 91, и 912 ясно, что 91, с  Zj,(912) .  Пусть те­

перь X  е Z m( <Si2) , если предположить, что X  е 919 , то X  = Н  + Х { + Х 2, где 

/ У е З ,  Х у е[91,,91,] и Х г е [9 !2,912] .  Следовательно для любого 

имеем [ Y , X ]  =  [ Y , H ]  + [ Y , X l] + [ Y , X 2] = [ Y , X 2] =  0 , а тогда 

из полупростоты подалгебры [912,912] получаем, что Х 2 = 0  и X  е 91,. По­

этому рассмотрим теперь случай, когда X  е Z M( 912)  и X  <£ 9tp . Это означа­

ет, что в разложении вектора X  = Н  + ^ а аХ а +ЪаХ _ а присутствуют век-
aefi

п
торы Х а, и Х  а, такие, что в разложении корня a J = ]> ]« / « ,  по базисным

1=1
корням выполняются неравенства я/ Ф 0 для тех корней at , соответствующие
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ПРЫРОДАЗНАЎЧЫЯ н а в у к і 15

Рассмотрим сначала случай, когда максимальный корень ]л не принад­

лежит множеству Rz , тогда, согласно следствию 2 теоремы 1 

7 ( 9 ! ' )  =  3 '  =  g e n { - [ - V H , }  c » , j  =  1,2. О в д ш ге п ю [Я ,_ , X ]  = 

І(<УЯ , ,X„] + hlH, , * J )  = )-Г„ ) * J  =
«ей ' веЛ ' '

= І « Ч я ^ х « Л - * ^ )  =
м

= ІЕчЧ(я,,Х«„,.г„, -ь„х_',)=о
к п к П -

j=\ i= l
Р

А т.к. nj *  0 , то аа, = Ьа> =  0, поскольку векторы - линейно независимы. 

Следовательно X  е , а значитX  е 9?!, т.е. Z<„(9t2)  с  5Я, , откуда получа­

ем, что Zyt($ {2)  =  9t, .Поскольку в данном случае Э?) и SR2 равноправны, то

и а д ) = ^ .

Рассмотрим теперь случай, когда j u s R z , ограничившись случаем, когда

1 г
хотябы одно из чисел mi в разложении вектора Z  =  —  £ »* , Н , , опреде-

к j=1 ' ‘
ляющего автоморфизм (р, равно 1. Согласно следствию 2 теоремы 1

г г
Н 0 =Ya si H i е Z ( SH*) только, если '£ s i = 0  .Тогда для такого Н 0 имеем:

*=1 1 1  *=1 ‘
[ И . .А - ]  = 1 > (Я „ Х в „ Л Г „ - Ь „ Х ^ )  =

ае«

-ь,,х_а,) =
j =1 ,= i /=1

= — {a tX  j - b  t X  j )  =*шші £md i it \  a J or a J - a 1 '
j - \  1=1 Ы\ ftl:4

= 'L ( i ,^ rsi,X‘‘a,x, -ba,x  ,) = о

Если предположить, что аа, и Ф 0 , то получаем следующую систему
однородных линейных уравнений

І> ,-  = 0 :  Z — ^  = 0 ; /  =  1,*. (11)і=і ы т, '11
Так как эта система, согласно следствию 2 теоремы 1, имеет пространст­

во решений размерности г - 1 ,  то ранг системы (11) равен 1, следовательно

Г nj nj
все ее уравнения пропорциональны уравнению 2^st =  0 , т.е. — -  =  — -  < 1

ы ' ™ “
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для любых / и к , т.к. хотя бы один раз выполняется неравенство < mj . А

так как по предположению хоть бы одно из чисел т{ = 1, то все =  0, что

противоречит предположению nj Ф 0. Таким образом и в этом случае 

X  е 9 ^  , т.е. Z w(9t2 )  = 91i. В частности, это верно для любого автоморфиз­

ма алгебры типа At В случае, когда щ  >  1, а 0 < njt < наше утвержде­

ние тоже верно, но требует слишком большого перебора всех возможных слу­
чаев, поэтому мы ограничимся следующим примером.

Пример. Пусть G  = Sp(n) -  симплектическая группа с внутренним

автоморфизмом (р : Spin) —> Sp(n) : А  —> Т АТ ~Х,

где Т  = (e~ia' I p , e~ia' I Pi ,e,a,I P2 ,e~la,I p ) ,  p  + q = n. Отсюда следует, что 

G p = {А  е Sp(n) I А  =  diag(Fj, V2), Vt = d iag(U ,.,U i) ,U l e U ( p ) , U 2 e U ( q ) } ,  

а ее алгебра Ли Д С г’’)  имеет вид

L ( G n  = {diag(S] ,S2) \ S i =di ag( Qi, Q i) , Q ‘i + Q ( =  0 M S ,  + S2) =  0} =

З Ф А ^ Ф А ^ ,

где центр 3  имеет вид 3  =  {it(d ia g (I2 Следовательно
q

группа Е  внутренних автоморфизмов, соответствующая алгебре Ли 

а* /(ЗФ Д ,_j), состоит из внутренних сопряжений элементами вида

g  = diag(sI2p,L ,L ) ,  где L e U ( q ) .

G z -  { A -  d ia g (N ,N ,s I2q)  | А е Sp(n)} и L ( G x) = Z @ A p_v

Таким образом приводимое £ -  пространство Sp(n) !(8 р {п )ў  является 
нетривиальным приводимым £  -  пространством.

Подводя итог нашим рассуждениям, можно сформулировать следующее 
утверждение.

Теорема 2 Пусть G  -связная простая компактная группа Ли, 91 =  L (G )  - 
ее алгебра, а <р -  такой ее внутренний автоморфизм, что подалгебра

91р =  З Ф 91[ ® . . .® Шк - прямая сумма своего центра 3  и не менее двух

простых идеалов 9?,.. Пусть также 9tj =  З Ф 9 1 Я Ф ...Ф 9 1 П и

912 = З Ф 9 1 т ® ...® 9 1 т , где непустые множества и

не пересекаются и их объединение равно множеству {1.....к}. Обозначим
через £  связную группу внутренних автоморфизмов группы G  алгеброй Ли 

которой является алгебра a d(91,). Тогда алгебра Ли подгруппы G 1 равна

912, а однородное пространство М  = G ! ( G Z)0 является нетривиальным 

приводимым £ -  пространством.
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