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КРИВИЗНА ИНВАРИАНТНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА В
ГРУППОИДАХЛИ

В 50-х годах Эресманом [1], [2] был предложен метод исследования 
геометрических структур и их продолжений с помощью группоидов Ли. Разви
тие теории группоидов Ли и алгеброидов Ли в последнее время, например, [3] 
дает новые возможности для применения метода Эресмана.

Нашей целью является изучение инвариантных связностей или, дру
гими словами, регулярных сечений расслоения элементов связностей высше
го порядка относительно действия продолженного группоида Ли , а также 
исследование кривизны и кручения таких связностей. Если группоид Ли Q 
действует на векторном расслоении (Е, р, В), то продолженный группоид Ли
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Qk действует на расслоении (J^ , рк, В). Ngo van Que (4] установил соответст
вие между связностями порядка к в группоиде Ли £2 и расщеплениями Я*: Е-» 
J kE и доказал, что связность порядка к определяется своей проекцией поряд
ка к-1 и дифференциальным оператором специального вида.

В теореме 1 доказано, что для инвариантной связности порядка к в 
фуппоиде Ли Q соответствующее расщепление согласованно с действием 
группоида и его продолжения.

В теореме 2 доказано, что кривизна инвариантной связности порядка 
к в группоиде Ли П1(В) согласованна с действием группоида на ТВ и его про
должения на J kTB.

В теореме 3 доказано, что форма кривизны инвариантной связности 
порядка к в группоиде Ли П1 (В) согласованна с действием группоида на ТВ и 
его продолжения на J kTB.

В дальнейшем будет использовано определение действия груп
поида Ли Qk на расслоении элементов связностей (Qk(Q), я, В) [4, 187]:

Пусть Z = j£cr є & ,  У = j * f  € г * ' "  - *  QкСП):
CZ, У) -> 2-У = jyCcr . СЬ • с' i f  . СЬ • а ) '1) • оСхГ1) .  С1)

Пусть Q' - подгруппоид группоида Ли (Q, В) [3, 165]. Действие груп
поида (Qk,.B ) на расслоении (Qk(Q), ж, В) естественным образом определяет 
понятие инвариантной связности высшего порядка относительно подгруппои
да (Я '\  В):

Определение 1. Связность с: В-> Q (Q) называется инвариантной от-
к кносительно действия подгруппоида Q', если для любого Z = j x aeCl' вы

полняется условие:
с (у ) = Z c ( x ) ,

Теорема 1. Если связность с: В~> Qk(Q) инвариантна относительно 
действия группоида Q'k, то для любых Х е Е х, Z  = j ^ a e n ,k выполняется ус
ловие:

(3)
Х^сгСхЭ-Ю  « Z-X^CW .

Доказательство. Пусть с: В-» Qk(Q) - инвариантная связность поряд
ка к в группоиде Ли (Q, В). Значит для любого Z  = ]%<?, где
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сг: В —► Q’ , a • a  = x , j kCb . oO «= I^CB), выполняется условие 

(3 ): сСу) = Z cC x ), у  = b . aCx).

Пусть cCx) = j kf ,  cCy) = j kf ’ = j ko- • j kf  = [ по определению Cl) 

действия группоида (Qk , В) на расслоении элементов связности 

СО’ЧЮ , л, В ) ] = j k Ссг . СЬ • су)-1 • f  . Cb . or)"1. сгСх)"’ ).

Морфизм Е —» JkE строится следующим образом [4, стр. 1891: 

FkCD = < jkg| і в В ,  g: В —♦ E, p • g = x>, c x : FkCE)|x-  JkCE)|x:

X = j j g  -4  Г  = j kCf • g ) , i : E —» FkCE): X с  Ex —  j kX, где X - 

постоянное отображение в X є  Ex . Пусть = с  . і .  Докажем, что 

Х^СоСхЗ-ХЭ = Z X fcCX3.

Х^СоСхЬХ) = Ccy . yCcrCxJ-X) -  с  CjkCcrCx)- X)) =

*> jkCf ’ • crCxJ-Ю = j kCo- . Cb . a )"1 ■ f  . Cb . cr)'1 (тСхГ'о-Сх) X)
Jy  У

= j kCo- . Cb . or)'1 ■ f  . Cb • оr)*‘ . X). С4)Jy

Z • \VD = j kcr Cc • i)CX) = j ka • j kCf • X) =

= j kCcr . Cb • 0-Г1 • f  . Cb . о Г 1 • X). C5)
Сравнивая (4) и (5) получим /.k(cr(x)-X)=:Z-Ak(X). Теорема доказана. 
Известным примером группоида Ли является группоид, состоящий из 

1 -струй диффеоморфизмов многообразия В:
n \ B )  = ( ĵlx f  /:В -> B ,f  -  диффеоморфизм^

Этот группоид является присоединенным к касательному расслое
нию (ТВ, р, В) с помощью действия:

ПЧВ) к ТВ —» ТВ: Сj xf , J‘ y) -♦ j ‘ ( f  .  у ) ,
где у: J - t  В, J s  R, 0 £ J, J'CO) = x f j o^ € TxB.

Пусть D=G/H - однородное пространство, lg: B->B:
g\H (gSi)H, L\B) = ( j xlg lg\B —► B̂ j подгруппоид группоида П1(В), каждый
а- и Ь- слой которого является главным расслоением со структурной группой
Н. Н - линейная группа изотропии в точке 0=НєВ, состоящая из линейных^ 
преобразований пространства Т0В, каждое из которых индуцировано элемен
том из Н, оставляющих точку 0 фиксированной. [5, 150].

Определение 2. Кривизной связности порядка к в группоиде П1(В) на
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зывается морфизм : ТВ ® ТВ-> ТВ:
R^Cm , 7?) *  Xfe [ц , Г) І  -  tX ^ C y), XfcC T j) l.

где [ ,  ] - обычная скобка векторных полей, [ ,  ] - скобка в Jp ТВ.

Теорема 2. Если связность порядка к: инвариантна относительно 
действия группоида Ли L1(B), то ее кривизна согласована с действием этого

группоида на ТВ и его продолжения на Jk ТВ.

Доказательство: Пусть Z  где о. В ~>L1(B), а»а=х,

j ^ ( b o a ) e I I x { B ) . Из теоремы 1 следует, что Хк (а(х)Х) = Z  -лк ( X ) . Извест
но,' что скобка векторных полей [5, 45] инвариантна относительно действия 
дифференциалов левых сдвигов. Проверим инвариантность [ ,  ] относительно 
действия продолженного группоида Ли на расслоении

CJKTB,7r,B): і *сг ■ [ j ^ ,  j*?)] = Спо определении скобки в

Г О кТВ) £4. 196] V l  I j V  j kr?l = : j k^ ;  r?D =

= = = jk^ {o < x )-f j . o( x) - t}) =

= tj*C cr(x )-p ), jJjCffCx)-7))1 = lc r (x )-j* fi, trCx) ■

j*cr • R-iCp, 15)  = Спо определению 2 ) = j^cr-CX tu , 71 ] -  
p *  P

-  l X p C p ), \ р С т ? Ш  = XpC oC xD - [fj, Tf ] )  -  I c r f x ) - X p CfjD, crCx}Xp C i ? H  =

= Xp t o i x ) - f j . o C x )  ■ 7? ] -  tXp{crCx) ^ ),X pCcrCx) j))J =

= R^ C a C x h f j ,  cK x ) tp . Теорема доказана . 
p

Определение 3. Формой кривизны связности порядка к в группоиде 
Ли П1(В) называется морфизм гок: J kTB-> ТВ удовлетворяющий условиям

1) = id , где і :  J*TB -* JkTB -  отображение включения,

2} 0 ■* JoTB •» J ТВ ■» ТВ ” о,  i . ^  ♦ Xk .n  = id jkTB. 
к \
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Теорема 3. Если связность порядка к инвариантна относительно 
действия группоида Ли L1(B), то соответствующая ей форма кривизны согла
сованна относительно действия продолженного группоида на расслоении 
(JkTB, pk, В).

Доказательство. Пусть s  е ГС J kTB ). По условию теоремы 
X^CcrCx) X) = Z-A^CX), где Z = е CLl CB))k . Тогда из условия 2

Определения 2 Следует, ЧТО i.w^Cj^CT-s) + + s ) = j*cr-s.

і  .wkC jkff-s) = wCj*cr-s). t ^ C jV s )  =j*<r- s  - XpCcrCx)■ nCs)) =

= £<r-s -  jV ^ C r rC s ) )  = j V c s  - X^CnCs)) = j ko- • c^Cs). Теорема 
доказана.
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