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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭРЕСМАНА К ИЗУЧЕНИЮ СВЯЗНОСТЕЙ  
ВЫСШЕГО ПОРЯДКА НА МНОГООБРАЗИЯХ

Важной задачей современной дифференциальной геометрии является иссле
дование структур высших порядков на гладких многообразиях. В 50-х годах 
нашего столетия Ш. Эресман предложил метод исследования геометрических 
структур, основанный на использовании группоидов Ли и Д-струй гладких ото
бражений. В 60-х годах вышел ряд работ Ш. Эресмана, П. Либермана, Нго ван 
Кё, выполненных этим методом. Преимущества группоидного подхода состо
ят в том, что, во-первых, понятие группоида Ли в определённом смысле экви
валентно понятию главного расслоения, во-вторых, теория группоидов Ли имеет 
много аналогов в теории групп Ли, так как понятие группоида является одним 
из обобщений понятия группы. Роль алгебры Ли играет алгеброид Ли.

В данной работе метод Эресмана применяется к исследованию инвариантных 
связностей на гладких многообразиях. Целью является изучение инвариантных 
связностей или, другими словами, регулярных сечений расслоения элементов 
связностей высшего порядка относительно действия продолженного группоида 
Ли. Если группоид Ли Q действует на векторном расслоении (Е, р, В), то про-
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долженный группоид Ли Qk действует на расслоении (J'(E), рк, В)[ 1, 22, 95]. В 
работе [2] установлено соответствие между связностями порядка к в группои
де Ли Q и расщеплениями Я*: E-*JkE точной последовательности векторных 
расслоений о - > 7 ‘£ - > 7 ‘£ - > £ - ^ 0  .

Известным примером группоида Ли является группоид П' (В), состоящий из 
1-струй диффеоморфизмов многообразия В. Этот группоид является присое
диненным к касательному расслоению (ТВ, р. В) с помощью действия:

n'{B)*TB:( j \ f .  J ly ) -> • у ),

где у : j  -> B.J с  R. О є Л у(0) = х. j'„y є Т,В. j \ f  є /7'(В). Продолженный группо
ид (П (В)) действует на векторном расслоении (Ў(ТВ).р ,̂ В) следующим обра
зом:

(П' (В)У = J 1 (ТВ)  -»■ J 1 (ТВ) ( Z . X )  -> Z Л' = j ‘ (<то (boar)' '  и ° ( Л ° о Г ' ). 

где Z = у‘сг є (П' (В))к. X  = _/*.? є J* (ТВ), ет . В -л П ' ( В ) . а ° а  = id. у  = b°a(x) .

Пусть В = G/H —  однородное пространство, где G — группа Ли, Н —  её
замкнутая подгруппа. lg : В —> В: g  Н —> (gg )Н, l ‘(В) = {j‘lg \ lg : В —> В}

і і
подфуппоид группоида П‘(В), каждый а-  и P-слой которого является главным 
расслоением со структурной группой Н. Н —  линейная группа изотропии в 
точке 0 = Н є  В, состоящая из линейных преобразований пространства ТоВ, 
каждое из которых индуцировано элементом из Н, оставляющих точку 0 фик
сированной.

к
В работе [2, с. 192] каждой связности а К Е —> J E  ставится в соответствие 

дифференциальный оператор

V* : ТВ -> J k-'TB®T'B $ L (/у) = D ° Я* (//),

где D —  оператор Спенсера

D : J t TB —» J kATB®T' В : s -» j '(р*., ° s ) - s ,

и доказывается, что для всякой связности Я , порядка к —  1 и дифференци
ального оператора V,  удовлетворяющего определенным условиям, существу- 

к
ет единственная связность Лк порядка к, которая индуцирует связность Я и 
дифференциальный оператор V .

к l.j
Теорема. Пусть связность порядка к - 1 Я . ТВ —> J  ТВ удовлетворяет

А»/ *условию Лк_/ ( а  (х) ■ X) = j  а  ■ Лк (X) и дифференциальный оператор V \ 
ТВ—>/  'ТВ <3 Т*В инвариантен относительно действия (L’(B))k и удовлет

воряет условиям 1), 2), 3) [2, с. 192]. Тогда существует единственная связность 
порядка кЛк:Т В -+ /т В ,  такая, что
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П 2')4 k = D o X t , 3')Хк(а(х) -Х)  = j kxo ? . k(X).

Доказательство. Пусть Лк —  связность порядка к, для которой выпол
няются у с л о в и я  Г) и 2') [2, с 192]. Проверим выполнение условия _>). 
Пусть цєГ(ТВ) ,  ц(х)=ХеТхВ.  (U, <р) —  локальная карта в окрестности точки

cv'
xeB(<p(x) = ( x \ x 2,...,xn) ) , X= ( x ' s ' Xa ( x )  X:(y' , - r~r здесь y = b  -

ox

•сг (x), (У, (p) —  локальная карта в окресности точки у, в которой, у(у)= (у. 
у , . . . у ) .  Запишем локальное координатное выражение в случае произвольного

сЬс*
k:?4 (v):(x' , s' , . . . , s‘w ), j kxa - ^ )  = ( y \ - ^ - \ xs>(x\... ,p'm  ^) ,

лк(о(х)-fi) = ( y \ ^ - \ xs‘(x)...ffi^ f ), где 0 < f}t+P к
OXJ

По условию теоремы для 0 < р t+p2+. . .+p3 < к-1 выполняется равенство 

Лк_] (а(х)  ■ X )  = j k~ 'a -  Лк (X) ,  следовательно . = Р'р,рг...р.- Тогда

V * (о-(х) • /и) =  D(Ak (ст(дг) • / /) )  =  ( ^ 7 ^ |А...А -  ї м p. ) ® d * J = [по уело-

З
оператора Спенсера, что легко повторяется] = D ( j x а  ■ Як ( р) )  = ( ^ Г  Рр,р2 . р. ~

3
-  р 'рф^.р,., ) ®  dxJ . Таккак { 'р,р2...р. = Р /?,/?, . . .р.,  то — W  Д. =

вию теоремы] = j \ c  • vt (//) = j kx<r ■ D(Xt (//)) = [в силу инвариантности опе-

г ±
'дх' 

дх'

д і ,< _  і 
= а значит 1 &р:..р,.,..р. ~ P^.p, . , . .p.-

ox

Теорема доказана.
Из доказанной теоремы вытекает способ построения инвариантных связно

стей порядка к путем задания инвариантной связности порядка к-1 и инвариан
тного дифференциального оператора специального вида. •
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