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ОБ ИЗУЧЕНИИ ТЕОРЕМЫ ПИФАГОРА: 
ВОПРОСЫ ПРОПЕДЕВТИКИ, 

ВНУТРИПРЕДМЕТНОЙ И МЕЖПРЕДМЕТНОЙ 
ИНТЕГРАЦИИ

В настоящее время процесс препода
вания математики в средней школе со
пряжен с рядом проблем: хронический 
дефицит учебного времени, необходи
мость оптимального чередования различ
ных тем алгебры и геометрии, потреб
ность практической реализации внутри- 
и межпредметных связей в рамках од
ного урока и т. д. Действенным реше
нием подобных проблем является пропе
девтическое изучение математического 
материала, ведущее к интеграции как 
внутрипредметного, так и меж предмет
ного характера.

Вопросы предварительного изучения 
того или иного математического понятия 
всегда являлись предметом обсуждения 
и математиков и методистов.

Особое внимание уделялось пропедев
тике понятий геометрии и математи
ческого анализа (Е. Н. Рогановская,
Н. М. Рогановский, О. И. Тавгень), 
в частности, таких понятий, как функ
ция, предел, производная, интеграл 
(О. Вольберг, В. Г. Гончаров, А. Н. Кол
могоров, С. И. Новоселов, А . Я. Хин- 
чин, С. И. Ш охор-Троцкий и др.). При 
этом в практике обучения не всегда уде
лялось должное внимание связи основ
ного материала и пропедевтического.

При внутрипредметной пропедевтике 
происходит сближение математического 
материала одной математической дис
циплины, а при межпредметной пропе
девтике — сближение алгебраического и 
геометрического материалов. При этом 
межпредметная пропедевтика может быть 
двух типов: 1) на уроках алгебры гео
метрический материал изучается на про
педевтическом уровне; 2) на уроках гео-
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метрии алгебраический материал изуча
ется на пропедевтическом уровне.

Одной из важнейш их теорем геомет
рии является теорема Пифагора. В со 
временных ш кольны х учебниках она 
вводится сравнительно рано [4]. Раннее 
изучение теоремы Пифагора делает раз
решимыми больш ой класс задач геомет
рии. Так, при изучении темы «Четырех
угольники» благодаря знанию теоремы 
Пифагора мож но глубже изучить свой 
ства того или иного вида параллело
грамма. При пропедевтическом изучении 
теоремы Пифагора активно использует
ся метод опереж ающ его обучения, к ог
да материал вносится в практику реш е
ния задач задолго до его изучения по 
плану, начиная с самого элементарного 
с постепенным услож нением заданий. 
Благодаря таком у предварительному 
«знаком ству» ученикам при последую 
щем изучении теоремы остается лишь 
теоретически осм ы слить уж е известный 
материал.

Задания, способствую щ ие предвари
тельному знакомству с теоремой Пифа
гора, направлены на развитие следую
щ их умений:

1) вычислять площади комбинирован
ных фигур;

2) работать с квадратами величин;
3) решать задачи с использованием 

буквенных записей, употребляя квадра
ты и знаки арифметических действий, 
а также находить значения полученных 
выражений;

4) определять, является ли треуголь
ник прямоугольным;

5) определять катеты и гипотенузу 
прямоугольны х треугольников при про
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извольном располож ении треугольни
ков на плоскости и измерять их с по
мощью линейки;

6) делать выводы, соответствую щ ие 
условию задания.

На выполнение заданий, которые 
предлагаются учащимся при перспективно- 
опережающей подготовке, должно затра
чиваться не более 3— 5 минут урока, 
они не должны быть слож ными, быть 
посильными даже для слабых учеников.

П ерспективно-опереж аю щ ая работа, 
подготавливающая к изучению теоремы 
Пифагора в VIII классе, рассчитана, по 
меньшей мере, на 10 уроков математи
ки (8 уроков геометрии и 2 урока ал
гебры). Начинать пропедевтическую ра
боту можно со следующ ей задачи.

Задача 1. Найдите площадь квадрата 
ABCD  со стороной A B  =  3 см (рис. 1).

Рис. 1

Д а н о :  ABCD — квадрат; А В  =  3 см.
Н а й т и: S.
Р е ш е н и е .  Найдем площадь квадра

та ABCD: S = A B 2-, S =  З2 = 9  (см 2).
О т в е т :  S =  9 см 2. ,
Как уже отмечалось, услож нение за

даний должно происходить постепенно. 
Сначала оно осуществляется за счет ус
ложнения комбинаций фигур, площади 
которы х требуется найти, а затем — 
еще и за счет ф ормулировок условия 
задачи (задачи направлены не только 
на нахождение площадей фигур, но и 
на сравнение площ адей нескольких фи
гур, а такж е доказательство н екоторо
го свойства).

Задача 2. Найдите площадь заш три
хованной части фигуры (рис. 2), если 
ABCD  — квадрат со стороной 5 см, 
А Е К М  — квадрат со стороной 4 см.

Сравните полученную площадь с площа
дью квадрата T X Y Z  со стороной 3 см.

Д а н о :
ABCD, А Е К М , T X Y Z  — квадраты;
AB  = 5 см; А Е  = 4 см; Т Х  = 3 см.

Н а й т и :  S 1( сравнить S j и S 2.
Р е ш е н и е .
1) Найдем площадь квадрата ABCD:  

Sabcd =  A B 2-
2) Найдем площадь квадрата А Е К М : 

&аекм= А Е 2-
3) Найдем площадь 5 г: S 1 = SABCD-  

~ ^аекМ’ *§і= A B 2 — A E 2', S\ =  52-  4 2=  25 — 
- 1 6  = 9 (см2).

4) Найдем площадь квадрата T X YZ:  
S 2 = Т Х 2\ S 2 = З2 = 9  (см 2).

5) Сравним площади S j и S 2. Из 
пунктов 3 и 4 следует, что S j = *S2 = 
= 9 см 2, значит, Т Х г = А В 2- А Е 2.

О т в е т :  S x =  9 см 2;
Развитию  абстрактного и л оги ческо

го мы ш ления сп особствует  использова
ние при реш ении задач буквенны х за
писей, которы е содерж ат квадраты ве
личин.

За несколько уроков до урока непос
редственного изучения теоремы Пифаго
ра мож но предложить учащ имся следу
ю щ ую  задачу.

Задача 3. На сторонах прям оуголь
ного треугольника со сторонами 3 м, 
4 м, 5 м построили квадраты (рис. 3). 
Сравните площ адь квадрата, построен
ного на гипотенузе, с суммой площадей 
квадратов, построенны х на катетах.

Д а н о :Л А В С  — прямоугольны й;
ZC =  90°;
AK IB, ACED, CBFG — квадраты;
АС  = 3 м; В С ~  4 м; AB  - 5 м.

С р а в н и т ь :  SAKIB и SCBFG+ S ACED-

Л
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к

Рис. З

Р е ш е н и е .
1) Найдем площадь квадрата А К ІВ

Sakib = 52 =  25 (м2).
2) Найдем площадь квадрата CBFG  

£>cbfg= ВС2.
3) Найдем площадь квадрата ACED

&асео= АС2.
4) Найдем сумму площадей квадратов 

CBFG  и ACED:
Scbfg + Saced =  BC2 + AC2;
,Scbfg+ ,SAc£d == 42 + 3 2= 16 + 9 = 25 (m2).
5) Сравним SAKJB и SCBFG+ SACed- Из 

пунктов 1 и 4 следует, что Sax  ї в = 
=  Scbfg+ Sacedi значит, A B 2 =  ВС2 + А С 2.

О т в е т :  Sakib =  Scbfg + Saced-
После решения этой задачи следует 

сообщ ить учащ имся, что ее результат 
является иллюстрацией теоремы Пифа
гора для прямоугольного треугольника 
со сторонами 3, 4, 5 (его называют еги
петским), а рисунок 3 к этой задаче 
иногда называют «пифагоровы ш таны », 
поскольку он напоминает плохо скроен
ные штаны. Также следует сообщ ить 
учащ имся, как сформулировал теорему

Пифагора он сам: «П лощ адь квадрата, 
построенного на гипотенузе прямоуголь
ного треугольника, равна сумме площа
дей квадратов, построенных на его ка
т ет ах».

При пропедевтической работе, подго
тавливающей к изучению теоремы П и
фагора, следует уделять внимание выра
ботке навыка определения катетов и ги
потенузы прям оугольного треугольника. 
С этой целью можно предложить уча
щимся заполнить таблицу по определе
нию катетов и гипотенузы прямоугольни
ков; варьирование расположения прямо
угольных треугольников на плоскости 
способствует развитию пространственного 
воображения. Наибольший эффект будет 
при выполнении аналогичного задания, в 
котором, кроме определения катетов и 
гипотенузы прямоугольного треугольника, 
требуется измерить их длину с помощью 
заданного единичного отрезка (например, 
можно взять единичный отрезок, равный 
двум клеткам) и выполнить соответству
ющие вычисления. Изменение длины 
единичного отрезка позволяет работать с 
этим заданием не один раз.

У п р а ж н е н и е  1. Для треугольни
ков, изображенных на рисунке 4, запол
ните таблицу (см. ниже), выполнив со
ответствую щ ие измерения.

Приступить к выполнению этого зада
ния можно на уроке (заполнить одну— 
две строки), а оставшиеся строки пред
лагается заполнить учащимся дома, не 
спеша.

П ропедевтическая работа, направлен
ная на подготовку к изучению теоремы 
Пифагора, долж на осущ ествляться  не 
только на уроках геометрии. Приведем 
ряд заданий, которы е способствую т 
осознанию  понятия «квадратный к о 
рень» при раннем изучении теоремы 
Пифагора.

Треуголь
ник

Меньшим
катет

Квадрат 
меньшеш  

каіeia

Больший
катеї

Квадрат 
большего 

ка іe ra

Г ипоте- 
иуза

Квалрат
гишмепузы

Сумма
квадрати

катетов
Вывод
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Рис. 4

У п р а ж н е н и е  2. Выполните примеры по образцу: 

З2 + 42 =  9 + 16 = 25 =  52; 52-

а) 8 2 + 62;
б) 52+  122;
в) 22 + 2 ,1 2;

42= 25 -  16 =  9 = З2;

Д) 52-  32;
е) I 2-  0 ,8 2;
ж ) 1 ,32-  0 ,5 2;

г)
Л2

10 ю з) I 2 -
" 1 2 ^  

13
При выполнении этого задания мы знакомим учащ ихся с так называемыми пи

фагоровыми тройками чисел. Однако следует предложить и задание, при котором 
получаются тройки чисел, не обладающие таким свойством .

У п р а ж н е н и е  3. Выполните примеры по образцу:

22+ 32 =  4 4- 9 =  13;

а) 72+ 5 2;
б) 4 ,22+ 1 ,3 2;
в) 0 ,5 2+ 2 ,5 2;

62-  52=  36 
е) 42- 1 2;

25 =  11;

ж ) 4 ,8 2- 0 ,7 2;
з) 3 ,4 2- 2 2;

^ 2 + ^ Л2

\2

и)

8 к) I 2

ґ 2^2 

,8
л2

М А ТЭ М А ТЫ К А
ПРАБЛЕМЫ ВЫКЛАДАННЯ
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Сакрэты майстэрства

Следующее занятие необходимо по
святить обобщ ению полученных на про
педевтическом уровне знаний, связанных 
с теоремой Пифагора. Особое внимание 
следует уделить задаче про «пифагоро
вы штаны» и первой формулировке те
оремы. После повторения можно при
ступать к непосредственному изучению 
теоремы Пифагора и ее применению 
при решении геометрических и алгебра
ических задач. П оскольку к доказатель
ству теоремы с помощ ью площадей ком 
бинаций фигур учащ иеся хорош о подго
товлены, то оно будет проведено при их 
высокой активности, некоторые шаги 
доказательства рекомендуется предло
жить для самостоятельного выполнения.

Теорема Пифагора. В прямоугольном 
треугольнике квадрат гипотенузы  равен 
сумме квадратов катетов.

Д а н о :  AABC  — прямоугольны й;
Z.C = 90° (рис. 5).

Д о к а з а т ь :  A B 2 =  СВ2 + А С 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о . О б о з н а ч и м  AB = с; 

СВ = а; АС  = Ъ.
Докажем, что с2 =  а 2+&2.

Рис. 5 

Ъ а

Рис. 6

1) П остроим квадрат со стороной 
а + Ь, площадь которого равна (а + b)2.

2) Разобьем квадрат на части, как 
показано на рисунке 6. В результате по
лучаем квадрат со стороной с площадью 
с2 и четыре равных прямоугольных 
треугольника со сторонами а, Ъ, с, об-

л аЬ п ищая площадь которы х равна 4 —  = 2a b .
2

Значит, площадь больш ого квадрата 
равна с 2+2аЬ .

Из пунктов 1 и 2 имеем:

(а + Ь)2 =  с 2+  2 ab; 
а2+ 2 ab + b2= с2+ 2 ab", 
а2 + Ь2 =  с2 + 2ab -  2ab; 
а2 + b2 =  с2.

Так как а, Ь, с — длины сторон СВ, 
АС, AB, то равенство можно записать 
в виде A B 2 =  СВ2 +  А С 2. Что нам и тре
бовалось доказать.

Д емонстрацию построения чертежа 
для доказательства теоремы желательно 
строить на доске с нарисованной клет
кой, если же такой доски нет, то было 
бы хорош о заготовить чертеж на бума
ге, что сэкономит время при последую
щ их повторениях доказательства теоре
мы учениками у доски.

После изучения теоремы Пифагора и 
ее доказательства необходимо показать 
применение теоремы на практике. П ри
чем начать следует с задачи, в которой 
числа будут образовывать пифагорову 
тройку. Обращаем внимание учащ ихся 
на то, что при решении геометрических 
задач результат должен получиться не
отрицательный.

Задача 4. Найдите гипотенузу прямо
угольного треугольника, если его кате
ты равны 6 см и 8 см (рис. 7).

Рис. 7

МАТЭМАТЫКА
ПРАБЛЕМЫ ВЫКЛАДАННЯ
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Д а н о :  ААВС — прямоугольны й;
ZC  = 90°; АС =  6 см; ВС = 8 см.

Н а й т и :  AB.
Р е ш е н и е .  П оскольку треугольник 

прямоугольный, то для него можно за
писать теорему Пифагора:

A B 2 =  ВС2 + АС2;
А В 2 =  82 + 62= 64 + 36 = 100;
А В 2=  100.

Как известно, 100 = 102или 100 = ( - 1 0 )2, 
но длина не выражается отрицательным 
числом, значит, A B  =  10 см.

О т в е т :  AB = 10 см.
При решении следующ ей задачи не

обходимо показать потребность введения 
нового понятия: «квадратный корень». 
П оскольку это понятие изучается на 
пропедевтическом уровне, то никаких 
свойств квадратного корня здесь изучать 
не следует, а вычисления выполняются 
по определению.

Задача 5. В прямоугольном треуголь
нике катеты равны 2 см и 3 см. Найди
те гипотенузу этого треугольника (рис. 8).

Д а н о :  AABC — прямоугольны й;
Z.C = 90°; АС =  2 см; ВС = 3 см.

Н а й т и :  AB.

В

Рис. 8

Р е ш е н и е .  Для нахождения гипо
тенузы прямоугольного треугольника 
воспользуемся теоремой Пифагора: 
А В 2 = А С 2 + ВС2; А В 2=  22 + 32 =  4 + 9 = 13; 
А В 2=  13.

Теперь нужно найти число, квадрат 
которого равен 13. Однако ни одно из
вестное нам число при умножении само 
на себя не дает 13. Если мы измерим 
линейкой гипотенузу треугольника со 
сторонами 2 см и 3 см, то получим 
приблизительно 3,6 см , то есть гипоте

нуза имеет определенную длину, а зна
чит, должно сущ ествовать число, квад
рат которого равен 13. Это число обо
значают с помощ ью знака V , который 
читают «корень квадратный из». То есть

/13) = 1 3 .  Значит, AJ3 = V l3  (см ).т

О т в е т :  AB  = л/13 см.
С помощ ью  калькулятора можно 

найти значение корня квадратного из 13:

V l3  *  3 ,605551. .., однако это значение 
приближенное, и при решении задач 
мы будем использовать квадратный к о 
рень.

Задача 6. В прямоугольном треуголь

нике катеты равны — и —. Найдите ги-
с с

потенузу этого треугольника (рис. 9).

В

прямоугольный;

Рис. 9 

Д а н о :  ААВС —

ZC = 90°; АС -  —; ВС = ~ .
с с

Н а й т и :  AB.
Р е ш е н и е .  Для нахождения гипоте

нузы прямоугольного треугольника вос
пользуемся теоремой Пифагора:

А В 2 = АС2 + ВС2;

A B 2 =

AB

a
+

KCJ
a2 + b2

О т в е т :  A B  -

с с 

с

J a 2 + Ъ2

аг Ъг а + Ъ
т 4 —

Также следует показать еще одно 
применение теоремы Пифагора при на
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хождении катета прямоугольного тре
угольника, если известна гипотенуза и 
другой катет. При решении такой зада
чи можно случай пифагоровой тройки 
чисел не рассматривать. После решения 
следует сделать вывод о нахождении ка
тета прямоугольного треугольника: 
Квадрат катета прямоугольного тре
угольника равен разности квадратов 
гипотенузы и другого катета.

Задача 7. Определите катет прямо
угольного треугольника, гипотенуза к о 

торого равна -75 м, второй катет 1 м 
(рис. 10).

Сакрэты майстерства

Рис. 10

Д а н о :  AABC — прямоугольны й;

ZC  = 90°; AB = Vö м; АС =  1 м.
Н а й т и :  АС.
Р е ш е н и е .  Для нахождения гипоте

нузы прямоугольного треугольника вос
пользуемся теоремой Пифагора:

А В 2= А С 2 + ВС2=>ВС2= А В 2- А С 2;

ВС2 = (л/б)2 -  I2 = 5 - 1  = 4;

ВС = 2 (м).

О т в е т :  ВС = 2 м.
При решении геометрических задач с 

помощ ью теоремы Пифагора может по
лучиться уравнение, содержащ ее пере
менную во второй степени, т. е. квад
ратное уравнение. В этом случае квад
ратные уравнения изучаются на пропе
девтическом уровне, и при решении за
дач следует рассмотреть только два 
вида квадратных уравнений и способы  
их решения: 1) уравнение вида а х 2=Ь;
2) квадратное уравнение, сводящ ееся к 
линейному уравнению.

Задача 8. Найдите катеты прямо
угольного треугольника, если их длины

4 ft МАТЭМАТЫКА
ПРАБЛЕМЫ ВЫКЛАДАННЯ

относятся как 3 : 2 ,  а гипотенуза равна

л/52 см (рис. 11).
Д а н о :  AABC — прямоугольны й;

ZC = 90°; A B  = S 2 см; ВС : АС =  3 : 2. 
Н а й т и :  АС; ВС.

Рис. И

Р е ш е н и е .  П оскольку у нас задано 
отношение катетов, то можно ввести ко
эффициент пропорциональности.

1) Пусть я: см — коэффициент про
порциональности. Тогда ВС = Зх  см ; 
АС  = 2х  см.

Для данного прямоугольного тре
угольника запишем теорему Пифагора:

АС2 + ВС2 = A B 2.

Учитывая данные задачи, получаем:

( 2 x f  + (Зх)2 = (л/52 )2 ; 

возведем в квадрат каждое слагаемое:

4х 2+ 9х 2 = 52;
13л:2 =  52; 
х 2=  52 : 13; 
х 2 =  4;

квадрат 2 и ( -2 )  есть 4, однако по 
смыслу задачи х  не может быть отри
цательным, значит, X  = 2 см.

2) Найдем катеты прямоугольного
треугольника: ВС  = 3 - 2  = 6 (см), АС  =
= 2 - 2  = 4 (см).

О т в е т :  АС =  4 см; ВС = 6 см.
При решении квадратных уравнений 

следует продолж ать формировать навык 
использования формулы сокращ енного 
умножения.

Задача 9. В прямоугольном треуголь
нике один катет равен 6 м, а другой 
катет на 2 м меньше гипотенузы. Най
дите гипотенузу и катет (рис. 12).
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И. П. Лобанок

в

Рис. 12

прямоугольны й; 
ВС на 2 м мень-

Д а н о :  AABC
ZC = 90°; AC = 6 м; 
ше AB.

Н а й т и :  AB, ВС.
Р е ш е н и е .

1) Пусть ВС =  X  м. Тогда AB  =  (х  + 2) м. 
Запишем теорему Пифагора для дан

ного треугольника:

A B 2 = А С 2 + ВС2.
(х  + 2)2 = б 2+ X2;

применяя формулу квадрата суммы , по
лучаем:

х 2+ 2 2 • х + 22 = 62+ х 2;
х 2+ 4х  + 4 = 36 + X2; 
х2 + 4х -  х 2= 36 -  4;
4х = 32;
X = 32 : 4;
ВС = х  = 8 (м).

2) Найдем AB :

AB  = 8 + 2 = 10 (м).

О т в е т :  ВС = 8 м; AB  =  10 м.
Задача 10. В треугольнике ABC  
стороне ВС, равной 4 м, проведены 

медиана A M  и высота АН. Найдите вы 
соту АН, если A M  = 5 м, а A B  = 6 м 
(рис. 13).

В

к

Д а н о :  ААВС; A M  — медиана; А Н  — 
высота; AB  = 6 м; ВС = 4 м; A M  = 5 м.

Н а й т и :  АН.
Р е ш е н и е .
1) П оскольку A M  — медиана, то 

В М  = M C; В М  = 4 : 2  =  2 (м).
2) Рассмотрим ДА М Н .
П оскольку А Н  — высота, то

Z.MHA =  90°, значит, ААМ Н  — прям о
угольный. Запишем для него теорему 
Пифагора:

А М 2 - - М Н 2+ А Н 2; А Н 2 = А М 2- М Н 2.

Пусть М Н  = х  м, тогда А Я 2= 5 2- х 2.
3) Рассмотрим ААВН. Так как 

А Н  — высота, то Z B H A  = 90°, а зна
чит, ААВН  — прямоугольный. Запишем 
для него теорему Пифагора:

A B 2 = В Н 2 + А Н 2; А Н 2 = А В 2- В Н 2.

П оскольку M H  =  X м, то В Н  = 
= (2 + х) м, тогда А Н 2=  62-  (2 + х )2.

4) Итак, из пункта 2 имеем: 
А Н 2 = Ъ2- х 2; из пункта 3 имеем: 
А Н 2 = 62-  (2 + х )2. Приравняв правые ча
сти этих равенств, получим:

52-  х 2=  62-  (2 + х )2;
25 -  X2 =  36 -  (22+ 2 • 2 • X + X2);
25 -  х 2= 36 -  (4 + 4х + X2);
25 -  X2 = 36 -  4 -  4х Л.
4х + X2-  х 2; 
4х = 7;
X =  7 : 4;

3 6 - 4 - 2 5 ;

М Н X  =
4

5) Найдем А Н  
либо из пункта 3:

А Н 2 = А М 2-

А Н 2 = 5 -

(м).

либо

М Н 2;

\2

= 2 5 - 3 —  = 21
16 16

= 25 

15

из пункта 2,

49
16

A H  = J 2 1 ~  (м). 
16

Рис. 13
О т в е т :  AH ’ = J 2 1 —  м.

16
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Сакрэты майстерства

П ропедевтика во время изучения те
оремы  П ифагора вы ступ ает при такой 
организации обучения в роли средства 
интеграции как вн утри п р едм етн ого , 
так и м еж п редм етн ого характера. 
П рои сходи т м еж предм етн ая  и н тегра
ция тем:

1) «Квадрат числа» и «Теорема Пи
фагора»;

2) «Теорема Пифагора» и «Квадрат
ный корень»;

3) «Теорема Пифагора» и «Квадрат
ное уравнение»;

4) «Теорема Пифагора» и «Ф ормулы 
сокращ енного ум нож ения».

Обеспечивается такж е и внутрипред- 
метная интеграция тем «Площадь фи
гур» и «Теорема П ифагора».
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