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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность т е ш . При исследовании областей сходимости 
и единственности разложения функций в тригонометрический ряд, 
классификации римановых поверхностей, описании особенностей 
аналитических и гармонических фук

цимость рассматривать различные характеристики малости мно
жеств. В формулировках теорем из области метрической теории 
циофантовых приближений утверждается выполнение определенных 
аппроксимационных свойств для всех чисел или наборов чисел, 
за исключением множеств нулевой меры Лебега. В некоторых 
случаях метрическая характеристика числовых множеств, осно
ванная на мере Лебега, оказывается слишком грубой. В насто
ящее время для описания различных характеристик малости мно
жеств привлекаются такие понятия, как трансфинитный диаметр 
(ёмкость), потенциал, мера и размерность Хаусдорфа.

С метрической точки зрения анализируются не только за
дачи, касающиеся действительных и комплексных чисел, но так
же р-ацических чисел, формальных степенных рядов и вообще 
элементов всех пространств, в которые введена мера.

Цель работы - исследование приближений нуля значения
ми аналитических функций специального вида в терминах теории 
меры, ёмкости множества и размерности Хаусдорфа.

Методика исследования. В диссертации используется метод 
Бэйкера-Шшдта для оценок снизу размерности Хаусдорфа, а 
также развитие метода существенных и несущественных облас
тей, позволяющее получать оценки сверху для размерности.

Научная новизна. В диссертации получены теорема I, 
позволяющая подучать оценки размерности Хаусдорфа из оценок 

уёмкости некоторых множеств комплексных чисел; теорема 2, 
устанавливающая новую метрическую характеристику приближе
ний точек комплексной кривой в С * и являющаяся аналогом 
теоремы Пяртли для комплексного случая, а также получены 
оценки снизу и сверху размерности Хаусдорфа множества 

А/Л( V') - множества комплексных чисел 2 , для которых

том или ином смысле пренебрежимо



неравенство | Р  ( 2 )/ ■< Ы имеет бесконечное число реше
ний в целочисленных полиномах Р  ( 3 ).

Практическая ценность. Работа носит теоретический ха
рактер. Её результаты могут быть использованы при исоледова-  ̂
нии областей сходимости и единственности разложения функций 
в тригонометрический ряд, при описании особенностей аналити
ческих и гармонических функций. Диссертация может служить 
материалом цда чтения спецкурса по метрической теории дио- 
фантовых приближений, а также для чтения некоторых специаль
ных разделов курса высшей математики.

Апробация работы и публикации. Материалы диссертации 
докладывались на математической конференции, посвящённой 
200-летию со дня рождения Н.И.Лобачевского (Минск, 1992), 
на научно-практической конференции аспирантов ЕГПУ (Шнек, 
1993), семинарах кафедры математического анализа БГПУ (ру
ководитель - доцент Стельмашук Н.Т.) и лаборатории теории 
чисел Академии наук Беларуси^руководитель - профессор Бер
ник В.И.).

По теме диссертации опубликовано 6 работ, перечень ко
торых приведен в конце автореферата.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из вве
дения, трех глаз, включающих II параграфов, и списка лите
ратуры из 69 наименований. Общий объём работы - 92 страницы 
машинописного текста.

I

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении даётся краткий обзор литературы, связанной 
с темой диссертации, обосновывается актуальность темы дис
сертационной работы и кратко излагается ее содержание.

Первая глава посвящена понятиям трансфинитннй диаметр 
и размерность Хаусдорфа, которые играют существенную роль 

в современных вопросах теории, функции комплексного перемен
ного как некоторые специфические способы измерения замкну
тых множеств на комплексной плоскости.

В § 1.1 вводится понятие трансфинитного диаметра ограни-



с5

чвиного бесконечно замкнутого множества точек на плоскости 
. Опираясь на тождественность трансфинитного диаметра 

и постоянной Чебышева, приводятся несколько предложений на 
вычисление трансфинитного диаметра некоторых ограниченных 
замкнутых множеств, а также приводятся две теоремы, уста
навливающие отношение трансфинитного диметра к,внешней 
мере Жордана, то есть к обычным мерам множества, принятым 
в анализе.

В § 1.2 рассматривается понятие размерности Хаусдорфа, 
применение которого в циофантовых приближениях оказалось 
наиболее плодотворным. Кроме традиционных применений в тео
рии чисел и теории функций, это понятие оказалось тесно 
связанным о энтропией в теории вероятностей, и в самое по
следнее время обнаружилось содержательное использование ег*о 
в теории динамических систем при описании турбулентного те
чения жидкости.

§ 1.3 посвящен связи трансфинитного диаметра и размер
ности Хаусдорфа. Доказана теорема I. позволяющая получать 
оценки размерности Хаусдорфа из оценок ёмкости некоторых 
множеств комплексных чисел: '

Если иГ >-/г/>7->4/) —  / и Сиг есть мно
жество точек [  2 &  (И .' / Р{2))<-(Н(Р)) у  для бесконеч
ного числа полиномов Р /2) е  2. [2 ]  , то

^  ‘Во второй главе рассматриваются метрические свойства 
одного класса аналитических функций, играющие важную роль 
в вопросах изучения малых значений последовательностей 
функций. .

В § 2.1 рассматриваются диофантовы приближения на 
дифференцируемых многообразиях. Оценка_снизу_для модуля 
скалярного произведения Р  (л ? ) а ( 1р , О, ), где 
О. = ( Ос , О  л)' (~ > (р = / У > / /^-А

... , /* (-2* ) ) и функции ( -X ), ... , _/л  ( )
/ 1 + 1  раз непрерывно дифференцируемые функции действи-
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тельной переменной ЗС- , цля которых вронскиан производных 
вда почти всех &  (в смысле меры Лебега) отличен от нуля, 
характеризует арифметические свойства точки .X  , лежащей 
на кривой 1̂ 1 &  Р  . Определяя Н  л * V (ггГ) как ,иГ
МНОЖ0СТВО зс &  , цля которых неравенство
имеет бесконечное число решений в векторах (X- , через 
р К ( * П  обозначим меру Лебега множества (*0.
Один из основополагающих фактов теории циофантовых приближе
ний состоит в том, что К п , -у ( п ) = В  цля любой кри
вой . В ряде задач математической физики возникает не
обходимость получать оценки снизу цля более общих, чем ^  
кривых. При сделанных относительно 'V предположениях Пярт- 
ли доказал, что ]Ц К п,т ('я Г ) = 0 при г^^пЧп . -1 ,
В.И.Берником был установлен тот же факт, но уже при «Л- у

В § 2.3 доказывается теорема 2, устанавливающая новую 
метрическую характеристику приближений точек комплексной 
кривой в € л  и являющаяся аналогом теоремы Пяртли для 
комплексного случая.

Теорема 2: Пусть ( 2 ), ... , •/а) ( 2 ) аналитичес
кие функции в !фуге .( 2 ) с центром в точке З.и радиу
са 2 >  0. Полотом Й  = ( Л» , &п) &  ,

а  А (0), ) = С Л  /' (й )..... Л  (3 ) ).
/-(:?) = ( Л  , •/ Г? ) )/(?- скалярное произведение, ■ 
^  = ^ ̂  ̂  ' Тогл;а 1у1Я почти БС0Х % <= Н  я. ( “2 )

неравенство \РЫ ) I ^  ^  имеет при пг>2п*+а-3 

только конечное число решений в векторах а. .
Доказательство теоремы 2 базируется на большом количест

ве вспомогательных лемм, изложенных в § 2.2.
Заключительная третья глава содержит применение размер

ности Хаусдорфа при изучении множеств комплексных чисрл с 
заданным порядком аппроксимации нуля значениями целочислен
ных многочленов.

В § 3.1 приводятся леммы о многочленах, на которые бу

дут опираться доказательства теорем об оценках снизу и свер
ху размерности Хаусдорфа множества Л'п {^г ). Одни из лемм



непосредственно переносятся из области действительных в об
ласть комплексных чисел, доказательство других требует не
которых дополнительных рассуждений, связанных со спецификой 
поля комплексных чисел.

В большинстве задач, связанных с вычислением размерно
сти Хаусдорфа, основную трудность составляет получение оце
нок снизу. . « А *

В § 3.2 вводится понятие регулярной системы точек, ос
нованной в 1970 году Байкером и Шмидтом, позволящей с еди
ных позиций взглянуть на получение оценок снизу. Центр тя
жести перемещается на конструирование регулярной системы 
точек, что во многих задачах весьма непросто. Но затем оцен
ка снизу получается единообразно с помощью результата Байке
ра и Шмидта. .

В § 3.3 доказывается теорема 3 о регулярности множества 
аягебраически-комплексных чисел:

Дня алгебраического о1 через И  ( )  обозначим вы
соту <эС > Положим У  ( 2 ) = 2  ^ ^ ‘ЦпТТ) . Тогда 
множество алгебраических с функцией Л ^ }  =  У  {Н  (*0) 
образует регулярную систему.

Обозначат через ^ 1-4 п ( V ) множество комплексных , 
таких, что для любого пГ1 •< 1Г существует бесконечно 
много алгебраячески-комплексных чисел оС степени не *о- 
лее П. , удовлетворяющих неравенству /1* - о//с ( Ц М ) ~ ^  

здесь же доказывается теорема 4:

В § 3.4 и 3.5 устанавливаются оценки сверху размернос
ти Хаусдорфа множества Л/л ( г''), «го есть множества комп-^ 
лексных чисел 2  , яда которых неравенство /Р/2)/ < Н  
имеет число решений в целочисленных полиномах Р ( 3 ), в 
различных диапазонах изменения пГ . Доказываются следую
щие теоремы:

с и т

При >■
2

имеем
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Теорема 5: При /X = 2 имеем оО/М /̂ г_Лг)

йб'/гг А?®/* )  ^

________  _ V* 4
Теорема 6: Пусть Р {  2 )  &  Р^{ А' , /  ). Обозначим

через Л/ %>( V ) множество 2 е С , цля которых неравенст
во IР  ( 2 ) / -</У”,Г имеет бесконечное число решений в 
полиномах Р { 2 ) с условием О ^  р Л Р  ) - I. Тогда

С&/71 А /л° / ^ ) - ^ 7 ' -

леорема 7: Пусть Р  {2 ) &  Р^ ( Н  , ^  ) и
ф, ^  — Р*. . Тогца цля множества Л ' Г  <

Л±1
гО/

Учитывая доказанные частные случаи, считаем в дальнейшем:

« * з .  г  “  1=

Теорема 8: При -^у—^ ■< V <■ 4 п  4 3  имеем

В § 3.5 доказывается теорема 9:
При V  "Я* 4 п  + 3  имеем

ей т  К  /г ) г* о м .

г^нараграфы 3.4 и 3.5 дают оценку размерности Хаусдорфа мно
жества ^  ) во всем диапазоне изменения параметра 'V .

Теоремы 8, 9 и 4 дают окончательный результат в анализе 
размррностя Хаусдорфа множества У п ( ^ ):

Ж т  И'л ( * ) =  ^  •

На защиту выносятся следующие результаты:

I. Использование оценок трансфинитного диаметра для полу-
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чения оценок сверху размерности Хаусцорфа множеств комплексдых 
чисел, удовлетворяющих некоторым циофантовым ограничения!,;.

2. Оценка снизу для показателя степени, начиная с которой 
заданная аппроксимация нуля значениями аналитических функций, <?> 

выполняется только для множества нулевой меры.
3. Получение точного значения размерности Хаусцорфа мно

жества комплексных чисел с заданной мерой трансцендентности.
Основные результаты диссертации опубликованы в следующих 

работах:
1. Берник В.И., Сакович Н.В. Регулярные системы комплексных 

чисел.//Докл.Акад.наук Беларуси. - 1994. - Т.38, И 5. - С.10-13.
2. Берник З.И., Сакович Н.В. Трансфинитный диаметр и размер

ность Хаусдорфа некоторых множеств комплексных счисел. //Линей
ные функционально-дифференциальные соответствия: Сб.научн.ст. 
Айнский гос.пед.ин-т; Рецсовет Ю.А.Бй’коцоров и др. ~ Минск,
1993. - С.71-75. '

3. Ковалевская Э.И., Сакович Н.В. Аналог теоремы Пяртли для 
аналитических функций комплексного переменного. //11зв.Акад.наук 
Беларуси. Сер.физ.-мат.наук. - 1994. - й 4. - С.16-20.

4. Ковалевская Э .И . , Сакович Н.В. 0 метрических свойствах он-, 
•того класса аналитических функций. //Актуальные проблемы обуче
ния и воспитания. Сб.ст. /Могилев, гос.пец. ин-т; Отв. ред. 
М.В.Мащенко. - Могилев, 1993. - С.95-98.

5. Ковалевская З.К., Сакович Н.В. Применение метрической тео
рии циофантовых приближений в поло комплексных чисел к задачам 
математическо". физики. //.Международная математическая конферен
ция, посвященная 200-летиго со дня рождения Н.И.Лобачевского,
4-8 декабря 1902 г .. Тез .докл.В  2 ч. /Акад.наук Респ.Беларусь, 

Белорус, гос. ун-т. МинскиЛ гос. пед. ин-т. - Шнек, 1993. - 
'1.1. - С. 16.

6. СаковТч Н.У. Ацэнк! зверху памернасц1 Хаусдорфа шюствау 

камплексных л1кау, як1я мапць зададзеную меру трансцендэнтнас- 

ц1. //Удасканаленне лрафесПна-педагаг1чмай дзейнасц1 у с.-час- 

яал с1стэме ацукацы1: 36. вавук. арт. /Бел^руск! цзяржауны 

лед. ун-т, Гэцсавет: Б.А.Бенедз1ктау, М.Т.Стэлы.адук I 1нш. - 

'ЛГиск. 1331. -- С. 195-291,



7. Сакович Н.В. Размерность Хаусдорфа и распределение значе
ний целочисленных многочленов в С * //Ивв. Акац. наук Бела
руси. Сер. фиэ.-мат.наук. - 1995. Л 2. - с. 11-14.



• Рэзюме 
Саков1ч Наталля Уладз1м1рауна 
"Апракс1мацыя нуля значэнням1 

аналХтычных функцый спецыяльнага выгляну”

Трансф1н1тны цыяметр, мера Лебега, памернасць Хаусдо; 
дыяфантавы набл1жэнн1, рэгулярная с1отэма.

Даследаваны тэрэтыка-мноствавыя характарыстыкх мноствау 
камплексных л1кау, у як1х модул1 анал1гычных функций спвцыяль- 
нага выгляду з зададзеным парадкам апракс1муюиь нуль. Атрымана 
сувязь пам1ж трансф1н1тным дыяметрам I памернасцю Хаусдорфа та- 
к1х мноствау. Атрыманы аналаг тэарэмы Пяртл1 з указанием мяжы 
переходу у мностза меры нуль. Пабудавана рэгулярная с1стэш 
камплексных алгебра1чных л1кау. Даказайы камплексны варыянт 
г1потэзы Бэйкера-Шм1дта аб ламернасц1 Хаусдорфа мноствау л1кау 
з зададзенаю мераю трансцэндэнтнасц!.

Заког1сЬ 1(а*а113& У1а41т1гогаа

"1рргох1та11оп оГ аего Ьу уа1иев оГ 

апа1уЬ1о врео±а1 Гила Хипо*1опан

ТЬв оарасХЪу, Х^аЪеазие аеавиге, НаиайогйГ <Итепа1оп,
1)1 о р)шл*1шмт>рг ох 1 ^ * 1 0 1 1 ,  гееи1аг вузЪет

Шв 1птвв«1еа1в 1ЬвогеЪ1с-ве* сЬагас«ег1а11св о! вошр1ех 

пишЬвг ве*в ягЬеге то<1и1ив о* апа1у*1с врео1а1 Г о т  Гипо11опв 

арргох1ша*е евго »и ь  в*увп огйег. »в Г1п4 а соппес*1оп Ъа- 

4»веп 1Ьв сарасИу апй Наив<1ог1Г 41твпа1опв оГ ЪЬеае аа^а. 

ев!: апа1ову оХ Р^агШ 'в (Ьеогаа «гЬага а Ьоипйагу о{ а

развале 1п*о 1;Ье вег оГ «его твавиге 1а 1пй1оа1еА. Фе ргогв 

а сотр1ех уаПап* оТ Вакег-ЗоЬаШ'а Ьуро1;авв1в аЪои* Наиа- 

йогГГ й1тегш1оп оС пшпЬег ве^в игНЬ в1геп теавигв о{ кпшв- 

сепдепсв.
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Резюме
Сакович Наталья Владимировна 
"Аппроксимация нуля значениями 

аналитических функций'специального вица"

Трансфинитнцй диаметр, мера Лебега, размерность Хаусдорфа, 
диофантовы приближения, регулярная система.

Исследованы теоретико-множественные характеристики мно
жеств комплексных чисел, в которых модули аналитических функ
ций специального вида с заданным порядком аппроксимируют нуль. 
Установлена связь между трансфинитным диаметром и размерностью 
Хаусдорфа таких множеств.- Получен аналог теоремы Пяртли с ука
занием границы перехода во множество меры нуль. Построена ре
гулярная система комплексных алгебраических чисел. Доказан 
комплексный вариант гипотезы Бэйкера-Шмидта о размерности Хаус
дорфа множеств чисел с заданной мерой трансцендентности.

Сакович ___

Аппроксимация нуля значениями аналитических функций
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