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ОБЩАЯ ХА РА К ТЕР И С ТИ К А  РАБОТЫ
Диссертация посвящена исследованию поведения старшего показате­

ля линейных дифференциальных систем с возмущениями, интегрируе­
мыми со степенью и весом.

Актуальность темы диссертации. Современная асимптотиче­
ская теория и теория устойчивости берет свое начало в диссертации
A .М . Ляпунова «Общая задача об устойчивости движения». Даль­
нейшее развитие этой теории и ее приложений связано с работами 
П. Боля, О. Перрона, К. П. Персидского и, позднее, В. М. Миллионщи- 
кова, Б.Ф. Былова, Р. Э. Винограда, Д. М. Гробмана, Ю .С . Богдано­
ва, Н. А. Изобова, Р. А. Прохоровой, М. И. Рахимбердиева, Н .Х . Розо­
ва, Е.Л. Тонкова, И. Н. Сергеева, Е. А. Барабанова, С. А. Мазаника, 
Л. Я. Адриановой, Е. К. Макарова, С .Н . Поповой, а также зарубеж­
ных математиков Х .Л . Массеры, Дж. Лилло, Л. Маркуса, Р. Конти,
B. А. Коппеля, С. Зигмунда, В. Климана, П. Колониуса и многих дру­
гих.

Основным понятием асимптотической теории линейных дифферен­
циальных систем является понятие характеристического показателя 
Ляпунова, а одной из важнейших ее задач —  построение достижимых 
оценок для показателей возмущенных систем с возмущениями, при­
надлежащими различным классам. Наиболее значимые результаты в 
этом направлении получены В. М. Миллионщиковым, Р. Э. Виноградом, 
Б.Ф . Быловым, Н .А . Изобовым, И.Н. Сергеевым, Е .А . Барабановым.

Впервые неустойчивость показателей при малых возмущениях была 
отмечена в работах О. Перрона. Оценка сверху для старшего пока­
зателя возмущенной системы с малыми возмущениями, так называе­
мый центральный показатель Г2(Л), была построена Р. Э. Виноградом. 
Достижимость этой оценки доказана В. М. Миллионщиковым с помо­
щью его, ставшего уже классическим, метода поворотов. Н .А. Изобо­
вым построен алгоритм вычисления старшего сигма-показателя V,, , 
являющегося точной верхней границей подвижности показателей диф­
ференциальных систем с сг-возмущениями. Системы с возмущениями, 
равномерно ограниченными монотонной функцией, были рассмотрены 
Е. А. Барабановым. М .И. Рахимбердиев и Н .Х . Розов изучали системы 
с интегрально малыми в среднем возмущениями. Исследование линей­
ных систем с бесконечно малыми в среднем возмущениями было прове­
дено И.Н. Сергеевым. Классы возмущений, определяемых интеграль­
ными условиями, изучались в работах Е. А. Барабанова, Е. К. Макаро­
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ва, И. В. Марченко и др. В частности, для возмущений, суммируемых 
(а также бесконечно малых в среднем) на полуоси с весом, в монотонном 
случае было получено полное решение задачи, а в случае немонотонного 
веса — достаточные условия, при которых применим общий алгоритм 
Н .А . Изобова. Указанные условия оказались достаточно жесткими за 
счет того, что соответствующие им оценки являются достижимыми с 
помощью ограниченных на полуоси возмущений из рассматриваемых 
классов. Отсюда возникает необходимость ослабления этих условий 
путем использования неограниченных возмущений для доказательства 
достижимости получаемых оценок. Кроме того, за пределами перечи­
сленных исследований остались вопросы, связанные с поведением ха­
рактеристических показателей линейных дифференциальных систем, с 
возмущениями из классов суммируемых и бесконечно малых в среднем 
с весом и степенью, большей единицы. Частичное решение этих задач 
и содержит настоящая работа.

Связь работы с крупными научными программами, темами. Дис­
сертационная работа выполнялась в рамках задания «Асимптотиче­
ские и конструктивные методы исследования дифференциальных си­
стем » («Математические структуры  - 0 9», № гос. рег. 2003272) Го­
сударственной программы фундаментальных исследований «Исследо­
вание основных математических структур и проблем математиче­
ского моделирования»(ГПФИ «Математические стр ук тур ы »).

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является получе­
ние достижимых оценок для старшего показателя линейных дифферен­
циальных систем с возмущениями из классов суммируемых на полуоси 
со степенью и весом и бесконечно малых в среднем со степенью и ве­
сом. Для реализации этой цели требуется получить оценки сверху для 
старшего показателя линейных дифференциальных систем из указан­
ных выше классов возмущений и доказать достижимость построенных 
оценок.

Объект и предмет исследования. Объект исследования —  линей­
ные дифференциальные системы с возмущениями, определяемыми ин­
тегральными условиями. Предметом исследования является поведение 
показателей таких систем под действием возмущений.

Методология и методы проведенного исследования. Основным ме­
тодом, применяемым в работе является метод поворотов В. М. Милли- 
онщикова.
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Научная новизна и значимость полученных результатов.
—  Построены оценки для старшего показателя линейных дифферен­

циальных систем с возмущениями из классов суммируемых на полуоси 
и бесконечно малых в среднем со степенью и монотонным весом. Дока­
зана достижимость этих оценок.

—  В случае немонотонного веса получены достаточные условия для 
того, чтобы точная граница подвижности для старшего показателя мог­
ла быть вычислена с помощью алгоритма Н. А. Изобова.

—  Построены семейства неограниченных возмущений, позволяю­
щие доказать достижимость верхних оценок, обеспечиваемых указан­
ным алгоритмом, в тех случаях, когда она не может быть доказана 
с помощью ограниченных возмущений, принадлежащих рассматривае­
мым классам.

Эти результаты являются новыми в теории характеристических по­
казателей Ляпунова линейных дифференциальных систем. Они суще­
ственно расширяют совокупность классов возмущений, для которых из­
вестна соответствующая точная верхняя граница подвижности старше­
го показателя.

Практическая значимость полученных результатов. Работа имеет 
теоретический характер, ее результаты могут быть использованы при 
дальнейшем исследовании возмущенных линейных систем. Они могут 
найти применение при чтении спецкурсов по теории дифференциальных 
уравнений и теории устойчивости.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
—  Вычисление точной верхней границы для старшего показателя 

линейных дифференциальных систем с возмущениями из классов сум­
мируемых на полуоси и бесконечно малых в среднем со степенью и мо­
нотонным весом.

—  Доказательство достаточных условий применимости алгоритма 
Н. А. Изобова для вычисления достижимой в подклассе ограниченных 
возмущений верхней границы подвижности старшего показателя линей­
ных систем с возмущениями из этих же классов в случае немонотонной 
весовой функции.

—  Получение достаточных условий применимости указанного алго­
ритма для получения достижимой верхней оценки старшего показателя 
линейных систем с неограниченными возмущениями из рассматривае­
мых классов.

Личный вклад соискателя. Все основные результаты диссертации
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получены соискателем самостоятельно. Теорема 2.1 и:) работы [1], при­
веденная в диссертации для полноты изложения, принадлежит научно­
му руководителю Е. К. Макарову. Теорема 2.2 принадлежит в равной 
мере диссертанту и соавторам Е. К. Макарову и И. В. Марченко, след­
ствие 2.3 получено диссертантом совместно с И. В. Марченко. Другие 
результаты, включенные в диссертацию из совместных работ, получе­
ны автором.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты дис­
сертации докладывались и обсуждались на международной конферен­
ции, посвященной 103-летию со дня рождения И. Г. Петровского (XXI 
совместное заседание Московского математического общества и семи­
нара им. И. Г. Петровского, Москва, 2004), на IX Белорусской матема­
тической конференции (Гродно, 2004), на международной математиче­
ской конференции «Еругинские чтения-Х » (Могилев, 2005); на семина­
ре по качественной теории дифференциальных уравнений в Московском 
государственном университете им. М. В. Ломоносова (Москва, 2004); 
на международной математической конференции «Четвертые научные 
чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям», посвящен­
ной 85-летию со дня рождения Ю .С . Богданова (Минск, 2005); на се­
минаре отдела дифференциальных уравнений Института математики 
НАН Беларуси (Минск, 2003 —  2005).

Опубликованностъ результатов. Основные результаты диссерта­
ции опубликованы в 10 печатных работах, среди которых 4 журнальных 
статьи (3 из них написаны без соавторов), 1 аннотация в периодическом 
научном журнале и 5 публикаций в сборниках тезисов докладов матема­
тических конференций. Общее количество опубликованных материалов
—  36 страниц.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из общей 
характеристики работы, трех глав, заключения, списка использован­
ных источников. Полный объем диссертации 79 страниц машинопис­
ного текста, из которых 6 страниц занимает список использованных 
источников, состоящий из 62 наименований.

СОД ЕРЖ АН И Е ДИССЕРТАЦИИ

В первой главе диссертации содержится краткий обзор важнейших 
результатов, связанных с изучением свойств характеристических пока­
зателей линейных дифференциальных систем. Результаты, непосред­
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ственно примыкающие к теме данного исследования, представлены бо­
лее подробно с включением формулировок основных теорем.

В диссертации рассмотривается линейная дифференциальная систе­
ма

х =  А{1)х, г  Е К " , О, (1)

с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей коэффициентов А  та ­
кой, что ||Л(*)|| ^  М  <  + оо  при всех I ^  0 , и показателями

А ! ( А ) ^ . . . ^ А п(А).

Наряду с системой (1) рассмотривается возмущенная система

у =  А(1)у +  (2(1)у, у е  К " , ^ 0 ,  (2)

с кусочно-непрерывной матрицей возмущений С} , удовлетворяющей 
при всех 1 ^ 0  условию интегральной ограниченности, т.е. неравен­
ству

* + 1

^  11<9М1Ит-^ с я <  +°°>
*

где Сд —  некоторая константа, зависящая от  С) . Для показателей 
системы (2) будем использовать обозначения

Ах (Л +  <5) ^  . . . ^  Ап(Л +  <5)-

В основной части диссертационной работы проводится исследование 
поведения показателей линейных дифференциальных систем (2) с воз­
мущениями из следующих классов:

1) класс -СРИ ,  бесконечно малых в среднем со степенью и весом воз­
мущений, состоящий из множества кусочно-непрерывных и интеграль­
но ограниченных матриц <3 удовлетворяющих условию

(
■7Р(<2) :=  П т Г 1 I  <р(т)\\С}(т)\\р<1т =  0.( — + оо

О

2) класс Зр[</?], возмущений, суммируемых со степенью и весом, со­
стоящий из множества кусочно-непрерывных матриц <3 удовлетворяю­
щих условию

ОО

^  <р(г) 11<2(*)11РЛ <  +°°>
О
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где <р —  положительная кусочно-непрерывная функция, определенная 
на промежутке [0 , + о о ) , а р ^  1 —  некоторое число.

3) класс Зр, возмущений, суммируемых со степенью.
Полагая матрицу коэффициентов невозмущенной системы (1) фик­

сированной, обозначим через

Л(ЯЯ) :=  зир{Лп(Л +  <2 ) : (3 6  Ш},

точную верхнюю границу подвижности старшего показателя системы 
(2 ) с возмущениями из класса 9Л.

Во второй главе диссертации вычислены точные верхние грани­
цы для старшего показателя системы с возмущениями из классов Зр, 
-Ср[<̂>], Зр [у>], где р >  1 , в монотонном случае.

Раздел 2.1 включает ряд утверждений, на которых далее основыва­
ется построение оценок сверху для величин Л(9Я), где ШТ —  один из 
указанных выше классов возмущений.

Пусть Х(1, т ) и У(<, г) —  матрицы Коши систем (1) и (2) соответ­
ственно. Обозначим

Х к =  Х ( к + 1 , к ) ,  Ук = У ( к  +  1,к),

где к е  N 0 :=  N Ц1 { 0 } .
Пусть, кроме того, в, —  произвольное множество неотрицательных 

целых чисел. Будем считать, что при Л ф 0  элементы множества й 
упорядочены в порядке возрастания

1̂ ^  . . .  "С ,

где в —  количество элементов в 6,, т.е. в =  |<̂ |. Возьмем некоторую 
функцию

Р : N 0 -> (0 ,+сю ),

и для любых чисел тп ^ I из N 0 и всевозможных множеств ё  С [/, тп) , 
определим величину

г 2 ( т , о  =  \\х(т, й , )1 № )- - -н а д ,^ )| | /з № )| | а д ,0 1 1 .

где Г ^ (т , /) =  7 0Г^(ш, 0), где 70 >  0.
Следующая теорема получена совместно с Е .К . Макаровым и 

И. В. Марченко и дает способ, построения оценки сверху для старше­
го показателя линейной дифференциальной системы (2 ) при произволь­
ных интегрально ограниченных возмущениях. Сформулированный в
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ней и в следствии 2.5 способ получения верхних оценок для старшего 
показателя линейных систем с возмущениями называется алгоритмом
Н. А. Изобова, так как он аналогичен алгоритму вычисления старшего 
сигма-показателя, предложенному Н .А . Изобовым.

Т еор ем а  2.2[1,7] Пусть заданы возмущения <2 и некоторая поло­
жительная функция Р , определенная на множестве N 0 , такая, что 
справедливо равенство

7П— 1
П т тГ1 У 2  13~ 1{к)\\Щ\ =  О,т —юо *=0

в котором матрицы V* определяются равенствами

к +1

Ук =  ^  Х {к ,  г)<5(г)У(7", к)йт. 
к

Тогда для старшего показателя системы 2 выполняется оценка 

\п(А +  <Э)^ П т г г Г Ч п ^ ,
т —*оо

где последовательность г]  ̂ , т Е N 0 , определяется равенством

Vт  =  т а х  Г ^ (т ) ,
йС(т)

причем величина Н т  т _ 1 1п ^  не зависит от выбора 70 >  0 .
т —ю о

Из теоремы 2.2 в вытекает
С л ед стви е  2.5[1] В условиях теоремы 2.2 для старшего показате­

ля возмущенной системы имеет место неравенство

А„(Л +  <Э)^ П т то- 1 1п 77т ,
т —ю о

в котором последовательность Т]т при т Е N определяется рекур­
рентным соотношением

г)т  =  та,х(\\Х(т,к)\\/3(к)г]к ),
л<т

к Е N 0 , с произвольным начальным условием щ  >  0 , причем величина 
Н т тп~11пт]т не зависит от выбора щ .

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



8

В разделах 2.2— 2.4 с использованием полученных в разделе 2.1 ре­
зультатов вычислены величины Л(3Р), Л(Д2р[у)]), Л(3Р[<̂ ]), где р >  1, 
в случае монотонной функции (р.

Т еор ем а  2.3[1,7] При всех р >  1 справедливо равенство

Л(3Р) =  Н т т ~1 1пг]т,
т —+оо

в котором последовательность г)т при т >  О удовлетворяет рекур­
рентному соотношению

Т)т =  тах (||Х (т, к)\\к~1/рг]к),
к<.тп

к 6 N 0 с произвольным начальным условием щ  >  0 .
Т е ор ем а  2.4[2,8] Если функция ср кусочно-непрерывна и возраста­

ет к +оо  на промежутке [0, + о о ) , то при всех р >  1 справедливо 
равенство

Л(,Ср[у>]) =  Пт т^ Ч п ^ т,
т —► оо

где последовательность г]т при т >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

г]т -  тах(ЦХ(т, к)Цр~1/р (к)щ),
К  <  Т71

к 6 N 0 , с произвольным начальным условием щ  >  0 .
Т е ор ем а  2.5[2,8] Если функция (р кусочно-непрерывна и возра­

стает к +оо  на промежутке [0, + о о ) , то при всех р >  1 справедливо 
равенство

Л(3РЫ) =  Нт т Г11пгут ,
т —»оо

6 котором последовательность г]т при т  >  0 удовлетворяет рекур­
рентному соотношению

71т =  тах (| | Х (т, А ;)р _1/ру Г 1/р(&)%),к<т

к 6 N 0 , с произвольным начальным условием ?]о >  0 .
В третьей главе диссертации рассматриваются классы возмущений, 

определяемые условиями с немонотонной весовой функцией. Верхние 
оценки для старшего показателя линейной системы с такими возму­
щениями получаются с помощью алгоритма Н.А. Изобова, а доказа­
тельство их достижимости оказывается возможным провести лишь при
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некоторых дополнительных условиях на весовую функцию, что обусла­
вливается большей сложностью поведения немонотонных функций.

В разделе 3.1 получены оценки сверху для старшего показателя ли­
нейных дифференциальных систем с возмущениями, бесконечно малы­
ми в среднем и суммируемыми со степенью и немонотонным весом и 
доказана их достижимость в подклассе ограниченных возмущений.

Пусть <р —  локально суммируемая положительная функция, опре­
деленная на промежутке [0, + о о ) , а <рк =  еззтГ{<^(г) : к ^  2 ^  к +  1}, 
к Е N 0 —  существенный минимум этой функции на отрезке [А;, к +  1], 

Теорема 3.2[3,9] Пусть функция уз кусочно-непрерывна и 2Р 
при всех < Е [0 ,+ о о ) . Если при некотором положительном ео <  1 для 
любого е Е (0 ;е о )  выполняется условие

Лт л

Л + » т - 1 5 ^ * (1+‘  У <р (т)Ат =  О, 
*—1

то при всех р >  1 справедливо равенство

Л(,Ср[|р])= Н т га_ 1 1п^т ,

где последовательность г]т при т  >  О определяется рекуррентным 
соотношением

Т)т =тах{\\Х{т,к)\\<Ръ1/рг)к),
к<т

к Е N 0 , с произвольным начальным условием г]о >  0 .
Теорема 3.4[3,9] Пусть функция кусочно-непрерывна на про­

межутке [0 ,+оо) и при всех к Е N  справедлива оценка к<рк ^  2Р. 
Если при некотором положительном ео <  1 для любого е Е (0; Со) 
выполняется неравенство

^ к ~ (1+е)<рк (1+е] I <р(1)<11 <  +оо,
*=! к-1

то при всех р >  1 справедливо равенство

Л(Зр[у>]) =  Нт то~Чп?7т ,
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где последовательность г)т щ и  тп >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

к 6  N 0 , с произвольным начальным условием 770 >  0 .
В разделе 3.2 для неограниченных возмущений из классов й[<̂ ] и 

3[у)], получены условия, достаточные для вычислимости верхней гра­
ницы для старшего показателя по общему алгоритму.

Пусть { 0 ^  О, Т  ^  0 —  произвольные числа и а =  езв1пГ{<р(1) : 
^   ̂ ^  +  71} —  существенный инфимум функции <р на отрезке

[<о,^о +  Т ] . Под матрицей О а поворота на угол а в пространстве 
Ж.п будем понимать матрицу линейного оператора, действующего по­
воротом на угол а  в некоторой заданной плоскости и совпадающего с 
тождественным преобразованием на ортогональном дополнении к этой 
плоскости.

Л ем м а 3.1[4] Для любой матрицы О а существует семейство воз­
мущений , к Е (0 ,Т * ], где Т* <  Т , удовлетворяющих следующим 
условиям:

1) каждое возмущение определено всюду на полуоси [0 , + о о ) , 
но отлично от нуля лишь на некотором отрезке длины Н, содержа­
щемся в отрезке [^о,^о +  Т\ ;

2) для матрицы Коши Ун соответствующей возмущенной систе­
мы имеет место представление

в котором Ап — некоторая матрица, зависящая от Н таким обра­
зом, что Дд —» 0 при Н —» 0 ;

3) справедлива оценка

Пусть е € (0 , 7г /2] . Решение у{1) называется быстрым на отрезке 
[1о,1о +  Т ] , если выполняется неравенство

г}т =  т а х 1
к<т

Ук{1 о -\-Т,1 о) — Х(1  о +  Т, 1о)(Оа +  Дл),

1о+Т

||у(*0 + Т )II >  (1/2)||у(^о)||||Х(*о + Т ^ 0)||8ш е
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и максимальным на этом отрезке, если справедливо равенство

Л ем м а  3.2[4] Пусть Т  ^  1. Для любого медленного на отрезке 
[^о^о +  Х1] решения х{1) нееозмущенмой системы и любого числа е Е 
Е (0,7г/4] существует возмущение <5, сосредоточенное на единичном 
отрезке [^о,^о +  1] > такое, что решение соответствующей возмущен­
ной системы с тем же начальным вектором ж(<о) является быстрым 
на отрезке [^о,^о +  ^Ч> и выполняется оценка

В дальнейшем будем говорить, что множество С  С [/, тп) Р| N 0 реали­
зует величину Ф (т , I) , если

Будем также полагать, что Т* , к Е N 0 , — некоторая монотонно 
возрастающая последовательность неотрицательных целых чисел, при­
чем То =  0. Обозначим Ф* :=  Ф(Тк, Т * - !) .

Л ем м а  3.3[4] Пусть функция /? такова, что (3(к) ^  1 /4  для всех 
к Е N 0 • Тогда для любого е >  0 существует возмущение ф  такое, 
что возмущенная система (2) имеет решение у ,  удовлетворяющее 
при всех к Е N  оценкам

||у(*о+Т)|М|у(МШ№ +Т,*о)||.

<0 + 1

I о

Г § ( т , / )  =  Ф (т , /) .

где а(г) =  ез$тГ {9з(2) : г ^  I $  г +  1}.
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Т е о р е м а  3.5[4,10] Пусть функция уз при всех 1^0 удовлетворяет 
неравенству 4 . Если при некотором положительном ео <  1 для
каждого е Е ( 0 ,Ео] выполняется равенство

771 +  1
Ит т~1 а~Е(к) = О,

т —► оо ^6=0

т о  справедлива формула

Л(-С[у?]) =  П т  т - 1 11177™,
т —юо

где последовательность г)т при т  >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

Т)т =  тах (| | Х (т, &)||а_ 1 (&)»7*),
Л<т

А: 6  N 0 , с произвольным начальным условием г]о >  0 .
Для формулировки результата, касающегося класса возмущений 

3 [95] , нам потребуется величина ь(к)  , к Е N 0 , определяемая равен­
ствами г)(0) =  1 /4  , ь(к) =  к~1а~1( к ) , к Е N .

Т е о р е м а  3 .6 [4 ,10] Пусть функция <р такова, что у(к) ^  1/4, при 
всех к Е N  . Если при некотором положительном ео <  1 для каждого 
е Е (0, го) выполняется условие

ОО
^  к~1у~в(к) <  -1-оо,
* = 1

то справедлива формула

Л(3[у?1) =  П т  гп~1\пг]т,
т —*оо

где последовательность т]т при т  >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

г)т =  тах (| | Х (т, А;)|К&)»7*),
к<т

к Е N 0 , с произвольным начальным условием щ  >  0 .
В разделе 3.3 достаточные условия получены для неограниченных 

возмущений из классов ИР[ф\ и Зр [уз].
В случае р  >  1 оказывается невозможным произвольно уменьшать 

длину к того промежутка, на котором С̂ н ф 0 , так как при этом сильно
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возрастает норма возмущения, и условие его принадлежности требуе­
мому классу перестает выполняться. Э то обстоятельство, в свою оче­
редь, приводит к необходимости наложения существенно более жестких 
условий на свойства функции , чем те, что были использованы в пре­
дыдущем пункте. Ввиду этого всюду далее будем считать, что функция 
р  непрерывна и, более того, ее логарифм 1пу? равномерно непрерывен 
на полуоси [0, + о о ) .

Л ем м а 3.4[4] Для возмущений , построенных в лемме 3.1, спра­
ведливы оценки

ЦЛ/11| ^  е2мт(емн — 1)

и

I  ф ) \ ^ н{ЩР(И ^  2Р(МР +  е2МТР\а \РН-Р)аНГ1р(Н),
*0

где а =  шт{уз(<) : I 6  [<о,^о +  2”]} .
Л ем м а 3.5[4] Пусть Т  ^  1. Для любого медленного на отрезке 

[̂ 0|^0 +  Т] решения х{1) невозмущенной системы и любого числа е Е 
Е (0,7г/4] существует возмущение <3 , сосредоточенное на единичном 
отрезке [2о,^о +  1] , такое, что решение соответствующей возмущен­
ной системы с тем же начальным вектором х(1о) является быстрым 
на отрезке [<о,2о +  Т ] , и выполняется оценка

*о + 1

^  ^('Г)11<Э(Г)11Р̂ ^  Ка(г0)е,

где а(<о) =  т т {у з (2 ) : I Е [<о^о +  1 ]}, причем число К  >  0 может 
быть выбрано одним и тем же для всех I ^  О .

С л ед стви е  3.1[4] В условиях леммы 3.3 при сделанных предполо­
жениях о функции <р существует возмущение <3, обеспечивающее 
выполнение условия

МГОНЛМЗТь-ОЦ ^  /?1+е(Т*_1)Ф *е-2Ме(т‘ - т ' - ) ,

и удовлетворяющее оценке
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где а(г) =  тш {^ (< ) : г ^  ^  г +  1} .
Т е о р е м а  3.7[4] Пусть функция (р удовлетворяет сделанным пред­

положениям и такова, что при всех 2^0 справедлива оценка .
Если при некотором положительном ео <  1 для каждого е € (0, ео) 
выполняется равенство

т + 1

П т т Г1 У '  =  0,
т — оо 'к=0

то справедлива формула

Л(,Ср[<р]) =  Н т  т - 1 1п»7т ,
т —ю с

где последовательность г)т при т  >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

Т]т =  тах(||Х(т,А:)||о_1/р(^ )^ ) ,
Л < 7 7 1

к Е N 0 , с произвольным начальным условием г]о >  0 .
Т е о р е м а  3.8[4] Пусть функция удовлетворяет сделанным пред­

положениям и такова, что у(к) ^  1 /4р, при всех к Е N . Если при 
некотором положительном ео <  1 каждого е Е (0,ео) выполня­
ется условие

ОО

'^ 2 к ~ 1У~1̂ ч+е (к) <  + оо,
* = 1

то справедлива формула

Л(Зр[у>]) =  П т  т - 1 1п»7т ,
т —»оо

где последовательность г)т при т >  0 определяется рекуррентным 
соотношением

г]т =  тах (| | Х (т,/:)| ^ 1/р(А)77*),
Л < 7 7 1

А: Е N 0 , с произвольным начальным условием щ  >  0 .
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ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Диссертация посвящена исследованию поведения старшего показате­
ля линейных дифференциальных систем с возмущениями, интегрируе­
мыми со степенью и весом. Получены следующие результаты:

1. Вычислена точная верхняя граница для старшего показателя ли­
нейных дифференциальных систем с возмущениями из классов сумми­
руемых на полуоси и бесконечно малых в среднем [1, 2, 5, 6, 7, 8].

2. Доказаны условия, достаточные для применимости алгоритма
Н. А. Изобова при вычислении достижимой в подклассе ограниченных 
возмущений верхней границы подвижности старшего показателя линей­
ных систем с возмущениями из этих же классов в случае немонотонной 
весовой функции [3, 9].

3. Получены достаточные условия применимости указанного алго­
ритма для получения достижимой верхней оценки старшего показателя 
линейных систем с неограниченными возмущениями из рассматривае­
мых классов. [4, 10].
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Р Е З Ю М Е  
Кожуренко Наталья Владимировна

Г р ан и ц ы  п о д в и ж н о ст и  х а р а к т е р и ст и ч е ск и х  показателей  
л и н ей н ы х си ст е м  с возм у щ ен и я м и , су м м и р уем ы м и  на

п о л у о си

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, характери­
стический показатель, точная граница подвижности вверх.

Объект исследования —  линейные дифференциальные системы с воз­
мущениями, суммируемыми на полуоси со степенью. Предметом ис­
следования является поведение характеристических показателей таких 
систем под действием возмущений.

Основная цель диссертации состоит в вычислении точной верхней 
границы подвижности вверх старшего показателя линейных систем с 
возмущениями из классов суммируемых и бесконечно малых в среднем 
со степенью и весом.

Исследования проводятся с использованием методов теории показа­
телей Ляпунова, в частности, метода поворотов В. М. Миллионщикова.

Вычислена точная граница подвижности вверх старшего показателя 
линейных дифференциальных систем при суммируемых и бесконечно 
малых в среднем со степенью и монотонным весом возмущениях. По­
лучены достаточные условия применимости алгоритма Н. А. Изобова 
для вычисления точной верхней границы подвижности старшего пока­
зателя линейных систем в подклассах ограниченных и неограниченных 
возмущений, определяемых немонотонными функциями.

Все результаты диссертации являются новыми. Они имеют теоре­
тический характер и могут быть использованы при исследовании воз­
мущенных линейных систем.
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Р Э З Ю М Е  
Кажурэнка Наталля Уладз1м1рауна 

М еж ы  р у х о м а сщ  х а р а к та р ы сты ч н ы х  паказчы кау 
л ш ей н ы х  ш стэм  з узбурэнням 1, п ад сум оуваем ы м 1 на  п ау в ом

Ключавыя словы: лшейная дыферэнцыяльная слстэма, характары- 
стычны паказчык, дакладная мяжа рухомасщ уверх.

А б ’ект даследавання —  лшейныя дыферэнцыяльныя сктэм ы  з уз- 
бурэннямц падсумоуваемым1 на паувос1 са ступенню. Прадметам да­
следавання з’яуляюцца паводзшы характарыстычных паказчыкау так1х 
с1стэм пад уздзеяннем узбурэнняу.

Асноуная мэта дысертацьй заключана у выл1чэнш дакладнай мяжы 
рухомасщ уверх старэйшага паказчыку лшейных астэм  з узбурэнным1 
з класау бесканечна малых у сярэдшм со ступенню 1 вагой 1 падсу- 
моуваемым! на паувоа са ступенню 1 вагой.

Даследаванш праводзяцца з выкарыстаннем метадау тэорьй паказ­
чыкау Ляпунова, у прыватнасщ, метада паваротау У. М. Мшьёншчы- 
кава.

Выл1чана дакладная мяжа рухомасщ уверх старэйшага паказчыку 
лшейных дыференцыяльных сктэм  пры бесканечна малых у сярэдшм 
са ступенню 1 з манатоннай вагой узбурэннях, а таксама пры падсу- 
моуваемых на паувос! са ступенню 1 з манатоннай вагой узбурэннях. 
Атрыманы дастатковыя умовы прымяшмасщ алгарытма Н.А.  1зобава 
для выл1чэння дакладнай верхняй мяжы рухомасщ старэйшага паказ­
чыку лшейных с1стэм у падкласах абмежаваных 1 неабмежаваных уз­
бурэнняу, вызначаемых неманатонным1 функцыямь

Усе вын1К1 дысертацьп з’яуляцца новым1. Яны маюць тэарэтыч- 
ны характар 1 могуць быць выкарыстаны пры даследаванш узбураных 
лшейных сктэм .Эл
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5Ч М М А К У
КогЬигепко КаЪаШа У1асНгшгоупа

ТЬе Ъоипск оГ тоЫШу Гог *Ье сЬагас^егазйс ехропепйз оГ 
Нпеаг 8у8<;ет \уИ;Ь рег4игЪа41оп8, зиттаЫ е оп <;Ье вегш-ах18

Кеу гиоЫз: Нпеаг сНЯегеп(;1а1 зузЬет, сЬагас^епзИс ехропеп1, ехасй 
Ьоипс1 оГ ирдаагс! тоЫ Ы у.

ТЬе оЬуес! оГ туези§а(,юп аге Нпеаг сНЯ‘егеп(ла1 зузЬет т1 Ь  
регЬигЬа^юпз, зи тта Ы е оп Ше зегт-ах18 шъЬ ро\уег. ТЬе зиЪ]ес1 оГ 
ЪЬе туезИ^айоп 18 Ше ЪеЬауюиг оГ 1;Ье сЬагасЪепзИс ехропеп1з оГ ЪЬезз 
зузЬетз ипйег 1Ье асЬюп оГ зисЬ регЪигЬаЪюпз.

ТЬе т а т  ригрозе оГ йЬе 1Ьез1з 13 4о са1си1а1;е 1Ье ехасЪ Ьоипс! оГ иртеагс! 
тоЫ Ы у Гог 4Ье Ы§Ьег ехропеп! оГ 1Ье Нпеаг зузЪетз т1 Ь  рег4игЬа1юп8 
1пйт(,ез1та1 т  ЬЬе теа п  \уНЬ ротоег апс! №е1§Ь(; апй зи ттаЫ е оп 1Ье 
зегш-ахгз тЪЬ ротоег апс! \уе1§Ы.

ТЬе туез<л§а(;юп изев (,Ье те(;Ъо<!з оГ Ьуарипоу ехропепкз (.Ьеогу апс! 
т  Ше Нгз1 р1асе МПНопзсЫкоу’з го!а1юп теЪЬос!.

ТЬе ехас1 Ьоипс! оГ ир\уагс! тоЬШ4у Гог Ы§Ьег ехропеп!, оГ 1Ье Нпеаг 
сИЯегеп1,1а1 зуз^ет ипс!ег тйш(,ез1та1 т  Л е теап  т Ш  а топо1опоиз 
\уе1§Ьь апс! родаег регЪигЬакюп, аз \уе11 аа ип<!ег зи ттаЫ е оп ЪЬе зегш- 
ах15 \\ч{,Ь а топо1опоиз \те1§Ь1 апс! ротоег рег1игЬа1поп8 18 са!си1а(;ес!. 
ТЬе зиЯаепЬ сопсШлопз Гог аррНсаЫШ,у оГ N. А. Ь оЬоу’з а1§оп!Ьт Гог 
са1си1а(лоп оГ 1Ье ехас1 иррег Ьоипс! оГ тоЫ Ш у оГ 1Ье Ы§Ьег ехропепЬ оГ 
ЪЬе Нпеаг зузЪетэ тЪЬ регЬигЬаНопз с1ейпес1 поп-топо1ош с ГипсИоп аге 
оЫ атес!.

А11 гезиНз т  1Ье 1Ьев13 аге пете. ТЬеу т а у  Ье аррНес! *о ЪЬе туезИ^а- 
(лоп оГ Ьуарипоу з!;аЫШу апс! попзЪаЬПНу оГ зт§и1аг Нпеаг зузйетз.
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