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ВВЕДЕНИЕ 
Издание предназначено для организации аудиторной и самостоятельной 

работы студентов по разделам «Аналитическая геометрия» и «Линейная ал-

гебра». Весь материал разбит на 16 практических занятий, каждое из которых 

включает: 

 вопросы теории, которые студенты должны изучить перед занятием. 

Чтобы им было легче сориентироваться в списке рекомендуемой для изуче-

ния литературы перед вопросами указаны некоторые из наиболее доступных 

пособий для чтения, кроме того, все занятия содержат краткие теоретические 

сведения, которые в обязательном порядке следует знать для успешного усво-

ения темы; 

 образцы решения задач – это некоторые из типовых задач каждой те-

мы, которые демонстрируют отдельные подходы и/или алгоритмы решений; 

 задания для аудиторной работы; 

 задания для самостоятельного выполнения; 

 QR-коды, используя которые можно перейти в курс Moodle и, введя 

полученные ответы, проверить правильность своих результатов. 

QR-коды, содержащиеся в теоретическом материале по темам 2 и 8, 

позволяют посмотреть обучающее видео, размещенное в Moodle. 

Материалы содержат методические рекомендации для подготовки к 

контрольным работам по каждому разделу и задания для повторения. 
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Практическое занятие № 1 

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ.  

МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ 

 
Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 5–40; [16], с. 198–218, 223–226; [17], с. 39–43, 46–
50, 58–61. 

Вопросы для подготовки к занятию 
1. Понятие вектора. Линейные операции над векторами и их свойства. 
2. Линейная зависимость системы векторов. 
3. Базис. Координаты вектора в базисе. 
4. Аффинная система координат. Деление отрезка в данном отношении. 
5. Скалярное умножение векторов. Ортонормированный базис.  
6. Прямоугольная декартова система координат. Расстояние между точ-

ками. 

Теоретический материал 
Под вектором понимается произвольный элемент из некоторого мно-

жества V, для всех элементов которого выполнимы операции сложения век-
торов и умножения действительного числа на вектор. 

Эти операции обладают свойствами: 

1. ( ⃗   ⃗⃗)   ⃗   ⃗  ( ⃗⃗   ⃗). 

2.  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗. 
3. Существование нулевого вектора 

 ⃗   ⃗⃗   ⃗. 
4. Существование для любого вектора ему противоположного 

 ⃗  (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )   ⃗⃗. 

5. (   ) ⃗    ⃗    ⃗. 

6.  ( ⃗   ⃗⃗)    ⃗    ⃗⃗. 

7.   ⃗   ⃗ . 

8.    ⃗   ⃗. 
Векторы   ⃗⃗⃗⃗⃗,   ⃗⃗⃗⃗⃗,…,   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  называются линейно зависимыми, если суще-

ствует их линейная комбинация, равная  ⃗⃗, в которой хотя бы один из коэф-
фициентов отличен от нуля, т.е.  

    ⃗⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗          
Векторы   ⃗⃗⃗⃗⃗,   ⃗⃗⃗⃗⃗,…,   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  называются линейно независимыми, если в лю-

бой их линейной комбинации, равной  ⃗⃗, все коэффициенты равны нулю, т. е.  

    ⃗⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗             ̅̅ ̅̅ ̅̅   
Базисом векторного пространства   называется система из   линейно 

независимых векторов   ⃗⃗⃗⃗ ,   ⃗⃗ ⃗⃗ ,…,   ⃗⃗⃗⃗⃗ таких, что всякий вектор пространства   
линейно выражается через эти векторы, т. е. 

 ⃗      ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗        ⃗⃗⃗⃗⃗,  ⃗   ,     ,      . 
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Координатами  ⃗ называются коэффициенты          в разложении 

вектора по базису.  

Координаты вектора в данном базисе определяют его единственным 

образом, поэтому часто вектор записывают через его координаты, как 

(       ) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . Если известны координаты векторов, то выполнение линейных 

операций над этими векторами сводится к выполнению соответствующих 

арифметических операций над их координатами. 

Пусть  ⃗(       ),  ⃗⃗(       ). Тогда следующие формулы определя-

ют соответственно результат операций умножения вектора  ⃗ на действитель-

ное число   и сложения векторов  ⃗ и  ⃗⃗. 

  ⃗  (         )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 

 ⃗   ⃗⃗  (             )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗. 
Аффинной системой координат называется совокупность точки O – 

начало координат и некоторого базиса данного векторного пространства. 

В произвольной аффинной системе координат векторы в базисе могут состав-

лять любые углы. Если же угол между всеми базисными векторами прямой, 

то такая аффинная система координат называется прямоугольной. 

Радиус-вектором точки   в аффинной или декартовой системе коор-

динат называется вектор   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, соединяющий эту точку с началом системы ко-

ординат  . 

Координатами точки М в некоторой системе координат называются 

координаты ее радиус-вектора в ней.  

Если известны координаты концов  (       ) и  (       ) вектора 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (       ), то координаты данного вектора можно найти по формулам 

        , …,         . 

Расстоянием между точками  (       ) и  (       ) называют 

длину вектора   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

Для точек   ,  ,   , расположенных на одной прямой, по координатам 

точек   (        ),   (        ) можно найти координаты точки  (     ), 
если известно отношение   (    ), в котором точка   делит отрезок     , 

по формулам 

  
      

   
,   

      

   
,   

      

   
    (1) 

Скалярным произведением векторов  ⃗ и  ⃗⃗ называется число ( ⃗  ⃗⃗), 

равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними. 

Длиной вектора  ⃗ называют корень квадратный из его скалярного 

квадрата, т.е.  

| ⃗|  √( ⃗  ⃗). 

Скалярное произведение векторов  ⃗(        ) и  ⃗⃗(        ) можно 

найти по одной из следующих формул. 

1) Если известна длина векторов и угол   между ними, то 
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( ⃗  ⃗⃗)   | ⃗|| ⃗⃗|     ;   (2) 

2) если известна длина одного из векторов и проекция второго вектора 

на него, то 

( ⃗  ⃗⃗)   | ⃗⃗|   ⃗⃗ ⃗  | ⃗|   ⃗⃗  ⃗⃗; 

3) если известны координаты векторов, то 

( ⃗  ⃗⃗)                . 

Для того, чтобы два вектора  ⃗(        ) и  ⃗⃗(        ) были перпенди-

кулярны (ортогональны) необходимо и достаточно, чтобы их скалярное про-

изведение было равно нулю, т.е. чтобы выполнялось равенство 

                . 

Вектор называется ортом, если его длина равна 1. Базис, у которого все 

векторы ортогональны, называется ортогональным. Ортогональный базис, у 

которого все векторы орты, называется ортонормированным. 

В декартовой системе координат справедливы следующие соотношения 

для длины вектора и расстояния между точками. 

1) Длина вектора   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (       ) есть 

|  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |  √  
      

 ; 

2) Если даны точки   (        ),   (        ), то расстояние между 

ними  

|    |  √(     )
  (     )

  (     )
 . 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Даны точки  (       ) и  (      ) – вершины паралле-

лограмма      и точка  (      ) пересечения его диагоналей. Найдите 

точки   и  . 

Решение. Пусть  (        ),  (        ). Так как диагонали паралле-

лограмма точкой пересечения делятся пополам, то воспользуемся формулами 

(1) координат середины отрезка (   ). Рассматривая точку  , как середину 

диагонали   , имеем соотношения 

  
    

 
     

     
 

     
     

 
  

из которых находим  

                 . 

Рассматривая теперь точку  , как середину диагонали   , имеем соотношения 

  
    

 
     

    

 
     

     

 
  

которые дают равенства 

                . 

Таким образом, получаем  (        ) и  (       ). 
Задача 2. Найти скалярные произведения всех возможных пар данных 

векторов, если известно, что | ⃗|   , | ⃗⃗⃗⃗ | = 2, | ⃗|   , | ⃗|     угол φ между 
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векторами   ⃗⃗⃗ ⃗ и  ⃗⃗ равен  
 

   
,  ⃗    ⃗, а вектор  ⃗ образует с вектором  ⃗ угол 

δ = 
  

 
 . 

 
Рисунок 1 

 

Решение. По формуле (2) находим 

( ⃗  ⃗⃗)                
 

 
    

Так как по условию векторы  ⃗⃗ и  ⃗⃗⃗ противоположно направленные, то 

угол ψ между векторами   ⃗⃗⃗ ⃗ и    ⃗⃗ ⃗⃗  равен       
 

 
 

  

 
 (см. рис. 1). Поэто-

му по формуле (2) имеем соотношения  

( ⃗  ⃗)  |  |⃗⃗⃗⃗  | ⃗|               
  

 
   . 

Угол между противоположно направленными векторами   ⃗⃗ и   ⃗⃗ ⃗⃗  равен π, 

поэтому 

( ⃗⃗  ⃗)  | ⃗⃗⃗⃗ |  |  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |           (  )    . 

Вектор   ⃗ ортогонален вектору   ⃗⃗ (и вектору  ⃗), так как величина угла 

между ними равна  
  

 
 

 

  
 

 

  
. Тогда (  ⃗⃗⃗ ⃗  ⃗)  ( ⃗  ⃗)   , так как    

 

 
  . 

Учитывая, что угол δ между векторами  ⃗ и  ⃗ равен по условию   
  

 
, 

имеем равенства 

( ⃗  ⃗)  |  |⃗⃗⃗⃗  |  ⃗⃗⃗ ⃗|      
  

 
        

  

 
  

√ 

 
  

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Даны векторы  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ). Найти векторы  ⃗    ⃗    ⃗⃗, 

 ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

№ 2. Даны точки  (       ),  (      ),  (      ). Найти такую 

точку  , чтобы четырехугольник      был параллелограммом. 

№ 3. Вершины четырехугольника находятся в точках  (     ), 
 (        ),  (        ),  (         ). Показать, что      есть тра-

пеция. 

№ 4. Найти координаты концов отрезка, который точками  (     ) и 

 (      ) разделен на три равные части. 
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№ 5. Известно, что | ⃗|    и | ⃗⃗|  √ . Найти скалярное произведение 

векторов  ⃗ и  ⃗⃗ в каждом из следующих случаев       ,       ,  

       ,        , где   ,      ,  угол между данными векторами. 

№ 6. Вычислить скалярное произведение векторов  ⃗ и  ⃗⃗, заданных сво-

ими координатами, и углы между ними, если 

1)  ⃗(    ),  ⃗⃗(    ); 

2)  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ). 
 

Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Даны векторы  ⃗(     ),  ⃗⃗(      ). Найти векторы  ⃗    ⃗    ⃗⃗, 

 ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

№ 2. Даны точки  (      ),  (     ),  (     ). Найти такую точку 

 , чтобы четырехугольник      был параллелограммом. 

№ 3. Найти координаты концов отрезка, который точками  (      ) и 

 (     ) разделен на три равные части. 

№ 4. Найти скалярное произведение векторов  ⃗ и  ⃗⃗, если | ⃗|    и 

| ⃗⃗|   , а угол между ними       ,       ,        . 

№ 5. Вычислить скалярное произведение векторов  ⃗ и  ⃗⃗, заданных сво-

ими координатами, и углы между ними, если 

1)  ⃗(    ),  ⃗⃗(    ); 

2)  ⃗(      ),  ⃗⃗(     ). 
Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 2 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [9], с. 133–136; [17], с. 20–21. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Определение матрицы второго порядка. 

2. Определение матрицы третьего порядка. 
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3. Определение определителя квадратной матрицы. 

4. Правило вычисления определителя второго порядка 

5. Правило вычисления определителя третьего порядка. 

6. Определение минора элемента. 

7. Определение алгебраического дополнения элемента. 

 
Теоретический материал 

Числовой матрицей второго порядка называется таблица 

.
      

      
/, 

cоставленная из чисел                .  

Числовой матрицей третьего порядка называется таблица вида 

(

         

          

         

+  

Определителем квадратной матрицы (у нее одинаковое число строк и 

столбцов) называется число, которое ее определяет.  

Правило нахождения определителя второго порядка 

|
      

       
|                   

Правило нахождения определителя третьего порядка (правило Саррюса) 

|

         

          

         

|  |

         

          

         

|  |

         

          

         

|   

                                      

                                                                                       ( ) 
Видео, поясняющее правило нахождения определителя третьего порядка, 

можно посмотреть, воспользовавшись QR-кодом 

 
 

Минором     элемента     матрицы   называется определитель матри-

цы, полученной из матрицы   вычѐркиванием из нее i-ой строки и -го столбца 

(т. е. строки и столбца, на пересечении которых находится элемент    ). 

Алгебраическое дополнение     элемента     матрицы  находится по 

формуле 

    (  )       ,    (2) 

где     – минор элемента    . 
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Образцы решения задач 
Задача 1. Вычислить определитель 

|
     
    
    

|. 

Решение. По правилу (1) находим 

|
     
    
    

|       (  )  (  )  (  )           

 (      (  )    (  )  (  )    (  ))   . 

Задача 2. Найти алгебраическое дополнение элемента     матрицы 

  (

     
    
     
    

,. 

Решение. Составим минор     матрицы A, для чего вычеркнем из нее 

вторую строку и третий столбец. 

    |
    
    
   

|                    

По формуле (2) находим алгебраическое дополнение элемента    . 

    (  )         (   )    . 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Найти определители второго порядка. 

а) |
   
  

|; б) |
  
  

|; в) |
   
  

|; г) |
   
  

|; д) |
   
   

|; е) |
     
     

|. 

№ 2. Найти определители третьего порядка. 

а) |
   
   
    

|; б) |
    
    
    

|; в) |
    
    
   

|. 

№ 3. Найти   из уравнения. 

а) |
  
  

|   ; б) |
   
   
    

|    . 

№ 4. Найти алгебраическое дополнение элемента     матрицы  , если  

а)    ,    ; б)    ,    ; в)    ,    ; 

  (

     
    
     
    

,. 
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Задания для самостоятельного выполнения 
№ 1. Найти определители. 

а) |
  
   

|; б) |
   
  

|; в) |
    
   
    

|; г) |
   
    
    

|. 

 

№ 2. Найти алгебраическое дополнение элемента     матрицы  , если  

а)    ,    ; б)    ,    ; в)    ,    ;  

  (

     
    
     
     

,  

№ 3. Найти   из уравнения |
   
   
   

|   . 

№ 4. Найти решение (   ) системы {
|
  
  

|    

|
  
  

|    
 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 3  

МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ.  

ВЕКТОРНОЕ И СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 155–160, 163–170; [16], с. 226–232; [17], с. 51–57. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Определение одинаково ориентированных базисов. 

2. Определение противоположно ориентированных базисов. 

3. Определение векторного произведения. 

4. Свойства (аксиомы) векторного произведения. 

5. Правило нахождения векторного произведения по координатам век-

торов. 
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6. Механический смысл векторного произведения. 

7. Определение смешанного произведения векторов. 

8. Геометрический смысл смешанного произведения. 

9. Свойства смешанного произведения. 

10. Правило нахождения смешанного произведения по координатам 

векторов. 

Теоретический материал 

Векторным произведением векторов  ⃗ и  ⃗⃗ некоторого ориентируемого 

евклидова векторного пространства называется вектор  ⃗  [ ⃗  ⃗⃗], являющийся 

результатом операции векторного умножения, которая удовлетворяет услови-

ям:  

1. [ ⃗  ⃗⃗]   [ ⃗⃗  ⃗]. 

2. [ ⃗   ⃗  ⃗⃗]  [ ⃗  ⃗⃗]  [ ⃗  ⃗⃗], [ ⃗  ⃗⃗   ⃗]  [ ⃗  ⃗⃗]  , ⃗  ⃗-. 

3.  [ ⃗  ⃗⃗]  [  ⃗  ⃗⃗]  [ ⃗   ⃗⃗]. 

4. Тройка векторов  ⃗  ⃗⃗ [ ⃗  ⃗⃗] той же ориентации, что и координатный 

базис  ⃗  ⃗  ⃗⃗. 

5. (геометрический смысл векторного произведения). | ⃗|  |[ ⃗  ⃗⃗]| равен 

площади параллелограмма, построенного на приведенных к общему началу 

векторах  ⃗ и  ⃗⃗.  

6. Для того, чтобы ненулевые векторы  ⃗ и  ⃗⃗ были коллинеарны, необ-

ходимо и достаточно, чтобы [ ⃗  ⃗⃗]   . В частности , ⃗  ⃗-   . 

7. Если заданы декартовы координаты векторов  ⃗(        ) и 

 ⃗⃗(        ), то [ ⃗  ⃗⃗] можно представить в виде 

[ ⃗  ⃗⃗]  |
 ⃗  ⃗  ⃗
      
      

|.    (1) 

Смешанным произведением векторов называется число, полученное в 

результате векторного произведения двух векторов, скалярно умноженного 

на третий вектор. Обозначается 

( ⃗  ⃗⃗  ⃗)  ([ ⃗  ⃗⃗] ⃗)  ( ⃗[ ⃗⃗  ⃗]). 

Свойства смешанного произведения: 

1. Смешанное произведение равно нулю, если векторы  ⃗  ⃗⃗  ⃗ – компла-

нарны, один из них нулевой или какие-либо два из них коллинеарные. 

2. Смешанное произведение меняет знак на противоположный при пе-

рестановке двух множителей. 

3. Смешанное произведение не меняется при циклической перестановке 

множителей, т. е. 

( ⃗  ⃗⃗  ⃗)  (  ⃗⃗  ⃗  ⃗)  ( ⃗  ⃗⃗  ⃗). 
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4. Смешанное произведение линейно относительно каждого множителя, 

а именно, дистрибутивно относительно сложения и однородно относительно 

числового множителя для каждого множителя в смешанном произведении. 

5. (геометрический смысл смешанного произведения). Смешанное про-

изведение по абсолютной величине равно объѐму параллелепипеда, постро-

енного на векторах  ⃗  ⃗⃗  ⃗ как на составляющих, т.е. 

|( ⃗  ⃗⃗  ⃗)|      .    (2) 

6. Если ( ⃗  ⃗⃗  ⃗)   , то у векторов  ⃗  ⃗⃗  ⃗ правая ориентация, если 

( ⃗  ⃗⃗  ⃗)   , то у векторов  ⃗  ⃗⃗  ⃗ левая ориентация. 

Если  ⃗(        )   ⃗⃗(        ),  ⃗(        ), то смешанное произведение 

этих векторов можно найти по формуле 

( ⃗  ⃗⃗  ⃗)  |

      
      
      

|.    (3) 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Для векторов  ⃗(     ) и  ⃗⃗(     ) найти векторное произве-

дение, синус угла между ними и площадь параллелограмма, построенного на 

этих векторах, как на сторонах. 

Решение. По формуле (1) получим, что 

[ ⃗  ⃗⃗]  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗
   
   

|   ⃗    ⃗    ⃗⃗. 

Исходя из геометрического смысла векторного произведения, найдем 

площадь параллелограмма, построенного на векторах  ⃗ и  ⃗⃗, как на сторонах. 

  |[ ⃗  ⃗⃗]|  |       |  √         √    (   ). 
По формуле площади параллелограмма, известной из школы,  

          . 

Отсюда находим 

     
|[ ⃗  ⃗⃗]|

| ⃗|  | ⃗⃗|
 

√  

√  √  
 

√  

 
  

Задача 2. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векто-

рах  ⃗(       ),  ⃗⃗(     ),  ⃗(     ), как на ребрах. 

Решение. Согласно геометрическому смыслу смешанного произведе-

ния (2) и формуле (3), имеем 

( ⃗ ⃗⃗ ⃗)  |
    
   
   

|                  , 

 

  |   |     (   ). 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



14 
 

Задания для аудиторной работы 

№ 1. Для векторов  ⃗ и  ⃗⃗, известны их длины | ⃗|   , | ⃗⃗|   . Найти век-

торное произведение [ ⃗  ⃗⃗], если угол   между ними: а)  ; б) 
 

 
; в) 

 

 
. 

№ 2. Найти векторное произведение векторов  ⃗ и   ⃗⃗ ⃗. 

а)  ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗,  ⃗⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗;  

б)  ⃗    ⃗   ⃗     ⃗⃗,  ⃗⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗;  

в)  ⃗(       ),  ⃗⃗(      ). 
№ 3. Упростить выражения. 

а) [  ⃗    ⃗⃗   ⃗    ⃗⃗]; б)[  ⃗    ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗]. 

№ 4. Даны векторы  ⃗,  ⃗⃗,  ⃗, удовлетворяющие условию  ⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗. 

Доказать, что  

[ ⃗  ⃗⃗]   [ ⃗⃗  ⃗]  , ⃗  ⃗-  

№ 5. Для векторов  ⃗ и  ⃗⃗ найти их векторное произведение, синус угла 

между ними и площадь параллелограмма, построенного на этих векторах. 

а)  ⃗(      ),  ⃗⃗(     ); б)  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ). 
№ 6. Вычислить площадь треугольника с вершинами в точках  ,  ,  . 

1)  (     ),  (      ),  (     ); 
2)  (      ),  (     ),  (      ). 

№ 7. Доказать тождество . ⃗  ⃗⃗ ( ⃗    ⃗    ⃗⃗)/  ( ⃗  ⃗⃗  ⃗)  

№ 8. Найти смешанное произведение векторов  ⃗,   ⃗⃗ ⃗,  ⃗. Какую ориента-

цию имеет базис, ими образованный, если координатный базис  ⃗,   ⃗⃗⃗,  ⃗⃗ правый. 

1)  ⃗(      ),  ⃗⃗(     ),  ⃗(     ); 

2)  ⃗(     ),  ⃗⃗(       ),  ⃗(       ). 

№ 9. Доказать, что векторы  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ),  ⃗(     ) компланарны. 

№ 10. Для тетраэдра с вершинами в точках  (      ),  (     ), 
 (     ),  (     ) найти длину его высоты, опущенной из вершины  . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Найти векторное произведение векторов  ⃗ и   ⃗⃗ ⃗. 

а)  ⃗   ⃗    ⃗    ⃗⃗,  ⃗⃗    ⃗    ⃗⃗; б)  ⃗   ⃗    ⃗⃗,  ⃗⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗. 

№ 2. Показать, что векторы [ ⃗⃗  ⃗] и [   ⃗⃗ ⃗   ⃗    ⃗⃗] коллинеарны. 

№ 3. Для векторов  ⃗ и  ⃗⃗ найти их векторное произведение, синус угла 

между ними и площадь параллелограмма, построенного на этих векторах. 

а)  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ); б)  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ). 
№ 4. Дан треугольник с вершинами  (       ),  (        ), 

 (        ). Найти длину его высоты, опущенной из вершины   на сторону 

  . 
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№ 5. Найти смешанное произведение векторов  ⃗,   ⃗⃗ ⃗,  ⃗. Какую ориента-

цию имеет базис, ими образованный, если координатный базис  ⃗,   ⃗⃗⃗,  ⃗⃗ правый. 

1)  ⃗(     ),  ⃗⃗(      ),  ⃗(     ); 

2)  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ),  ⃗(      ). 
№ 6. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 

 ⃗(     ),  ⃗⃗(     ),  ⃗(     ), как на ребрах. 

№ 7. Доказать, что векторы  ⃗(     ),  ⃗⃗(      ),  ⃗(        ) компла-

нарны. 

№ 8. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках  (     ), 
 (       ),  (     ),  (     ) и длину его высоты, опущенной из верши-

ны  . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 4 

ПРЯМАЯ НА КООРДИНАТНОЙ ПЛОСКОСТИ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 58–69; [16], с. 232–238, 240–245; [17], с. 64–74. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать понятие плоской кривой. 

2. Дать понятие замкнутой плоской кривой. 

3. Способы задания кривых. 

4. Определение прямой. 

5. Векторное уравнение прямой. 

6. Параметрические уравнения прямой на плоскости и в пространстве. 

7. Канонические уравнения прямой на плоскости и в пространстве. 

8. Уравнение прямой, проходящей через 2 заданные точки. 

9. Общее уравнение прямой. 

10.  Взаимное расположение прямых на плоскости. 

11.  Угол между прямыми и формула для его нахождения. 

12.  Расстояние от точки до прямой. 
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Теоретический материал 
Пусть для плоскости   (     ),  (   ),  ⃗(     ),   (     ), 

  (     ), для пространства   (        ),  (     ),  ⃗(        ), 
  (        ),   (        ). 
 

Таблица 1 – Виды уравнений прямой на плоскости и в пространстве 

Вид уравнения  

прямой 
На плоскости В пространстве 

Параметрические 

уравнения {
         
        

 {

         
         
        

       (1) 

Канонические  

уравнения 

    

  
 

    

  
 

    

  
 

    

  
 

    
  

 

Уравнение по двум 

заданным точкам    

и    

    

     
 

    

     
 

    

     
 

    

     
 

    
     

 

Общее уравнение 

прямой 
          - 

 

Возможно следующее расположение двух прямых с общими уравнени-

ями 

            ,                (2) 

в зависимости от соотношений между коэффициентами этих уравнений: 

1. Прямые совпадают, если 
  

  
 

  

  
 

  

  
. 

2. Прямые параллельны и не имеют общих точек, если  
  

  
 

  

  
 

  

  
. 

3. Прямые имеют единственную точку пересечения, если  
  

  
 

  

  
. 

Нормальным вектором прямой, заданной общим уравнением 

         ,    (3) 

называется вектор  ⃗⃗(   ), который перпендикулярен направляющему векто-

ру прямой  ⃗(    ). 
Углом между прямыми называется угол между их направляющими 

векторами. 

Для прямых, заданных уравнениями (2), угол между векторами можно 

найти по формуле 

                                          
( ⃗  ⃗⃗)

| ⃗|| ⃗⃗|
 

         

√  
    

 √  
    

 
                                    ( ) 

Расстоянием   от точки    до прямой   называется длина перпен-

дикуляра, опущенного из точки    на эту прямую. 

Если прямая задана уравнением (3), то расстояние от точки   (     ) 
до нее можно вычислить по формуле 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



17 
 

  
|         |

√     
                                           ( ) 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Прямая проходит через точки   (   ) и   (   ). Составить 

общее уравнение этой прямой.  

Решение. Воспользуемся уравнением прямой по двум точкам. В ре-

зультате получим равенство 
   

   
 

   

   
  

из него после выполнения преобразований приходим к общему уравнению 

прямой 

          
Задача 2. Составить параметрические уравнения прямой с начальной 

точкой    (      ) и направляющим вектором  ⃗(      ). 
Решение. Подставляя данные из условия задачи в уравнения (1), полу-

чим параметрические уравнения прямой 

{
      
       
        

 

Задача 3. Найти угол между прямыми       и            
Решение. Воспользуемся формулой (4) для нахождения угла между 

прямыми. Подставив в нее данные из условия задачи, получим 

     
|      (  )|

√ √   
 

 

 √ 
 

√ 

 
        

Задача 4. Найти расстояние от точки  (   )  до прямой 

            
Решение. Воспользуемся формулой (5) для нахождения расстояния от 

точки до прямой. После подстановки в нее данных из условия задачи имеем 

 (   )  
|          |

√    
 

 

 
  

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Написать уравнение прямой, параллельной биссектрисе первого ко-

ординатного угла и отсекающей на оси    отрезок, равный четырем едини-

цам. 

№ 2. Построить прямую           . Где лежат точки, для кото-

рых: 1)           , 2)           ? 

№ 3. Указать, какие из следующих прямых: 

1)            ; 2)           ; 

3)            ; 4)            

параллельны и перпендикулярны. 
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№ 4. Вычислить площадь треугольника, стороны которого лежат на пря-

мых, заданных уравнениями 

         ,           ,          . 

№ 5. Через точку  (    ) провести прямую, параллельную прямой 

         , и прямую, перпендикулярную данной прямой. 

№ 6. Написать уравнение прямой, проходящей через точку   (    ) и 

параллельной биссектрисе второго координатного угла. 

№ 7. Дан треугольник с вершинами  (   ),  (    ),  (    ). Найти 

длину высоты, опущенной из точки  . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Написать уравнение прямой, перпендикулярной биссектрисе второ-

го координатного угла и отсекающей на оси    отрезок длиной 3 единицы. 

№ 2. Найти углы между прямыми. 

а)       ,   
 

 
   ; б)          ,          ;  

в)           ,          . 
№ 3. Найти внутренние углы треугольника, стороны которого лежат на 

прямых 
             ,              ,             . 

№ 4. Даны две стороны параллелограмма 
       ,              

и точка  (   ) пересечения его диагоналей. Написать уравнения двух других 
сторон параллелограмма. 

№ 5. Составить уравнения прямых, удовлетворяющих указанным усло-
виям. 

а) прямая параллельна прямой           и проходит через точку 
(    ); 

б) прямая перпендикулярна прямой          , пересекает прямую  

        и проходит через точку (    ). 
Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 
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Практическое занятие № 5 
ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 74–84, 96–97, 105–110; [16], с. 259–276; [17], с. 74–86. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать определения эллипса, его вершин, полуосей, эксцентриситета, 
фокусов, директрис. 

2. Уравнение окружности c центром в начале координат и радиуса  . 

3. Уравнение окружности с центром в точке  (     ) и радиуса  . 
4. Геометрическое свойство эллипса. 
5. Параметрические уравнения эллипса. 
6. Фокально-директориальное свойство эллипса. 
7. Формула расстояния от точки эллипса до его фокусов. 
8. Дать определения гиперболы, ее вершин, асимптот, действительной 

и мнимой полуосей, эксцентриситета, фокусов, директрис, сопря-
женной гиперболы. 

9. Определение равносторонней гиперболы. 

10. Геометрическое свойство гиперболы. 

11. Фокально-директориальное свойство гиперболы. 

12. Формула расстояния от точки гиперболы до ее фокусов. 

13. Дать определения параболы, ее фокуса, директрисы, фокального па-

раметра, эксцентриситета. 

14. Формула расстояния от точки параболы до ее фокуса. 

 
Теоретический материал 

 

Таблица 2 – Виды кривых второго порядка 

 
Название  

кривой 
Уравнение кривой Изображение кривой 

1. Эллипс   

   
  

    ,  

     . 
 

 

2. Мнимый эллипс   

  
 

  

  
    

- 
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Название  

кривой 
Уравнение кривой Изображение кривой 

3. Гипербола   

  
 

  

  
   

 
4. Парабола       ,     

 
5. Пара пересекаю-

щихся прямых 
  

  
 

  

  
   

 

6. Пара мнимых пе-

ресекающихся 

прямых 

 

  

  
 

  

  
   

- 

7. Пара параллельных 

прямых 
       

 

 

 

 

 
8. Пара мнимых па-

раллельных прямых 
       - 

 

Замечание 1. Если    , то в уравнениях таблицы 2 для эллипса и ги-

перболы следует сделать соответствующую замену этих величин. 

Замечание 2. Кроме гиперболы, заданной уравнением (2), рассматри-

вают ей сопряженную гиперболу 

 
  

  
 

  

  
    

Для нее в уравнениях для характеристик гиперболы в таблице 1 следует 

поменять   и   местами. 

𝑎  𝑎 𝑥 

𝑦 
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Замечание 3. Наряду с параболой, заданной уравнением (3), рассматри-

вают параболы, определяемые уравнениями        ,       ,  

       . Для них уравнения для характеристик параболы в таблице 1 сле-

дует изменить соответствующим образом. 

Замечание 4. Если     , то формула (1) принимает вид 

          
Это уравнение окружности с центром в начале координат и радиусом  . 

Уравнение окружности с центром в точке  (     ) и радиуса   имеет вид 

(    )
  (    )

      
Часто используются параметрические уравнения эллипса с центром в 

точке  (     ), которые задаются системой 

{
           
           

 

 

Таблица 3 – Основные характеристики эллипса, гиперболы, параболы 

Основные  

характеристики 

кривых 

Эллипс Гипербола Парабола 

Каноническое 

уравнение 
  

  
 

  

  
        ( ) 

   ,     

  

  
 

  

  
        ( ) 

   ,     

 

            ( ) 

Вершины (    ), (    ) (    ) (   ) 
Эксцентриситет   

 

 
  

        , 

    

  
 

 
  

        , 

    

    

Фокусы   (    ),   (   )   (    ),   (   )  .
 

 
  / 

Фокальный  

радиус точки   
   ,        ,        

    
 

 
 

Фокальный  

параметр   
  

 
   

  

 
 

  

Уравнения  

директрис 
   

 

 
    

 

 
    

 

 
 

Уравнения 

асимптот 

- 
   

 

 
  

- 

 

Теорема 1 (геометрическое свойство эллипса). Точка M принадлежит 

эллипсу тогда и только тогда, когда сумма расстояний от этой точки до двух 

фиксированных точек   (    ) и   (   ),    , где         , есть вели-

чина постоянная, равная   , т.е. 

|   |  |   |    . 
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Теорема 2 (геометрическое свойство гиперболы). Точка M принад-

лежит гиперболе тогда и только тогда, когда разность расстояний от этой 

точки до фокусов гиперболы, есть величина постоянная, равная   , т. е. 

|   |  |   |    . 

Фокально-директориальное свойство эллипса. Пусть точка M – про-

извольная точка эллипса. Тогда отношение расстояния от точки M до фокуса 

   к расстоянию от точки M до соответствующей директрисы есть величина 

постоянная, равная эксцентриситету эллипса, т.е. 
|   |

 (    )
    

Фокально-директориальное свойство гиперболы. Пусть точка M – 

произвольная точка гиперболы. Тогда отношение расстояния от точки M до 

фокуса    к расстоянию от точки M до соответствующей директрисы есть ве-

личина постоянная, равная эксцентриситету гиперболы, т. е. 
|   |

 (    )
    

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Найти полуоси, фокусы и эксцентриситет эллипса 

  

  
 

  

  
    

Решение. В условии задачи дано каноническое уравнение (1) эллипса, в 

котором большая полуось    , малая полуось     . Пользуясь таблицей 1, 

находим, что 

  √      √         

фокусы имеют координаты    (    )   (   )  а эксцентриситет   
 

 
. 

Задача 2. Составить каноническое уравнение гиперболы, если рассто-

яние между фокусами равно 10 и действительная ось равна 8. 

Решение. Каноническое уравнение гиперболы имеет вид (2). Из усло-

вия следует, что действительная полуось     и расстояние между фокусами  

    . Тогда мнимая полуось b √      √       . Искомое уравне-

ние имеет вид 

  

  
 

  

 
    

Задача 3. Определите тип кривой второго порядка, заданной об-

щим уравнением                 . 

Решение. Данное уравнение не является каноническим. Выделим пол-

ные квадраты относительно переменных.  

(         )   (         )     , 

(   )   (   )     
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Из последнего уравнения после выполнения преобразований приходим 

к уравнению эллипса  

(   ) 

 
 

(   ) 

 

 

   

с центром в точке (    ). 
 

Задания для аудиторной работы 
№ 1. Написать уравнение окружности радиусом 6 с центром в точке 

 (    ). 
№ 2. Для окружности                   найти координаты 

центра и радиуса. 
№ 3. Для эллипса            найти полуоси, фокусы, эксцентриси-

тет и директрисы. 
№ 4. На эллипсе              найти точку, расстояние от которой 

до левого фокуса в 2 раза больше расстояния до правого фокуса. 
№ 5. Найти полуоси, координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения 

асимптот и директрис гиперболы             . 
№ 6. Составить простейшее уравнение гиперболы, симметричной отно-

сительно координатных осей, пересекающей ось    и проходящей через две 

точки  (    √ ),  (   ). Найти ее фокусы. 

№ 7. Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы  
      . Определить расстояние от точки  (   ) до фокуса. 

№ 8. Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы 
      . Определить расстояние от точки  (   ) до фокуса. 

№ 9. Написать уравнение параболы, симметричной относительно оси    
и проходящей через точки пересечения прямой       и окружности 
          . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Написать уравнение окружности с центром в точке (    ) и радиу-
сом 4. 

№ 2. Записать уравнение эллипса с большей полуосью равной 6, эксцен-
триситетом 0,5 и с центром в точке (   ). 

№ 3. Найти координаты центра и радиус окружности. 
а)                  ; б)                  . 
№ 4. Найти длины осей, координаты фокусов, эксцентриситет и дирек-

трисы эллипса. 
а)             ; б)          . 
№ 5. Составить простейшее уравнение гиперболы, если: 
а) расстояние между фокусами 8, а расстояние между вершинами 6; 
б) действительная полуось 5 и эксцентриситет 2,6. 

№ 6. Найти длины осей, координаты фокусов, эксцентриситет, асимпто-

ты и директрисы гиперболы             . 
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№ 7. Записать уравнение параболы, если: 

а) ее фокус находится в точке  (   ), директриса – ось абсцисс, ось 

симметрии – ось ординат; 

б) парабола симметрична относительно оси    и проходит через точку 

 (   ) и начало координат. 

№ 8. Найти координаты фокусов и уравнение директрисы параболы, за-

данной уравнением: а)        ; б)      . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

 

Практическое занятие № 6 

ПЛОСКОСТИ И ПРЯМЫЕ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 176-193; [16], с. 245-248, 251-259; [17], с. 90-104. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать определение плоскости. 

2. Векторное уравнение плоскости. 

3. Параметрические уравнения плоскости. 

4. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 

5. Общее уравнение плоскости. 

6. Определение угла между плоскостями и формула для его вычисле-

ния. 

7. Определение угла между прямыми и формула для его вычисления. 

8. Определение угла между прямой и плоскостью и формула для его 

вычисления. 

9. Случаи расположения двух прямых в пространстве и признаки им 

соответствующие. 

10.  Формула расстояния от точки до прямой в пространстве. 

11.  Формула расстояния между параллельными прямыми. 

12.  Расстояние между скрещивающимися прямыми и формула для его 

нахождения. 
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Теоретический материал 
Таблица 4 – Виды уравнений плоскости 

Вид уравнения плоскости Уравнение (-я) 

Векторное уравнение  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗    ⃗⃗ 

Параметрические уравнения 

{

             
             
             

              ( ) 

Уравнение плоскости, прохо-

дящей через 3 заданные точки |

            
               
               

|       ( ) 

Уравнение плоскости по точ-

ке и двум направляющим 

векторам 
|

            
      

      

|    

Общее уравнение              

 

Здесь   (        ),  (     ),   (        ),   (        ), 

  (        ) – точки плоскости,  ⃗(        ),  ⃗⃗(        ) – векторы плоско-

сти. Коэффициенты общего уравнения определяют нормальный вектор плос-

кости  ⃗⃗(     ). 
Углом между плоскостями называется угол между их нормальными 

векторами. Если координаты нормальных векторов двух плоскостей 

  ⃗⃗⃗⃗⃗(        ) и   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ) (они легко находятся, если плоскости заданы 

общими уравнениями), то угол между ними можно найти, используя формулу 

     
(  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗)

|  ⃗⃗⃗⃗⃗||  ⃗⃗⃗⃗⃗|
 

              

√  
    

    
 √  

    
    

 
  

Расстояние от точки   (        ) до плоскости, заданной уравне-

нием             , находится по формуле  

  
|             |

√        
  

Формула расстояния   от точки   (        ) до прямой имеет вид 

  
|, ⃗⃗⃗  ⃗-|

| ⃗|
  

где   (        ) – точка прямой,  ⃗⃗⃗(                 ),  ⃗(        ) – 

ее направляющий вектор. 

Угол между двумя прямыми – это угол между их направляющими век-

торами. Если  ⃗(        ),  ⃗⃗(        ) – направляющие векторы данных пря-

мых, то найти угол между прямыми в пространстве можно по формуле 

     
( ⃗  ⃗⃗)

| ⃗|| ⃗⃗|
 

              

√  
    

    
 √  
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Углом между прямой и плоскостью называется угол между этой пря-

мой и ее ортогональной проекцией на эту плоскость. Его синус вычисляется 

по формуле 

|    |  
|           |

√  
    

    
 √        

  

где  ⃗(        ) – направляющий вектор прямой,  ⃗⃗(     ) – нормальный 

вектор плоскости. 

Пусть   (        ),   (        ) – точки, принадлежащие прямым     

и     соответственно, а  ⃗(        ),  ⃗⃗(        ) – направляющие векторы 

этих прямых. Обозначим через  ⃗⃗⃗      
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (                 ). 

Если прямые параллельны, то расстояние между ними можно найти по 

формуле 

  
|, ⃗⃗⃗  ⃗-|

| ⃗|
  

Если прямые скрещивающиеся, то для вычисления расстояния между 

ними применяется формула 

                                                              
|( ⃗⃗⃗  ⃗  ⃗⃗)|

|[  ⃗⃗⃗ ⃗  ⃗⃗]|
                                                        ( ) 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Составить параметрические уравнения плоскости с началь-

ной точкой    (      ) и направляющими векторами  ⃗(     ) и 

   ⃗⃗(      ). Выяснить, лежит ли в этой плоскости точка  (     ). 
Решение. Подставив в параметрические уравнения плоскости (1) дан-

ные из условия задачи, получим параметрические уравнения плоскости 

{

          
        
        

 

Для того, чтобы определить, принадлежит ли данная точка данной 

плоскости, проверим удовлетворяют ли еѐ координаты уравнениям плоско-

сти. Так как система уравнений  

{

          
        
        

 

полученная после подстановки координат точки   в уравнения плоскости, 

имеет решение {   
 

  
   

 

 
}, то точка   принадлежит этой плоскости. 

Задача 2. Составить общее уравнение плоскости, проходящей через 

точки   (      )   (     ),   (     ). 
Решение. Воспользуемся уравнением (2) плоскости по трем точкам. 

Подставив в него координаты точек из условия задачи, получим уравнение  
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|
         

   
    

|   , 

из него после соответствующих преобразований имеем общее уравнение 
плоскости 

              
Задача 3. Найти расстояние между прямыми 

    
   

 
 

   

  
 

   

 
           

   

 
     

 

  
. 

Решение. Из уравнений прямых находим точки   (     )    , 

  (       )     и направляющие векторы  ⃗(      ) и  ⃗⃗(      ) этих 

прямых соответственно. Составляем вектор  ⃗⃗⃗      
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (        ) и нахо-

дим смешанное произведение векторов  ⃗⃗⃗,  ⃗,  ⃗⃗, чтобы определить взаимное 
расположение данных прямых в пространстве. 

( ⃗⃗⃗  ⃗  ⃗⃗)  |
      
    
    

|       

Прямые    и    скрещивающиеся, поскольку ( ⃗⃗⃗  ⃗  ⃗⃗)   . Тогда по 

формуле (3) получаем, что 

  
|   |

 
       

где |[  ⃗⃗⃗ ⃗  ⃗⃗]|  |     |   . 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Составить уравнение плоскости, если: 
а) она перпендикулярна вектору  ⃗⃗(      ) и проходит через точку 

 (     );  
б) она перпендикулярна оси    и проходит через точку  (      ); 
в) она проходит через точки   (     ),   (      ),   (     )  
№ 2. Вычислить расстояние от точки  (      ) до плоскости, заданной 

уравнением             . 
№ 3. Найти угол между плоскостями 

          ,           . 
№ 4. Составить уравнение плоскости, параллельной плоскости 

           и отстоящей от нее на расстоянии равном √   единиц. 

№ 5. Найти угол между прямыми 
   

 
 

   

 
 

   

 
 и 

   

 
 

   

 
 

   

 
. 

 
Задания для самостоятельного выполнения. 

№ 1. Составить уравнение плоскости, если: 
а) она параллельна оси    и проходит через точки  (      ) и 

 (      );  
б) она проходит через точку  (      ) и ось   ; 
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в) она проходит через точки   (      ),   (     ),   (     )  
№ 2. Вычислить расстояние от точки  (     ) до плоскости, заданной 

уравнением            . 

№ 3. Найти угол между плоскостями: 

а)            ,             ;  

б)         ,            . 

№ 4. Найти угол между прямыми 
   

 
 

   

 
 

   

 
 и 

   

 
 

   

  
 

   

  
. 

№ 5. Найти расстояние от точки  (      ) до прямой      ,  
       ,       . 

№ 6. Найти угол между прямой       ,       ,        и 

плоскостью             . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 7 

ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 216–244; [16], с. 281–298; [17], с. 104–115. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать определение алгебраической поверхности второго порядка. 

2. Виды поверхностей второго порядка (17 простейших видов), их 

уравнения и изображения. 

3. Суть метода сечений для исследования формы поверхностей второго 

порядка. 

 
Теоретический материал 

Алгебраической поверхностью второго порядка называется геометри-

ческое место точек плоскости, которое в какой-либо аффинной системе коор-

динат         может быть задано уравнением вида 
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Таблица 5 – Виды поверхностей второго порядка 

 
Название  

поверхности 

Уравнение  

поверхности 
Изображение поверхности 

1 Эллипсоид   

  
 

  

  
 

  

  
    

        

 

2 Мнимый  

эллипсоид 
  

  
 

  

  
 

  

  
     

        
 

 

3 Однополостный 

гиперболоид 
  

  
 

  

  
 

  

  
    

        

 
4 Двуполостный 

гиперболоид 
  

  
 

  

  
 

  

  
     

        

 
5 Эллиптический 

параболоид 
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Название  

поверхности 

Уравнение  

поверхности 
Изображение поверхности 

6 Гиперболиче-

ский  

параболоид 

  

 
 

  

 
     

        

 
7 Конус   

  
 

  

  
 

  

  
    

        

 
8 Мнимый  

конус 

  

  
 

  

  
 

  

  
    

        

 

9 Эллиптический 

цилиндр 
  

  
 

  

  
    

      

 
10 Мнимый  

эллиптический 

цилиндр 
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Название  

поверхности 

Уравнение  

поверхности 
Изображение поверхности 

11 Гиперболиче-

ский цилиндр 

  

  
 

  

  
    

      

 
12 Параболиче-

ский цилиндр 

        
    

 
13 Пара пересека-

ющихся плос-

костей 

  

  
 

  

  
    

      

 
14 Пара мнимых 

пересекающих-

ся плоскостей 

  

  
 

  

  
    

      

 

15 Пара  

параллельных  

плоскостей 

       
    

 
16 Пара мнимых 

параллельных 

плоскостей 
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Название  

поверхности 

Уравнение  

поверхности 
Изображение поверхности 

17 Пара  

совпавших 

плоскостей 

       
    

 
 

Образцы решения задач 
Задача 1. Привести уравнение поверхности             к канони-

ческому виду. Определить вид поверхности и построить ее методом сечений. 

Решение. 1. Приводим уравнение поверхности к каноническому виду 

  

 

  

 
  

 

 

     

2. Записываем уравнения секущих плоскостей и уравнения кривых в се-

чениях. Главные сечения представляют собой пару мнимых пересекающихся 

прямых и две параболы:  

{
    

         
            {

    

   
 

 
  

                    {
    

   
 

 
  

. 

Сечения плоскостями, параллельными    , представляют собой эллипсы: 

{

    

  

 

 

 
  

 

 

    

Выберем h = 2, тогда уравнения примут вид 

{
    

         
 

3. Название поверхности – эллиптический параболоид. 

4. Строим поверхность. Для этого строим каждую кривую в соответ-

ствующем сечении. 
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Задача 2. Привести уравнение поверхности                 

к каноническому виду. Определить вид поверхности и построить еѐ методом 

сечений. 

Решение. 1. Приводим уравнение поверхности к каноническому виду. 

Для этого группируем члены с одинаковыми переменными 

   (     )          
Выделяем полный квадрат относительно   и делим обе части на  4.  

   (   )         
  

 
 

(   ) 

 
 

 

 

 

     

Это поверхность вращения с центром, смещѐнным в точку  (     )  
2. Записываем уравнения секущих плоскостей и кривых в сечениях. 

Главные сечения представляют собой две гиперболы и мнимую окружность: 

{
   

(   ) 

 
 

  

 
    

     {
   

  

 
 

  

 
    

     {
   

   (   )     
 

Сечения плоскостями, параллельными     и находящимися от неѐ на рассто-

янии большем 2, представляют собой окружности 

{
     (   )

   (   )       
 

Пусть h = 3. Тогда система примет вид 

{
     

   (   )    
 

3. Название поверхности – двуполостный гиперболоид. 

4. Строим поверхность. Для этого строим каждую кривую в соответ-

ствующем сечении. 
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Задания для аудиторной работы 
№ 1. Составить уравнение сферы, если известно, что точки   (      ) 

и   (     ) являются концами одного из ее диаметров. 

№ 2. Привести уравнение поверхности к каноническому виду, опреде-

лить вид поверхности и построить ее методом сечений. 

а)                                 ; 

б)                              ; 

в)                             ; 

г)                         ; 

д)                  ; 

ж)              . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Привести уравнение поверхности к каноническому виду, опреде-

лить вид поверхности и построить ее методом сечений. 

а)                             ; 

б)                          ; 

в)                      ; 

г)                  ; 

д)              . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 8 

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [9], с. 120–129, 133–153, 159; [17], с. 16–27. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать определения матрицы, квадратной матрицы и ее порядка, ска-

лярной матрицы, единичной матрицы. 

2. Дать определение равных матриц. 

3. Определение суммы матриц. Свойства сложения матриц. 

4. Определение произведения матрицы на число и его свойства. 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



35 
 

5. Определение умножения матриц и его свойства. 

6. Транспонирование матриц и его свойства. 

7. Свойства определителей. 

8. Теорема о разложении определителя по элементам строки (столбца). 

9. Определитель произведения матриц. 

10. Обратная матрица (определение, основные теоремы). 

11. Нахождение обратной матрицы с помощью присоединенной. 

 
Теоретический материал 

Матрицей размера     называется прямоугольная таблица, состав-

ленная из     элементов (  строк,   столбцов). Если все элементы матри-

цы – числа, то матрица называется числовой. 

Если    , т. е. число строк матрицы равно числу ее столбцов, то мат-

рица называется квадратной, а число строк (столбцов) – ее порядком. 

Матрица, у которой по главной диагонали стоят числа (не все равны 

нулю), а все остальные элементы нули, называется диагональной. Она имеет 

вид 

(

 
 

       
       
       
     
       )

 
 

. 

Диагональная матрица, у которой все элементы по главной диагонали 

равны, называется скалярной. Если у скалярной матрицы все диагональные 

элементы равны 1, то она называется единичной и имеет вид 

(

    
    
    
    

,. 

Если все элементы матрицы равны нулю, то она называется нулевой. 

Две матрицы равны, если они одного размера и имеют одинаковые со-

ответствующие элементы, т.е. 

  (   )   
   (   )   

                . 

Суммой двух матриц   (   )   
 и   (   )   

  одинакового раз-

мера называется матрица   (   )   
   того же размера, элементы которой 

находятся по формуле                 . Обозначают      . 

Произведением матрицы   (   )   
 на число   называется матрица  

     (    )   
, получающаяся из матрицы   умножением всех ее эле-

ментов на число  . Эл
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Пусть даны матрицы   (   )   
   (   )   

, причем число столб-

цов первой матрицы равно числу строк второй. Произведением матриц   и 

  называется матрица   (   )   
, элементы которой находятся по формуле  

    ∑        
 
   . 

Обозначается      . 

Видео, поясняющее правило нахождения произведения матриц, можно 

посмотреть, воспользовавшись QR-кодом 

 
Операция транспонирование матрицы состоит в том, что строки мат-

рицы записываются столбцами в порядке их следования. Обозначается   . 

Свойства определителей. 

1. Транспонирование определителя не меняет его величины. 

2. Если в определителе есть нулевая строка (столбец), то он равен нулю. 

3. Если в определителе поменять местами две строки (столбца), то ве-

личина определителя останется той же, а знак изменится на противополож-

ный. 

4. Если в определителе элементы одной строки (столбца) имеют общий 

множитель, то его можно вынести за определитель. 

5. Если в определителе есть две равные строки (столбца), то он равен 

нулю. 

6. Если в определителе две строки (столбца) пропорциональны, то он 

равен нулю. 

7. Если в определителе какая-либо строка (например,   ая строка) есть 

сумма двух векторов А и В, то такой определитель равен сумме определите-

лей, у которых все строки, кроме   ой, совпадают со строками исходного 

определителя, а   ая строка первого слагаемого равна первому вектору А, 

  ая строка второго слагаемого – второму вектору В. 

8. Если в определителе умножить (мысленно)   ую строку на число и 

прибавить к   ой строке, то величина полученного определителя будет сов-

падать с величиной исходного определителя. 

9. Если все элементы ниже (выше) главной диагонали определителя ну-

ли, то такой определитель равен произведению элементов, стоящих на глав-

ной диагонали. Если все элементы ниже (выше) побочной диагонали опреде-

лителя нули, то такой определитель равен произведению элементов, стоящих 

на главной диагонали, умноженных на (  )
 (   )

 . 
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Теорема 1. Определитель матрицы равен сумме произведений элемен-

тов какой-нибудь его строки (столбца) на их алгебраические дополнения, т. е. 
| |                        .    (1) 

Теорема 2 (об определителе произведения матриц). Определитель 

произведения двух квадратных матриц равен произведению определителей 

сомножителей, т.е. |   |  | |  | |. 
Если      , то матрица   называется левой обратной для матрицы 

 , а   называется правой обратной для матрицы  .  

Квадратная матрица   такая, что ее определитель равен 0, называется 

вырожденной. 

Теорема 3. Для любой невырожденной матрицы А существует правая 

обратная матрица В и притом единственная. Кроме того, для всякой невыро-

жденной матрицы А левая обратная совпадает с правой обратной. 

Теорема 4. Для всякой невырожденной матрицы существует един-

ственная обратная ей матрица. 

Обозначается обратная матрица    . 

Теорема 5. Вырожденная матрица обратной не имеет. 

Найти обратную для матрицы А матрицу можно через алгебраические 

дополнения по формуле 

                                                                      
 

| |
                                                      ( ) 

где    – это присоединенная матрица, которая получается путем транспони-

рования матрицы, элементы которой есть алгебраические дополнения соот-

ветствующих элементов матрицы А, т.е. 

   (

          

          

    
          

,  

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Даны две матрицы А и В. Найти: а) 3А + 2В; б) АВ; если 

  (
   
   
    

+,   (
   
    
   

+. 

Решение. а) По определениям операций умножения матрицы на число 

и сложения матриц имеем 

        (
   
   
    

+    (
   
    
   

+   

 (
   
   
    

+  (
   
    
   

+  (
    
    
   

+  

б) По определению операции умножения матриц имеем  
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    (
   
   
    

+  (
   
    
   

+   

 (
                 (  )                
                 (  )                
                   (  )                 

)   

 (
     
     
     

+  

Задача 2. Найти определитель матрицы А, разложив его по элементам 

строки (столбца). 

  (

     
     
    
    

,  

Решение. Воспользуемся формулой (1) для нахождения определителя. 

Наиболее «выгодные» для разложения строки (столбцы) – те, которые содер-

жат нулевые элементы, поскольку в этом случае соответствующие слагаемые 

в разложении (1) будут нулевые. В данном случае, это первая и четвертая 

строки или второй и четвертый столбцы. Выберем, например, для разложения 

первую строку. Для нее равенство (1) примет вид 

                                  | |                                                            ( ) 
Вычислим алгебраические дополнения. 

    (  )    (
    
   
   

+                  (  )   

 (    (  )             )         (      )       

    (  )    (
    
   
   

+   (                (  )   

 (    (  )             ))   (      (      ))      

    (  )    (
    
   
   

+                  (  )   

 (    (  )             )        (       )      

    (  )    (
   
   
   

+   (                   

 (                 ))   (       (      ))      
Подставляя найденные значения в формулу (3), находим 

| |    (   )    (  )         (  )       
Задача 3. Найти определитель матрицы, используя элементарные преоб-

разования строк (столбцов) и разложение его по элементам строки (столбца). 
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(

 
 

      
       
     
     
      )

 
 
  

Решение. Способ вычисления определителя матрицы с использованием 

элементарных преобразований строк (столбцов) и разложение его по элементам 

строки (столбца) (по-другому говорят вычисление определителя понижением 

порядка) приводит к нахождению определителя более низкого порядка. Он ос-

нован на свойстве 8 определителя. Суть его сводится к выполнению элементар-

ных преобразований над строками (столбцами) определителя, в результате ко-

торых делаются нулями все элементы в выбранной строке (столбце), кроме раз-

решающего. Далее, применяя формулу (1), для полученного определителя, по-

лучаем, что он равен произведению разрешающего элемента на его алгебраиче-

ское дополнение (поскольку все остальные слагаемые в разложении (1) нули). 

Этот метод при необходимости можно применять несколько раз, до тех пор, по-

ка не получится определитель третьего или второго порядка.  

Учитывая, что в матрице   данного примера есть нулевые элементы, в 

качестве разрешающего выберем, например, элемент    . С его помощью 

«сделаем нули» в пятом столбце. В четвертой строки элемент      , поэто-

му для нее никакие преобразования не производятся. Для обнуления элемен-

тов    ,    ,     вычтем (прибавим, вычтем) пятую строку соответственно из 

третьей (второй, первой). Далее, применяя равенство (1), приходим к опреде-

лителю четвертого порядка, для которого проделываем аналогичные преобра-

зования, взяв в качестве разрешающего элемента    . Таким образом, имеем 

| |  |
|

      
       
     
     
      

|
|  |

|

       
     
       
     
      

|
|   

   (  )    |

      
    
      
    

|  |

    
    
    
    

|   

   (  )    |
   
   
   

|                     

 (                 )          (        )       
Задача 4. Для матрицы А найти обратную с помощью присоединенной 

матрицы. 

  (
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Решение. Для того чтобы найти обратную матрицу для матрицы А, 
можно воспользоваться формулой (2). 

В нашем случае эта формула имеет вид 

    
 

| |
 (

         

         

         

+  

где     – алгебраическое дополнение элемента    . 

Вычислим определитель матрицы, данной в условии задачи. 

| |  |
   
   
    

|                  (  )      (  )   

                     . 
Вычислим алгебраические дополнения всех элементов данной матрицы. 

    |
  
  

|            ,  

     |
  
   

|   (      (  ))    , 

    |
  
   

|        (  )   , 

     |
  
  

|   (       )   , 

    |
  
   

|        (  )   , 

     |
  
   

|   (      (  ))    , 

    |
  
  

|           , 

     |
  
  

|   (       )   , 

    |
  
  

|            . 

Подставляя найденные числовые значения в формулу для нахождения 
обратной матрицы, получим 

     
 

 
 (

    
    
     

+  

(

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 )

 
 
 
  

 

Задания для аудиторной работы 
№ 1. Найти сумму матриц  

  (

     
     
    
     

, и   (

     
      
     
     

,. 
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№ 2. Найти матрицу          , если 

  (
    
    
    

+,   (
    
    
   

+,   (
    
    
   

+. 

№ 3. Транспонируйте матрицы  

  (

     
     
    
     

, и   (

     
      
     
     

,. 

№ 4. Найти произведение матриц. 

а)   (
    
    
    

+,   (
    
    
   

+; 

б)   (

    
   
    
    

,,   (
  
  
  

+; 

в)   

(

 
 

  
   
  
  
   )

 
 

,   .
    
     

/. 

№ 5. Найти определитель, разложив его по элементам строки (столбца). 

а) |
    
   
    

|; б) |

     
    
      
     

|. 

№ 6. Найти определитель матрицы, используя элементарные преобразо-

вания строк (столбцов) и разложение его по элементам строки (столбца). 

a) (
    
   
    

+; б) (

     
    
    
       

,; в) 

(

 
 

      
     
      
      
      )

 
 

. 

№ 7. Найти обратные матрицы для матриц из № 6 с помощью присоеди-

ненной матрицы. 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Найти сумму матриц 

  (

     
     
    
    

, и   (

     
      
     
       

,. 
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№ 2. Найти матрицу 2       , если 

  (
   
    
     

+,   (
    
    
    

+,   (
     
   
   

+. 

№ 3. Транспонируйте матрицы 

  (

     
     
      
    

, и   (

      
     
      
      

,. 

№ 4. Найти произведения    и    матриц   и  , если они существуют. 

а)   (
     
    
    

+,   (
    
    
   

+; 

б)   (
     
     
     

+,   (

  
  
   
  

,; 

в)   (
    
    
   

+,   

(

 
 

    
    
   
    
   )

 
 

. 

№ 5. Найти определитель, разложив его по элементам строки (столбца). 

а) |
    
   
    

|; б) |

     
     
      
    

|. 

№ 6. Найти определитель матрицы, используя элементарные преобразо-
вания строк (столбцов) и разложение его по элементам строки (столбца). 

a) (
   
   
    

+; б) (

     
     
    
      

,; в) 

(

 
 

      
      
      
      
       )

 
 

. 

№ 7. Найти обратные матрицы для матриц из № 6 с помощью присоеди-
ненной матрицы. 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 
выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

     
Для заданий № 1-4    Для заданий № 5-7 
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Практическое занятие № 9 

МАТРИЧНЫЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ  

ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. ФОРМУЛЫ КРАМЕРА 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [9], с. 160–162; [17], с. 29–30, 32–34. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Дать определения линейного уравнения и его решения. 

2. Дать определения системы линейных уравнений и ее решения. 

3. Определения совместных и несовместных систем линейных уравне-

ний, определенных и неопределенных систем линейных уравнений. 

4. Определение равносильных систем линейных уравнений. 

5. Матричное представление систем линейных уравнений. 

6. Решение систем линейных уравнений матричным способом. 

7. Главный и вспомогательные определители систем линейных уравнений. 

8. Формулы Крамера. 

 
Теоретический материал 

Линейным уравнением называется уравнение вида 

                  , 

    – свободный член,     ,       – коэффициенты уравнения,   ,  

     , – неизвестные. 

Решением линейного уравнения называется n-ка чисел (          ) 

такая, что подстановка чисел   ,      , вместо    в уравнение дает верное 

числовое равенство, т. е. 

                  . 

Системой линейных уравнений (СЛУ) называется система вида 

{

                       
                       

 
                       

   (1) 

Решением СЛУ называется n-ка чисел (          ), которая является 

решением каждого уравнения системы (1) или, другими словами, такая, что 

подстановка чисел   ,      , вместо    в каждое уравнение системы (1) об-

ращает его в верное числовое равенство. 

СЛУ может иметь 1) бесконечно много решений; 2) единственное ре-

шение; 3) не иметь решений. 

СЛУ называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, в 

противном случае она называется несовместной. 

СЛУ, имеющая единственное решение, называется определенной; име-

ющая бесконечно много решений – неопределенной. 
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Две системы линейных уравнений называются равносильными, если у 

них одно и то же множество решений. 

Пусть     в системе линейных уравнений (1). Введем обозначения 

  (

          

          

    
          

,,   (

  

  

 
  

,,   (

  
  

 
  

,. 

Матрицу A называют основной матрицей системы, матрицу, состав-

ленную из элементов матрицы A и столбца свободных членов B, т. е. матрицу 

(

            
            

     
            

,  

называют расширенной матрицей системы. 

С учетом введенных обозначений, систему (1) можно записать в мат-

ричном виде  

    . 

Если матрица   невырожденная, т. е. ее определитель не равен 0, то ее 

можно решать с помощью обратной матрицы. Умножим обе части уравнения 

на матрицу    , обратную матрице  , т. е. 

    (  )        
По свойству ассоциативности умножения матриц имеем 

(    )          
          
      .     (2) 

Таким образом, чтобы найти решение системы   надо найти обратную 

матрицу    , а затем найти произведение ее и матрицы  . 

Правило Крамера применяется, если число уравнений СЛУ равно чис-

лу неизвестных. Если определитель   основной матрицы системы линейных 

уравнений (главный определитель) не равен нулю, то система имеет един-

ственное решение, которое находится по формулам Крамера 

   
  

 
    

  

 
      

  

 
    (3) 

где   ,      , – это вспомогательный определитель, который получается из 

определителя   путем замены k-ого столбца на столбец   свободных членов. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Решить систему линейных уравнений а) по формулам Кра-

мера и б) матричным способом. 

{
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Решение. Для решения данной системы линейных уравнений матрич-

ным способом воспользуемся формулой (2). Для данной системы 

  (
    
    
    

+,   (
 
 
 
+,   (

 
 
 
). 

а) Найдем решение системы по формулам (3) Крамера. Найдем главный 

определитель  

  | |  |
    
    
    

|      (  )    (  )        (  )   

 (    (  )      (  )    (  )   )           

 (        )   . 

Вычислим вспомогательные определители. 

   |
    
    
    

|      (  )    (  )        (  )   

 (           (  )      (  ))           

 (      )      

   |
    
    
    

|      (  )    (  )        (  )   

 (           (  )      (  ))            

 (        )      

   |
   
   
   

|                     

 (                 )        (       )       

  
  

 
      

  

 
      

  

 
      

Таким образом, *(         )+ – решение данной системы линейных 

уравнений. 

б) Для нахождения обратной матрицы воспользуемся формулой (2) за-

нятия № 8, которая для нашего примера принимает вид 

    
 

| |
 (

         

         

         

+  

Поскольку определитель матрицы A отличен от нуля (| |   ), для нее 

существует обратная матрица, а соответствующая система имеет единствен-

ное решение. 

Найдем алгебраические дополнения. 

    |
   
   

|         ,      |
   
   

|   (      )   , 
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    |
  
  

|         ,      |
   
   

|   (    )   , 

    |
   
   

|        ,      |
  
  

|   (   )   , 

    |
   
   

|         ,      |
   
   

|   (    )    , 

    |
  
  

|        . 

Тогда обратная матрица  

    (
     
    
     

+  

По формуле (2) получаем 

       (
     
    
     

+  (
 
 
 
+  (

      
     

       
+  (

  
  
   

+  

Итак, *(         )+ – решение данной системы линейных уравнений. 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Решить системы линейных уравнений матричным способом. Ука-
зание. При решении воспользуйтесь результатами задания № 7 для аудитор-
ной работы практического занятия 8. 

a) {

           
                
          

 б) {

            
                     
                
               

;  

в) 

{
 
 

 
 

              
                      
                       
                
                        

  

№ 2. Решить системы уравнений по формулам Крамера. 

а) {
        
         

 б) {
        
        

 в) {
        
       

   

г) {

           
          
          

 д) {

           
         
          

 ж) {

          
         

            
 

е) {
(   )         

   (   )      
 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Решить системы линейных уравнений матричным способом. Ука-
зание. При решении воспользуйтесь результатами задания № 7 для самосто-
ятельного выполнения практического занятия 8. 
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a) {

         
          
          

 б) {

            
              
                
                      

;  

в) 

{
 
 

 
 

              
                
                
                      
                

  

№ 2. Решить системы уравнений по формулам Крамера. 

а) {
         
         

 б) {
        
        

 в) {
        
        

  

г) {

          
          

            
 д) {

          
           
           

 ж) {

          
          
          

 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 
выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
Практическое занятие № 10 

МЕТОД ГАУССА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [9], с. 48–62; [17], с. 34–37. 
 

Вопросы для подготовки к занятию 
1. Перечислить элементарные преобразования уравнений системы ли-

нейных уравнений. 
2. Определение нулевого уравнения. 
3. Определение противоречивого уравнения. 
4. Леммы о решениях линейных уравнений и систем линейных уравнений. 
5. Суть метода Гаусса. 

 
Теоретический материал 

Элементарные преобразования уравнений состоят в следующем: 
1) любое уравнение системы можно умножить на любое, отличное от 

нуля число; 
2) любое уравнение системы можно прибавить к любому другому урав-

нению системы. 
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Теорема 1. Элементарные преобразования уравнений системы линей-

ных уравнений приводят к системе равносильной исходной. 

Нулевым уравнением называется уравнение вида 

                  . 

Его решением является множество n-ок действительных чисел. 

Противоречивым уравнением называется уравнение вида 

                  ,    . 

Леммы 1-4 содержат свойства решений линейных уравнений, использо-

вание которых упрощает решение систем линейных уравнений. 

Лемма 1. Линейное уравнение  

                     (1) 

удовлетворяется любой n-кой чисел тогда и только тогда, когда оно нулевое. 

Лемма 2. Линейное уравнение (1) не удовлетворяется ни одной n-кой 

чисел тогда и только тогда, когда оно противоречивое. 

Лемма 3. Если из системы линейных уравнений удалить нулевое урав-

нение, то получится система равносильная исходной. 

Лемма 4. Если в системе линейных уравнений есть противоречивое 

уравнение, то она несовместна. 

Метод Гаусса решения систем линейных уравнений основан на выполне-

нии элементарных преобразований над уравнениями системы и теореме 1. Це-

лью этих преобразований является получение системы, в каждом уравнении ко-

торой остается ненулевой коэффициент только при одном неизвестном, причем 

это неизвестное входит в остальные уравнения с нулевыми коэффициентами. На 

практике принято записывать систему матрицей коэффициентов, отделяя от них 

столбец свободных членов вертикальной чертой. На первом шаге выбирается 

разрешающий элемент (он всегда отличен от нуля!), исходя из следующих сооб-

ражений. Он должен быть мал (например, единица) и в столбце, в котором бу-

дут обнулять коэффициенты, желательно присутствие нулей. Однако, эти усло-

вия необязательны и ими руководствуются только для упрощения вычислений. 

После выполнения преобразований на первом шаге выбирается следующий раз-

решающий элемент, при этом в рассмотрении не участвуют элементы из строки 

и столбца, на пересечении которых находился первый разрешающий элемент. 

Процесс продолжается до тех пор, пока в каждой строке и столбце не останется 

по одному ненулевому элементу. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

{

        
           
          

 

Решение. Запишем систему в виде матрицы и применим метод Жордана-

Гаусса для исключения переменных. Выберем в качестве разрешающего эле-

мента      .  
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(
    
    
    

|
 
 
 
+  

Для того чтобы получить с его помощью нули в первом столбце умно-

жим первую строку матрицы сначала на 8 и вычтем из второй строки (резуль-

тат вычислений запишем во вторую строку), а затем умножим на 4 первую 

строку и вычтем из третьей строки (результат вычислений запишем в третью 

строку). В результате получим следующую систему, равносильную исходной 

(по теореме 1).  

(
    
    
    

|
 
  
  

+  

На втором шаге выбирать разрешающий элемент можно только во вто-

рой и третьей строке и втором и третьем столбце, т. е. из элементов    ,    , 

   ,    . Возьмем в качестве разрешающего элемент      . (Разрешающие 

элементы для удобство выделяем полужирным шрифтом, в тетради их можно 

обводить кругом). Для того, чтобы обнулить элементы в третьем столбце, 

умножим третью строку на 2 и вычтем из второй, затем прибавим третью 

строку к первой. Результаты этих действий записываются во второй и первой 

строках соответственно. В итоге получаем следующую, равносильную 

предыдущей, систему.  

(
    
   
    

|
 
  
  

+  

 

На последнем, третьем шаге, для выбора разрешающего элемента оста-

ется только элемент      . Для обнуления элементов во втором столбце 

вторую строку умножаем на 2 и прибавляем к первой, затем вторую строку 

умножаем на 3 и прибавляем к третьей. Результаты вычислений записываем 

соответственно в первую и третью строки. Окончательно получаем систему 

(
   
   
   

|
  
  
   

+, 

которую можно записать в виде 

{
     
     
      

 

Таким образом, *(         )+ – решение исходной системы линейных 

уравнений. 

Замечание. На практике описание элементарных преобразований в ре-

шении не приводится, а само оформление решения может быть таким. 

(
    
    
    

|
 
 
 
+ (

    
    
    

|
 
  
  

+ (
    
   
    

|
 
  
  

+ (
   
   
   

|
  
  
   

+  

8 

 

4 

 

2 

+ 
 

2 

+ 

3 

+ 
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Задача 2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

{

                 
                      

                     
 

Решение. Запишем систему в виде матрицы и применим метод Жордана-

Гаусса для исключения переменных. 

(
        
       
        

|
  
  
  
+ (

        
       
       

|
  
  
  
+  

 

.
        
       

|
  
  
/ .

       
       

|
  
  
/. 

Получаем систему 

{
               

         
 

Считая для нее свободными неизвестными   ,   ,   , получаем 

{
              

       
 

Пусть      ,      ,       . Запишем общее решение 
*(                       )           +. 

Задача 3. Решить систему линейных однородных уравнений 

{

                  
                        

              
           

 

Решение. Находим ранг матрицы системы: 

(

      
    
       
    

,  (

      
    
    
    

,  (

      
    
    
    

, . 

Из последней матрицы ясно, что ранг равен количеству ненулевых строк, т. е. 

2. Так как число неизвестных больше ранга матрицы, то исходная система 

имеет фундаментальный набор, состоящий из двух решений. Из последней 

матрицы можно записать выражение главных переменных через свободные, 

т. е. 

{
           
            

 

Пусть      ,      . Запишем общее решение 

*(                      )        +. 
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Задания для аудиторной работы 
№ 1. Решить системы линейных уравнений методом Гаусса. 

a) {

                   
                     
                   
                 

 б) {

                     
                            

                   
                    

; 

в) {

                  
                          

                 
                 

; г) {

                   
                             
                  
                 

 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Решить системы линейных уравнений методом Гаусса. 

a) {

                    
                        
                      
                    

 б) {

                     
                     

                
                         

 

в) 

{
 
 

 
 

                                          
                                      
                                         

                                           
                                            
                               

 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 11 

НАХОЖДЕНИЕ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ МЕТОДОМ ГАУССА 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [9], с. 131–133; [16], с. 66–68. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Определение обратной матрицы. 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



52 
 

2. Определение невырожденной матрицы. 

3. Условие существования обратной матрицы. 

4. Нахождение обратной матрицы из матричного уравнения. 

5. Применение метода Гаусса для нахождения обратной матрицы. 

 
Теоретический материал 

Если для матрицы   существует такая матрица    , что выполняются 

равенства 

                                                                                                                     ( ) 
то матрица     называется обратной для матрицы  . 

Квадратная матрица  , определитель которой отличен от нуля, называ-

ется невырожденной. 

Теорема 1 (условие существования обратной матрицы). Для всякой 

невырожденной матрицы существует единственная обратная ей матрица. 

Пусть дана невырожденная матрица  . Составим матричное уравнение 

          (2) 

Поскольку его решение      , для того чтобы найти обратную мат-

рицу, достаточно решить матричное уравнение (2), которое представляет со-

бой пакет систем линейных уравнений. Эти системы можно решать методом 

Гаусса, причем все преобразования выполняются одновременно над всеми 

уравнениями, входящим в пакет систем. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Найти обратную матрицу для данной матрицы с помощью 

метода Гаусса. 

  (
    
    
   

+. 

Решение. Для нахождения обратной матрицы методом Гаусса решаем 

пакет систем линейных уравнений (2) с общей основной матрицей из условия 

задачи. Решение оформляем в матричном виде. 

(
     
     
    

|
    
    
    

+ (
      
     
    

|
     
    
    

+   

 (
     
     
    

|
     
     
    

+ (
     
    
    

|
     
     
      

+    

 

(

 
     
    
    

|
|

  
 

  

  

  

 

  

 
 

  
 

 

  

 

  

 
 

  
 

 

  

 

  )
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 Таким образом, А
–1

 = 

(

 
     
    
    

|
|

  
 

  

  

  

 

  

 
 

  
 

 

  

 

  

 
 

  
 

 

  

 

  )

 
 

. 

 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Найти обратную матрицу для данной матрицы с помощью метода 

Гаусса. 

а) (
    
    
    

+; б) (

      
      
    
      

,; в) 

(

 
 

       
      
      
      
       )

 
 

. 

Задания для самостоятельного выполнения. 
№ 1. Найти обратную матрицу для данной матрицы с помощью метода 

Гаусса и выполнить проверку полученного результата. 

а) (
    
    
    

+; б) (

      
      
     
      

,; в) 

(

 
 

       
        
      
      
       )

 
 

. 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

 

Практическое занятие № 12 

ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ И ЛИНЕЙНАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ 

ВЕКТОРОВ, БАЗИС И РАЗМЕРНОСТЬ ЛИНЕЙНОГО  

ПРОСТРАНСТВА. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА. РАНГ МАТРИЦЫ И 

ЕГО ВЫЧИСЛЕНИЕ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [1], с. 7–20; [9], с. 78–99. 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



54 
 

Вопросы для подготовки к занятию 
1. Определение арифметического вектора. 

2. Определения операций сложения векторов и умножения вектора на 

число и их свойства. 

3. Определение линейной комбинации векторов. 

4. Определения линейно зависимой и линейно независимой системы 

векторов. 

5. Определение базиса системы векторов. 

6. Определение эквивалентных систем векторов. Теоремы о эквива-

лентности систем векторов. 

7. Определение базиса арифметического векторного пространства. 

Пример базиса. 

8. Основная теорема о линейной зависимости системы векторов. 

9. Координаты вектора. Теорема о разложении вектора по базису. 

10.  Ранг системы векторов. 

11.  Определение ступенчатой системы векторов. 

12.  Элементарные преобразования векторов. Теорема об элементарных 

преобразованиях системы векторов. 

13.  Вертикальный и горизонтальный ранги матрицы и связь между ними. 

14.  Определение ранга матрицы. 

15.  Элементарные преобразования матрицы и их свойства. 

 
Теоретический материал 

Арифметическим вектором называется любая упорядоченная -ка чи-

сел (          ),     ,      . 

Числа            называются компонентами вектора. Их число опре-

деляет размерность вектора. 

Два вектора одной размерности называются равными, если равны их 

соответствующие компоненты, т.е. 

 ⃗   ⃗⃗      (  )(     )  
Для арифметических векторов операции сложения векторов и умноже-

ния вектора на число вводятся так же, как и в случае линейного векторного 

пространства, и обладают теми же свойствами (см. занятие № 1). 

Система векторов называется линейно зависимой, если существует ее 

нетривиальная линейная комбинация равная нуль-вектору (хотя бы один ко-

эффициент в линейной комбинации не равен 0). Система векторов называется 

линейно независимой, если любая ее линейная комбинация, равная нуль-

вектору, имеет только нулевые коэффициенты. 

Максимальная линейно независимая подсистема системы векторов 

называется базисом этой системы векторов. 

Максимальность определяется по числу векторов, т. е. добавление хотя 

бы одного вектора к этой подсистеме делает ее линейно зависимой. 
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Система векторов (1) линейно выражается через систему векторов (2), 

если каждый вектор системы (1) есть линейная комбинация векторов системы (2). 

Если система векторов (1) линейно выражается через систему векторов 

(2) и наоборот система векторов (2) линейно выражается через систему век-

торов (1), то такие системы называются эквивалентными. 

Теорема 1. Любая система векторов эквивалентна своему базису. 

Следствие 1. Базисы одной и той же системы векторов эквивалентны 

между собой. 

Следствие 2. Базисы эквивалентных систем векторов эквивалентны. 

Базисом арифметического векторного пространства называется та-

кая линейно независимая система векторов, что любой вектор пространства 

линейно выражается через эту систему. 

Теорема 2 (основная теорема о линейной зависимости системы век-

торов). Система векторов, линейно выражающаяся через другую систему 

векторов и имеющая большее количество векторов, линейно зависима. 

Теорема 3. Вектор системы векторов выражается через базис един-

ственным образом. 

Коэффициенты разложения вектора по базису называются координа-

тами вектора. 

Число векторов в базисе системы векторов называется рангом этой си-

стемы. 

Система векторов   ⃗⃗ ⃗⃗ ,   
⃗⃗⃗⃗⃗, …,   

⃗⃗⃗⃗⃗ называется ступенчатой, если матри-

ца, составленная из координат этих векторов (записаны по строкам), имеет 

ступенчатый вид, т. е. 

(

              
            

      
          

,. 

Теорема 4. Ранг ступенчатой системы векторов равен числу векторов 

этой системы. 

К элементарным преобразованиям векторов относятся: 

1. Умножение вектора на число, отличное от нуля. 

2. Прибавление одного вектора к другому. 

Теорема 5. Элементарные преобразования векторов системы не изме-

няют ранга этой системы. 

В матрице 

  (

          

          

    
          

,  

будем рассматривать систему строк, как систему горизонтальных векторов 

  ,   , …,   , и систему столбцов, как систему вертикальных векторов   , 

  , …,   . 
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Теорема 6. Элементарные преобразования строк (столбцов) матрицы не 

изменяют оба ее ранга (ранг системы вертикальных векторов и ранг системы 

горизонтальных векторов). 

Теорема 7. Ранг системы вертикальных векторов равен рангу системы 

горизонтальных векторов в любой матрице. 

Ранг системы вертикальных (горизонтальных) векторов матрицы назы-

вается рангом матрицы. 

Для того чтобы найти ранг матрицы требуется с помощью элементар-

ных преобразований привести ее к ступенчатому виду. Из рассмотрения ис-

ключаются нулевые строки. Количество ненулевых строк в получившейся 

матрице и есть ее ранг. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Найти линейную комбинацию   ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗ системы векто-

ров   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ). 
Решение. Воспользуемся определениями сложения векторов и умноже-

ния вектора на число. 

  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗ =   (       )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (     )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗    (      )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   

 (       )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (     )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  (       )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  (           )⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

Задача 2. Установить с помощью элементарных преобразований векто-

ров линейную зависимость или независимость системы векторов   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ). 

Решение. Составим линейную комбинацию данных векторов с произ-

вольными коэффициентами, равную нулевому вектору, т. е. 

   ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗. 

Подставив данные из условия задачи, получим систему линейных однород-

ных уравнений 

{

         
         
          

 

Эта система имеет только нулевое решение 

{
    
    
    

 

Следовательно, нулевому вектору равна только тривиальная комбинация и 

данная система векторов линейно зависимая. 

Задача 3. Вычислить ранг матрицы 

(
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Решение. Выберем в качестве разрешающего элемента для выполнения 

элементарных преобразования элемент       и с его помощью сделаем ну-

ли в первом столбце в остальных строках. В результате получим матрицу 

(

    
       
    
       

,. 

Умножим вторую и четвертую строки на 1 и переставим строки мат-

рицы. 

(

    
    
    
    

,. 

Выберем в качестве разрешающего элемента для выполнения элемен-

тарных преобразования элемент       и с его помощью сделаем нули во 

втором столбце в третьей и четвертой строках. В результате получим матрицу 

(

    
    
      
    

,. 

Выберем в качестве разрешающего элемента для выполнения элемен-

тарных преобразований элемент        и с его помощью обнулим элемент 

   . В результате получим матрицу 

(

    
    
      
      

,. 

Она имеет ступенчатый вид и ее ранг равен 4, значит, и ранг матрицы А 

равен 4. 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Найти указанную линейную комбинацию данной системы векторов. 

а)   ⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗, если   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ); 
б)   ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗, если   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(       ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ). 

№ 2. Проверить является ли система векторов линейно независимой. 

Найти один из ее базисов, вычислить ранг системы. Через построенный базис 

выразить небазисные векторы системы. 

а)   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(       ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(         ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(       ); 

б)   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(         )   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ). 

№ 3. Установить с помощью элементарных преобразований векторов 

линейную зависимость или независимость системы векторов. 
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а)   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ); б)   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(       ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(      ). 

№ 4. Найти ранг матриц с помощью элементарных преобразований. 

а) (

     
     
    
     

,; б) (

     
    
     
    

,. 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. Найти указанную линейную комбинацию данной системы векторов. 

а)   ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗, если   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ); 
б)   ⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗, если   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ). 

№ 2. Проверить является ли система векторов линейно независимой. 

Найти один из ее базисов, вычислить ранг системы. Через построенный базис 

выразить небазисные векторы системы. 

а)   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(         ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(       ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(         ); 

б)   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(       ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(         ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ), 
  ⃗⃗⃗⃗⃗(        )   ⃗⃗⃗⃗⃗(        ). 

№ 3. Установить с помощью элементарных преобразований векторов 

линейную зависимость или независимость системы векторов. 

а)   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      );  
б)   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ). 

№ 4. Найти ранг матриц а) с помощью элементарных преобразований; 

б) путем приведения матрицы к ступенчатому виду. 

а) (

     
      
    
      

,; б) (

      
    
     
    

,. 

№ 5. При каких значениях параметра   ранг матрицы равен 1) 1; 2) 2;  

3) 3? 

(
   
   
   

+  

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 
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Практическое занятие № 13 

ПРОИЗВОЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ. ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА-КАПЕЛЛИ. ОДНОРОДНЫЕ 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. СТРУКТУРА ОБЩЕГО  

РЕШЕНИЯ. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ СИСТЕМА РЕШЕНИЙ.  

НЕОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ,  

СТРУКТУРА ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [1], с. 27–33; [9], с. 99–104, 108–112; [17], с. 30–32, 37. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Понятие основной и расширенной матриц системы линейных урав-

нений (СЛУ). 

2. Критерий совместности СЛУ – теорема Кронекера-Капелли. 

3. Теоремы о свойствах решений системы линейных однородных урав-

нений. 

4. Теорема о базисе системы линейных однородных уравнений, имею-

щей ненулевые решения. 

5. Теоремы о решениях систем неоднородных линейных уравнений и 

соответствующих систем однородных линейных уравнений. 

6. Теорема о структуре общего решения СЛУ. 

 
Теоретический материал 

Теорема 1 (критерий совместности СЛУ, теорема Кронекера-

Капелли). СЛУ совместна тогда и только тогда, когда ранг ее основной мат-

рицы равен рангу расширенной. 

Линейным однородным уравнением называется уравнение вида 

                  , 

т. е. линейное уравнение, у которого свободный член равен нулю. 

Системой линейных однородных уравнений (СЛОУ) называется си-

стема вида 

{

                      
                      

 
                      

 

Теорема 2. СЛОУ всегда совместна. 

Теорема 3. Если в СЛОУ число уравнений меньше, чем число неиз-

вестных, то такая система имеет бесконечно много решений. 

Теорема 4. Всякая СЛОУ имеет ненулевые решения тогда и только то-

гда, когда ранг ее основной матрицы меньше числа неизвестных. 

Теорема 5. Всякая линейная комбинация решений СЛОУ есть решение 

этой же СЛОУ. 
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Теорема 6. Если СЛОУ имеет ненулевые решения, то существует базис 

решений, состоящий из     решений, где   – число неизвестных,   – ранг 

основной матрицы системы. 

Базис всех решений СЛОУ называется ее фундаментальной системой 

решений. 

Наряду с системой линейных уравнений  

{

                       
                       

 
                       

   (1) 

будем рассматривать систему однородных линейных уравнений 

{

                      
                      

 
                      

   (2) 

Система (2), которая получается из системы (1) путем замены столбца сво-

бодных членов нулевым столбцом, называется соответствующей системой 

линейных уравнений. 

Теорема 7. Сумма решения системы (1) и решения системы (2) есть 

решение системы (1). 

Теорема 8. Разность двух решений системы (1) есть решение системы 

(2). 

Теорема 9 (о структуре общего решения СЛУ). Все решения системы 

(1) можно получить, как сумму фиксированного решения системы (1) и всех 

решений системы (2). 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. С помощью теоремы Кронекера-Капелли установить сов-

местность или несовместность системы линейных уравнений 

{

             
             
               

 

В случае совместности охарактеризовать множество решений (един-

ственное или бесконечное).  

Решение. Вычисляем ранг основной и расширенной матриц системы 

  (
    
    
    

+ (
    
    
   

+,     ; 

  (
    
     
    

|
  
  
  
+  (

    
     
   

| 
  
 
 
+      . 

Так как ранг основной матрицы равен рангу расширенной матрицы, то 

система совместна. В силу того, что число неизвестных 3, а ранги равны 2, то 
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система имеет бесконечное множество решений при одном свободном неиз-

вестном. 

Задача 2. Найти фундаментальный набор решений системы и записать 

с его помощью ее общее решение. 

{

               
                
                    
                             

 

Решение. Находим ранг матрицы системы. 

(

      
    
       
    

,  (

      
    
       
    

,  (

      
    
    
    

, . 

Из последней матрицы ясно, что ранг равен 2. Так как число неизвестных 

больше ранга матрицы, то исходная система имеет фундаментальный набор, 

состоящий из двух решений. Из последней матрицы можно записать выраже-

ние главных переменных через свободные. 

{
           
            

 

Полагая {
     
     

, затем {
     
     

, получим два частных решения, которые и 

составляют фундаментальный набор решений 

 ⃗  (        ) и  ⃗⃗  (        ). 
Все решения данной системы выражаются через фундаментальный набор по 

формуле  ⃗    ⃗    ⃗⃗, где  ,   – произвольные числа. 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. С помощью теоремы Кронекера-Капелли установить совместность 

или несовместность систем линейных уравнений. В случае совместности ука-

зать количество решений. 

а) {

          
           
          
           

 б) {

         
          
          

 в) {

                 
                 
                         

 

№ 2. Найти фундаментальный набор решений системы и записать с его 

помощью ее общее решение. 

{

                     
                     
                          
                      

 

№ 3. Решить систему линейных уравнений, используя связь ее решений 

с решениями соответствующей системы однородных уравнений. 

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



62 
 

{

                      
                     
                          

                        

 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№ 1. С помощью теоремы Кронекера-Капелли установить совместность 
или несовместность систем линейных уравнений. В случае совместности ука-
зать количество решений. 

а) {

          
         
          

 б) {
        
         
          

 в) {

        
          
          

 

№ 2. Найти фундаментальный набор решений системы и записать с его 
помощью ее общее решение.  

{

                   
                   

                        
                       

 

№ 3. Решить систему линейных уравнений, используя связь ее решений 
с решениями соответствующей системы однородных уравнений. 

{

                   
                   

                         
                        

 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 
выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 14 
ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ  

ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ  
И СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 
 
Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [1], с. 33–40, 50–54. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Определение и свойства линейного оператора. 
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2. Способы задания линейного оператора. 

3. Образ вектора под действием линейного оператора. 

4. Связь между матрицами, задающими линейный оператор в различ-

ных базисах. 

5. Определение собственного вектора и собственного значения линей-

ного оператора. 

6. Характеристическое уравнение матрицы и линейного оператора. 

 
Теоретический материал 

Пусть   – векторное пространство. 

Отображение   пространства   в   называется линейным отображе-

нием или гомоморфизмом, если оно удовлетворяет двум условиям: 

1. (  ⃗  ⃗   ) , ( ⃗   ⃗)   ( ⃗)   ( ⃗)- (свойство аддитивности) 

2. (  ⃗   ) (    ), (  ⃗)    ( ⃗)- (свойство однородности) 

Линейное отображение пространства само в себя называется линейным 

оператором. 

Свойства линейных операторов: 

1. Любой линейный оператор переводит  ⃗⃗ в  ⃗⃗. 

2. (  ), (  ⃗)    ( ⃗)-. 
3. Линейный оператор всякую линейную комбинацию векторов перево-

дит в линейную комбинацию образов этих векторов с теми же коэффициен-

тами. 

4. Любой линейный оператор задается образами базисных векторов 

единственным образом. 

5. Существует единственный линейный оператор, переводящий данный 

базис пространства в заданную систему векторов. 

Матрицей линейного оператора   в базисе   называется матрица, со-

ставленная (по столбцам) из координат образов базисных векторов в этом ба-

зисе, т. е. 

  (

          

          

    
          

,. 

Пусть дан базис   (  ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗) и линейный оператор   с матрицей   в 

этом базисе. В базисе   вектор  ⃗ имеет разложение  ⃗    ,   – столбец ко-

эффициентов этого разложения (координаты вектора в этом базисе). Тогда 

разложение образ вектора  ⃗ по базису   определяется равенством 

 ( ⃗)           (1) 

где     координаты образа вектора  ⃗ по базису  . 

Если   – матрица оператора   в базисе   и   – матрица перехода от ба-

зиса   к базису  , то матрица оператора в базисе   находится по формуле  

        .     (2) 
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Ненулевой вектор  ⃗⃗ называется собственным вектором линейного 

оператора   векторного пространства   над полем  , если его образ пропор-

ционален самому вектору  ⃗⃗, т. е. 

(    ) [ ( ⃗⃗)    ⃗⃗].  

Число   называется собственным значением линейного оператора  , 

а вектор  ⃗⃗ называют собственным вектором, принадлежащим собственному 

значению  . 

Часто линейный оператор задается своей матрицей  , т.е.  

 ( ⃗⃗)     , 

где  ⃗⃗     – разложение вектор  ⃗⃗ в базисе  ,   – столбец коэффициентов 

этого разложения. 

Для собственного вектора  ⃗⃗ получаем 

        

или 

     . 

Ненулевой вектор  ⃗⃗ называется собственным вектором матрицы  , 

если существует такое число    , что   ⃗⃗    ⃗⃗. Число   называется при 

этом собственным значением вектора  ⃗⃗ относительно матрицы  . 

Матрица      называется характеристической матрицей матрицы 

 , многочлен |    | называется характеристическим многочленом, урав-

нение |    |    называется характеристическим уравнением матрицы 

 . 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. В трехмерном векторном пространстве с базисом  

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) линейный оператор   переводит всякий вектор  ⃗ с координа-

тами (        ) в вектор  ( ⃗) с координатами (             ). Найдите 

матрицу данного линейного оператора. 

Решение. Найдем образы базисных векторов. Вектор  (  ⃗⃗⃗⃗ ) имеет коор-

динаты (     ),  (  ⃗⃗ ⃗⃗ ) – (     ),   (  ⃗⃗ ⃗⃗ ) – (      ). Записывая координаты 

образа каждого вектора в столбцы матрицы, получим матрицу линейного 

оператора 

(
   
   
    

+. 

Задача 2. Дана матрица  

(
    
   
    

+ 

линейного оператора   в трехмерном векторном пространстве с базисом 

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти  ( ⃗), если вектор  ⃗ имеет координаты (      ). 
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Решение. По формуле (1) находим  

 ( ⃗)   (
    
   
    

+  (
 
  
 

+     (
  
 
  

+        ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ . 

Задача 3. Даны два базиса   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) и   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗) двумерного век-

торного пространства и матрица    .
   
  

/ линейного оператора   в бази-

се   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти матрицу этого оператора в базисе   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗), если из-

вестно, что   ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ,   ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ . 

Решение. Известно, что если   – матрица оператора   в базисе  

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) и   – матрица перехода от базиса   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) к базису  

  (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗), то матрица оператора в базисе   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗) находится по фор-

муле (2). В нашем случае 

   .
  
    

/,         .
   
  

/. 

Следовательно,  

    .
  
    

/  .
   
  

/  .
   
  

/   .
   
    

/. 

Задача 4. Найти собственные векторы и собственные значения линей-

ного оператора, заданного в некотором базисе матрицей 

  (
   
   
    

+. 

Решение. Из характеристического уравнения 

|
     

     
      

|    

находим собственные значения     ,     ,       матрицы  . Для каж-

дого из собственных значений найдем собственные векторы, решив систему 

линейных однородных уравнений 
(    )    . 

При      получим СЛОУ 

(
    
   
    

+  (

  

  

  

+   (
 
 
 
+. 

Решаем эту систему. 

(
    
   
    

+ (
   
   
    

+ (
   
   
   

+  

Получаем     ,     ,      – любое число. Тогда собственным 

вектором является вектор вида (     ),       * + (собственный вектор обяза-

тельно ненулевой!). 

При      имеем СЛОУ 
Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



66 
 

(
    
    
    

+  (

  

  

  

+   (
 
 
 
+. 

Решаем ее. 

(
    
    
    

+ (
    
    
   

+  

Ее решением будет       ,      ,     , где   – любое число. Сле-

довательно, собственным вектором является вектор вида (      ),       * +. 
При       получим СЛОУ 

(
   
   
   

+  (

  

  

  

+   (
 
 
 
+. 

Решаем ее. 

(
   
   
   

+ (
   
   
   

+  

Решением является       ,    
 

 
  ,     , где   – любое число. 

Значит, собственным вектором будет вектор вида (          ),       * +. 
 

Задания для аудиторной работы 
№ 1. В трехмерном векторном пространстве с базисом   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

линейный оператор   переводит всякий вектор  ⃗ с координатами (        ) в 

вектор  ( ⃗) с координатами (                   ). Найдите матрицу 

данного линейного оператора. 

№ 2. Дана матрица  

(
    
     
     

+ 

линейного оператора   в трехмерном векторном пространстве с базисом 

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти  ( ⃗) , если вектор  ⃗ имеет координаты (      ). 
№ 3. Даны два базиса   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) и   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗) двумерного векторного 

пространства и матрица    .
   
   

/ линейного оператора   в базисе 

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти матрицу этого оператора в базисе   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗), если из-

вестно, что   ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ,    ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ .  

№ 4. Найти собственные векторы и собственные значения линейного 

оператора, заданного в некотором базисе матрицей 

а)   (
   
    
   

+; б)   (
   
   
   

+. 
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Задания для самостоятельного выполнения 
№ 1. В трехмерном векторном пространстве с базисом   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

линейный оператор   переводит всякий вектор  ⃗ с координатами (        ) в 
вектор  ( ⃗) с координатами (                    ). Найдите матрицу 
данного линейного оператора. 

№ 2. Дана матрица  

(
   
    
     

+ 

линейного оператора   в трехмерном векторном пространстве с базисом 

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти  ( ⃗), если вектор  ⃗ имеет координаты (      ). 
№ 3. Даны два базиса   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ) и   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗) двумерного векторного 

пространства и матрица    .
  
   

/ линейного оператора   в базисе 

  (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ). Найти матрицу этого оператора в базисе   (  ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗), если из-

вестно, что   ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ,    ⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ . 
№ 4. Найти собственные векторы и собственные значения линейного 

оператора, заданного в некотором базисе матрицей 

а)   (
   
    
   

+; б)   (
     
     
    

+. 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 
выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 15 

КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 
 
Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [5], с. 267–273; [1], с. 85–96. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Определение квадратичной формы. 
2. Построение матрицы квадратичной формы. 
3. Канонический базис квадратичной формы и приведение квадратич-

ной формы к каноническому виду. 
4. Канонический базис Якоби. 

5. Критерий Сильвестра знакоопределенности квадратичной формы. 
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Теоретический материал 
Квадратичной формой n переменных           называется числовая 

функция вида  

   ∑ ∑        
 
   

 
   . 

Числа     называются коэффициентами квадратичной формы. Квадра-

тичная форма называется действительной или комплексной в зависимости 

от того, являются ли ее коэффициенты действительными или комплексными 

числами. 

Квадратичную форму можно также рассматривать как отображение 

     в некотором базисе, где   –  -мерное векторное пространство. 

Матрицей квадратичной формы называется симметрическая матрица 

порядка  , элементы главной диагонали которой совпадают с коэффициента-

ми при квадратах переменных, а каждый недиагональный элемент равен по-

ловине коэффициента при      в квадратичной форме. 

Рангом квадратичной формы называется ранг ее матрицы. 

Невырожденной называется квадратичная форма, матрица которой яв-

ляется невырожденной. 

Квадратичная форма называется канонической (имеет канонический 

вид), если она имеет вид  

   ∑      
  

   . 

Матрица квадратичной формы в этом случае является диагональной. 

Говорят, что квадратичная форма приводится к каноническому виду, если в 

пространстве   существует базис, в котором ее матрица является диагональ-

ной. Всякую квадратичную форму можно привести к диагональному виду. 

При решении практических задач квадратичную форму приводят к канониче-

скому виду методом Лагранжа, методом Якоби или с помощью ортогональ-

ного преобразования. Канонический вид, к которому приводится данная 

квадратичная форма, не является для нее однозначно определенным. Однако 

все канонические формы, к которым приводится данная квадратичная форма, 

имеют:  

 одно и то же число нулевых коэффициентов;  

 одно и то же число положительных коэффициентов;  

 одно и то же число отрицательных коэффициентов.  

Это важное утверждение выражает закон инерции квадратичных форм.  

Квадратичная форма называется положительно определенной, если 

она приводится к каноническому виду из   положительных квадратов и от-

рицательно определенной, если она приводится к каноническому виду из   

отрицательных квадратов. Положительно и отрицательно определенные 

квадратичные формы называются знакоопределенными. Для ответа на во-

прос о знакоопределенности квадратичной формы можно пользоваться кри-

терием Сильвестра.  
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Критерий Сильвестра. Для того, чтобы квадратичная форма была по-

ложительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все главные уг-

ловые миноры матрицы этой формы были положительными. Для того чтобы 

квадратичная форма была отрицательно определенной, необходимо и доста-

точно, чтобы все главные угловые миноры четного порядка матрицы этой 

формы были положительными, а нечетного – отрицательными. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Записать матрицу для квадратичной формы    
          

 . 

Решение. Матрица данной квадратичной формы является симметриче-

ской матрицей второго порядка и имеет вид  

.
  
   

/. 

Задача 2. Записать квадратичную форму для матрицы 

  (
    
    
    

+. 

Решение. Из данной матрицы найдем коэффициенты квадратичной 

формы  

                                                          .  

Тогда квадратичная форма имеет вид  

   
           

            
 . 

Задача 3. Исследовать на знакоопределенность квадратичную форму 

   
           

           
 . 

Решение. Матрица данной квадратичной формы имеет вид 

  (
    
    
   

+. 

Главные миноры 

         |
   
   

|       |
    
    
   

|           .  

Главные угловые миноры положительны, следовательно, данная квад-

ратичная форма является положительно определенной. 

Задача 4. Привести к каноническому виду квадратичную форму 

  
          

           
 . 

Решение. Составим матрицу квадратичной формы 

  (
   
    
   

+. 

Главные миноры 

         |
  
   

|        |
   
    
   

|       
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отличны от нуля, следовательно, можно воспользоваться методом Якоби для 
приведения квадратичной формы к каноническому виду. Составим формулы 
линейного преобразования 

{

                   
                             

                                          
, 

где      (  )         

    
.  

В нашем случае  

{
                 

                              
                                          

 

Канонический вид данной квадратичной формы следующий 

  
     

     
 . 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Записать матрицу для квадратичной формы 

31

2

221

2

1
433 xxxxxx  . 

№ 2. Записать квадратичную форму для матриц 

а) (
   
   
   

+;  б) (
    
   
   

+. 

№ 3. Исследовать на знакоопределенность квадратичные формы. 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1
464 xxxxxxxxxQ  ; 

б) 
323121

2

3

2

2

2

1
4352 xxxxxxxxxQ  . 

№ 4. Найти все значения параметра  , при которых положительно 
определены следующие квадратичные формы. 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1
2222 xxxxxxxxxQ   ; 

б) 
323121

2

3

2

2

2

1
42232 xxxxxxxxxQ   . 

№ 5. Найти все значения параметра  , при которых отрицательно 
определены следующие квадратичные формы. 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1
2243 xxxxxxxxxQ   ; 

б) 
323121

2

3

2

2

2

1
24222 xxxxxxxxxQ   . 

№ 6. Привести к каноническому виду квадратичные формы. 

а) 
21

2

1
4 xxxQ  ; 

б) 
323121

2

3

2

2

2

1
6665 xxxxxxxxxQ  . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№1. Записать матрицу для квадратичной формы 
2

33231

2

221

2

1
24432 xxxxxxxxx  . 
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№ 2. Записать квадратичную форму для матриц 

а) (
    
    
    

+;б) (
    
    
   

+. 

№ 3. Исследовать на знакоопределенность квадратичные формы. 

а) 
323121

2

3

2

2

2

1
634 xxxxxxxxxQ  ; 

б) 
3121

2

3

2

2

2

1
63 xxxxxxxQ  . 

№ 4. Найти все значения параметра  , при которых положительно 

определена квадратичная форма  

323121

2

3

2

2

2

1
46222 xxxxxxxxxQ   . 

№ 5. Найти все значения параметра  , при которых отрицательно 

определена квадратичная форма 

323121

2

3

2

2

2

1
62222 xxxxxxxxxQ   . 

№ 6. Привести к каноническому виду квадратичную форму 
2

221

2

1
4 xxxxQ  . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 

 
 

Практическое занятие № 16 

УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ФИГУР ВТОРОГО ПОРЯДКА  

НА ПЛОСКОСТИ. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ФИГУР  

ВТОРОГО ПОРЯДКА В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Рекомендуемая литература для подготовки к занятию в соответствии со 

списком литературы: [4], с. 138–143. 

 
Вопросы для подготовки к занятию 

1. Общее уравнение фигуры второго порядка на плоскости и его мат-

ричная запись. 

2. Матрица квадратичной формы, соответствующая уравнению фигуры 

второго порядка на плоскости. 

3. Эллиптический, гиперболический и параболический тип фигуры вто-

рого порядка на плоскости. 
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4. Общее уравнение фигуры второго порядка в пространстве и его мат-

ричная запись. 

5. Алгоритм приведения уравнения фигуры второго порядка на плоско-

сти или в пространстве к каноническому виду с помощью ортого-

нального преобразования. 

 
Теоретический материал 

Общее уравнение фигуры второго порядка на плоскости имеет вид 

    
              

                  . 

Матричная запись данного уравнения 

(  )  .
      

      
/  .

 
 /  (      ) .

 
 /       .  

Соответствующая ему матрица квадратичной формы 

  .
      

      
/. 

Если ее определитель положительный, то соответствующая фигура имеет эл-

липтический тип; если ее определитель отрицательный, то соответствую-

щая фигура имеет гиперболический тип; если ее определитель равен нулю, 

то соответствующая фигура имеет параболический тип. 

Общее уравнение фигуры второго порядка в пространстве имеет вид 

    
       

      
                         

                     . 

Матричная запись данного уравнения 

(   )  (

         

         

         

+  (
 
 
 
)  (         ) (

 
 
 
)       .  

Соответствующая ему матрица квадратичной формы  

  (

         

         

         

+. 

Для приведения уравнения фигуры второго порядка на плоскости или в 

пространстве к каноническому виду с помощью ортогонального преобразова-

ния можно выполнить следующую последовательность действий. 

1. Записать матрицу  , соответствующую уравнению квадратичной 

формы. 

2. Найти собственные векторы и собственные значения матрицы  . 

3. Из нормированных собственных векторов составить матрицу   орто-

гонального оператора, приводящего квадратичную форму к канони-

ческому виду. 

4. Получить уравнение данной фигуры в виде: 

4.1 (    )  (
   
   

*  (
  
  
*  (      )  .

      
      

/  (
  
  
*        

(на плоскости). 
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4.2 (      )  (

    
    
    

+  (
  

  

  

+   

 (         )  (

         
         
         

+  (
  
  

  

+         

(в пространстве). 

5. Выделить, если возможно, полные квадраты относительно перемен-

ных. 

6. Записать каноническое уравнение данной фигуры, определить тип 

фигуры и, при необходимости, выполнить рисунок. 

 
Образцы решения задач 

Задача 1. Дано уравнение фигуры второго порядка 

                 . 

Записать данное уравнение в матричном виде и выяснить, фигуру какого типа 

(эллиптического, гиперболического, параболического) оно определяет. 

Решение. Матричная запись данного уравнения имеет вид: 

(  )  (
  

 

 

 
 

 
 

)  .
 
 /  (   )  .

 
 /     . 

Фигура имеет гиперболический тип, так как 

|
  

 

 

 
 

 
 

|    
 

 
   . 

Задача 2. Привести к каноническому виду уравнение фигуры второго 

порядка на плоскости 

                        . 

Решение. Квадратичная форма, соответствующая данному уравнению, 

имеет матрицу   .
  
  

/. Корнями характеристического уравнения будут 

числа          . Из нормированных собственных векторов составим 

матрицу ортогонального оператора, приводящего квадратичную форму к ка-

ноническому виду 

   (

 

√ 
 

 

√ 
 

√ 

 

√ 

). 

Получим каноническое уравнение данной фигуры 

(    )  .
  
  

/  (
  
  
*  (      )  (

 

√ 
 

 

√ 
 

√ 

 

√ 

)  (
  
  
*      , 

или 
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 (  )   (  )    √      √        . 

После выделения полных квадратов в последнем уравнении получим канони-

ческое уравнение эллипса 

(    √ )
 

 
 

(     √ )
 

  
  . 

 
Задания для аудиторной работы 

№ 1. Дано уравнение фигуры второго порядка  

                 . 

Записать данное уравнение в матричном виде и выяснить, фигуру какого типа 

(эллиптического, гиперболического, параболического) оно определяет. 

№ 2. Привести к каноническому виду уравнение фигуры второго поряд-

ка на плоскости. 

а)                         ; 

б)            √    √      . 

№ 3. Привести к каноническому виду уравнение фигуры второго поряд-

ка в пространстве. 

а)                         ; 

б)                             . 

 
Задания для самостоятельного выполнения 

№1. Дано уравнение фигуры второго порядка 

                 . 

Записать данное уравнение в матричном виде и выяснить, фигуру какого типа 

(эллиптического, гиперболического, параболического) оно определяет. 

№ 2. Привести к каноническому виду уравнение фигуры второго поряд-

ка на плоскости. 

а)                    ; 

б)           √        . 

№ 3. Привести к каноническому виду уравнение фигуры второго поряд-

ка в пространстве. 

а)                                       ; 

б)     . 

Для проверки правильности ответов в заданиях для самостоятельного 

выполнения воспользуйтесь QR-кодом 
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ПОДГОТОВКА К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ 

Подготовка к контрольным работам по каждому из разделов «Аналити-

ческая геометрия», «Линейная алгебра» включает следующие этапы. 

I. Повторение теоретического материала, краткое содержание которого 

имеется в занятиях № 1-7, № 8-16 соответственно каждому разделу. Все при-

веденные в них формулы необходимо знать наизусть. Проверьте себя! Для 

этого по каждой теме, не подглядывая в конспект и методичку, выпишите ос-

новные формулы. Проговорите определения понятий и теоремы, делая крат-

кие и схематические записи и пометки, выполняйте рисунки и чертежи, кото-

рые иллюстрируют материал. 

II. Повторите алгоритмы решения задач по каждой теме. Основные из 

них находятся в образцах решения задач. Повторение означает НЕ ЧТЕНИЕ 

задач, А их самостоятельное РЕШЕНИЕ! Прорешайте еще раз некоторые за-

дания из аудиторной или самостоятельной работы по занятиям. 

III. Если вы уверены в том, что сможете решить контрольную работу, 

переходите к предложенным ниже заданиям для подготовки к ней. При их 

решении не пользуйтесь подсказками и не смотрите образцы решения. 

IV. Если вы успешно прошли все три предыдущих этапа подготовки, то 

с большой долей вероятности можете ожидать хорошую отметку по кон-

трольной работе, в чем авторы желают вам успехов. 

 

Задания для подготовки к контрольной работе по разделу «Анали-

тическая геометрия» 

1. Найти скалярное произведение векторов   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  и   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и угол между ними, 

если  (    ),  (    ),  (    ). 

2. Найти векторное произведение векторов  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ). 

3. Найти смешанное произведение векторов  ⃗(      ),  ⃗⃗(      ), 
 ⃗(       ). 

4. Записать общее уравнение прямой, проходящей через точку  (    ) 

и параллельную прямой 
   

 
 

   

  
. 

5. Записать уравнение плоскости, проходящей через точки   (      ), 

  (      ) и параллельную прямой 
   

 
 

   

  
    . 

6. Написать уравнение параболы, симметричной относительно оси    и 

проходящей через точки  (    ) и  (   ). Найти координаты ее фокуса и 

уравнение директрисы. Определить расстояние от точки  (   ) до фокуса. 

7. Привести к каноническому виду уравнение поверхности 

                            , 

определить вид поверхности и построить ее методом сечений. 

Проверить правильность своих результатов можно, воспользовавшись 

QR-кодом 
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Задания для подготовки к контрольной работе по разделу «Линей-

ная алгебра» 

1. Найти    , если   (
   
  
   

+,   .
      
   

/.  

2. Найти обратную матрицу для матрицы   с помощью присоединенной 

матрицы. 

  (
    
    
   

+ 

3. Решить систему линейных уравнений а) по формулам Крамера; б) ме-

тодом Гаусса. 

{

          
           
           

 

4. Проверить является ли система векторов линейно независимой. 

Найти один из ее базисов, вычислить ранг системы. Через построенный базис 

выразить небазисные векторы системы. 

  ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(      ),   ⃗⃗⃗⃗⃗(     ) 
Проверить правильность своих результатов можно, воспользовавшись 

QR-кодом 
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