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КОНСТРУКТИВНЫЙ АНАЛИЗ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ И НЕТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
СОЛИТОНОВ (2+1 )-МЕРНЫХ ОБОБЩЕННЫХ 

УРАВНЕНИЙ ЗАХАРОВА -  КУЗНЕЦОВА

Известно [1], что классическое уравнение Захарова -  Кузнецова описывает 
эволюцию ионно-акустических волн в замагниченной плазме при малых ампли­
тудах и представляет интерес для приложений [1-10].

В работе исследуется вопрос о существовании топологических и нетопологи­
ческих солитонов и законов их распространения для уравнений Захарова -  Куз­
нецова с различными типами нелинейности на основе прямого метода из [И].

Нетопологические солитоны

I. Нетопологические солитоны, как известно [2], описывается коло­
колообразными функциями. Простейшим примером нетопологического 
солитона является решение краевой задачи

С.В. ЖЕСТКОВ, B.C. НОВАШИНСКАЯ

где
лись соотношения

-  амплитуда солитона, необходимо и достаточно, чтобы в ы полня -

Соотношения (4) являются законами распространения солитона (3) и

Интересно, что
показывают зависимость амплитуды от степени нелинейности m.

Теорема 1. Для того чтобы краевая задача (1), (2) имела решение 
вида

где -  действительные числа, к которой сводится широ­
кий класс уравнений в частных производных со степенными нелинейно­
стями. Приведем следующий результат [12].
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Заметим, что со определяет скорость солитона, а величины 1/к, 1// -  
определяют ширину солитона в направлении осей х, у соответственно.

Результаты теоремы 1 согласуются с результатами работы [2], в ко­
торой рассматривалось уравнение вида

причем нетопологический солитон строился в виде

II. Дальнейшим развитием теории солитонов является построение и 
анализ нетопологических солитонов для уравнений Захарова -  Кузнецо­
ва с различными типами нелинейности. Рассмотрим уравнение Захарова -  
Кузнецова с законом нелинейности удвоенной степени

где а{, а2, а3, а4, а5, а6 -  произвольные действительные числа. Реше­
ние уравнения (5) строится в виде бегущей волны

где неизвестная функция, удовлетворяющая волновому уравнению

и краевым условиям (2). Решение краевой задачи (6), (2) приведено в 
[13] и имеет вид

при условии что, Л>0, С > О. Здесь -  произвольная постоянная. На
основании формулы (7) устанавливается

Теорема 2. Для того чтобы задача (6), (2) имела решение вида

необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись соотношения
где

Соотношения (9) являются законами распространения солитона, про­
филь которого описывается колоколообразной функцией (8).

q ,+ a {q n)x+(bqx,+cq yy)x = 0, n >  1,

q{t,x,y) = Ach р (В,х+ B2y-vt) ,  р >  0.
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Для уравнения (5) можно построить нетопологический солитон но­
вой дробно-рациональной формы. Оказывается, что краевая задача (6), 
(2) допускает решение вида

-  неизвестные параметры волны. Подставляягде
(10) в (6), получим

Теорема 3. Для того чтобы краевая задача (6), (2) имела решение 
вида (10) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (11).

Условия (11) связывают параметры солитона (10) с коэффициента­
ми уравнения (5) и представляют интерес для приложений.

III. Рассмотрим уравнение Захарова -  Кузнецова с законом нели­
нейности утроенной степени

и произвольными действительными коэффициентами. Решение уравне-
удов-ния (12) строится в виде бегущей волны

летворяет волновому уравнению

-  неизвестные параметры волны. Подставляя
(14) в (13), получим
где

и краевым условиям (2). Краевая задача (13), (2) допускает решение вида
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Теорема 4. Для того чтобы краевая задача (13), (2) имела решение 
вида (14) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (15).

Таким образом, нетопологические солитоны существуют для широ­
кого класса уравнений типа Захарова -  Кузнецова с дисперсионными 
членами, содержащими производные третьего порядка.

Топологические солитоны

IV. Известно [2], что топологические солитоны отличаются от дру­
гих солитонов поведением на бесконечности и своей структурой, кото­
рая характеризуется одной или двумя величинами, известными как то­
пологические заряды. Простейшим примером топологического солитона 
является кинк.

Известно [2], что для их описания используются выражения, содер-

которые позволяют выразить любую производную функции
степени

через

Рассмотрим уравнение Захарова -  Кузнецова со степенным законом 
нелинейности

жащие а также
лежат следующие соотношения:

, Отметим, что в основе th -метода [14]

где я2, д3, я4 -  действительные числа. Заметим, что в работе [2] для 
аналогичного уравнения (при а2 = 0 ) использовался следующий анзац:

где -  действительные числа. Подставляя (17) в (16), найдем

Пусть

вид

В этом случае уравнение (16) примет
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а уравнение (18)

Приравнивая к нулю коэффициенты, стоящие при одинаковых степенях
получим

Таким образом, справедлива

Соотношения (20) являются законами распространения топологи­
ческого солитона

уравнения (19). Их анализ не вызывает принципиальных затруднений. 
Из (20) найдем

ТогдаПусть

вид

а уравнение (18)

В этом случае уравнение (16) примет

определяется с точностью до знака.Следовательно, параметр
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Таким образом, справедлива

кото­
рая удовлетворяет волновому уравнению (6). Используя результаты ана­
литического моделирования из [13], будем строить решение уравнения 
(6 )в виде

Решение уравнения (23) строится в виде бегущей волны

где
найдем

-  неизвестные параметры солитона. Подставляя (24) в (6),

Таким образом, справедлива
Теорема 7. Для того чтобы уравнение (6) имело решение вида (24) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (25)-(27). 
Система (25)-(27) представляет собой нелинейную систему из пяти

уравнений относительно шести параметров
Приведем набор параметров, которые удовлетворяют этой системе

то из (25)-(27) найдемЕсли положить, что

Соотношения (22) являются законами распространения солитона

уравнения (21). Из (22) найдем

Таким образом, уравнение (16) имеет решение вида (17) только в 
двух рассмотренных случаях.

V. В качестве дальнейшего развития теории топологических солито­
нов рассмотрим уравнение Захарова -  Кузнецова с законом нелинейно­
сти удвоенной степени
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Замечание. Вопрос о существовании топологических солитонов для 
уравнения (12) с законом нелинейности утроенной степени требует от­
дельного рассмотрения.

Таким образом, полученные результаты развивают теорию топологи­
ческих и нетопологических солитонов для новых классов (2+1)-мерных 
уравнений Захарова -  Кузнецова со степенными законами нелинейности.
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