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КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ
При качественном исследовании автономных систем на плоскости наи

более трудной является задача оценки максимального числа предельных цик
лов и их взаимного расположения. Она известна как вторая часть шестнадцатой 
проблемы Гильберта1, которая была сформулирована им наряду с другими про
блемами в 1900 году на Международном конгрессе математиков в Париже.

Шестнадцатая проблема Гильберта не разрешена до сих пор даже для 
простейших классов динамических систем на плоскости, например, квадратич
ных. В различных работах построены примеры таких систем с четырьмя пре
дельными циклами, однако до сих пор неизвестно, является ли это число мак
симальным для данного класса. Л.М. Перко поставил задачу отыскания квадра
тичных систем с различными распределениями предельных циклов, чтобы все 
предельные циклы были «нормального размера» (“погтаЬаге”)2. Такие «доста
точно грубые» предельные циклы можно обнаружить и построить на экране 
персонального компьютера, не прибегая при этом к большой точности вычис
лений. Эта задача возникла в связи с тем, что полученные до этого времени 
примеры квадратичных систем с четырьмя предельными циклами3 имели «экс
тремально» малые значения некоторых коэффициентов и предельные циклы 
очень малого размера. Следовательно, получить изображения этих предельных 
циклов, например, на экране компьютера не представлялось возможным. Есте
ственным образом возникает задача отыскания примеров динамических систем 
различных классов с предельными циклами «нормального» размера. Л.М. Пер
ко построил примеры квадратичных систем с различными распределениями 
предельных циклов «нормального размера», однако не во всех случаях ему уда
лось доказать точность полученных распределений.

Так как решение второй части шестнадцатой проблемы Гильберта для 
общего класса систем экстремально сложная задача, С. Смейл предложил на
чать решение этой проблемы с систем Льенара4. Вследствие отсутствия общих 
методов решения большое значение приобретают частные признаки, при по
мощи которых можно судить о наличии или отсутствии предельных циклов хо
тя бы для отдельных классов динамических систем на плоскости. В настоящее

1 НПЬеП. Р. МаЙ1ета!15сНе ргоЫете / О. НПЪе». -  Ьейиге, Зесопд 1тета1. Соп'лг. Ма1Н. (Рап8, 1900), N<10111. 
Оез. М зз. Сийт^еп Ма1Ь. РЬуз. КХ. -  1900. -  Р. 253-297; Еп§Н&Н 1гапз1., - Ви11. Атег. МаШ. Зое. - 1902. Уо1. 8. 
-  Р. 437-479.

2 Регко, Ь.М. [ЛтИ сус!еь оГ циас!гаис 5у51ет5 т  (Не р!апе / 1.. М. Регко // Яоску Моишат о Г МаИютаис^. 
1 9 8 4 ,-Уо|. 14.- Р .  619-644.

* ЗЫ, 5. А сопсгей ехатр1е о Г (Не ех!51епсе оС Го и г Пти сус1ев 1"ог р1апе с 
Вег. А. -  1979. -  Уо1. И . - Р. 1051-1056. Ы6Л1ЯТЭКА

1 Зта1е, 8. Ма(ЬетаИса1 ргоЫет й г  (Не пех[ сепШгу / 8. 8та1е // Май. 1п«е ‘ёепсе1^
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время, в связи с развитием вычислительной техники, появился ряд эффектив
ных подходов для решения этой проблемы с применением ЭВМ 5’6, особенно 
компьютерных систем математики, которые позволяют эффективно исследо
вать некоторые классы систем. Однако эти методы не всегда позволяют полу
чать конкретные системы с предельными циклами «нормального размера». По
этому развитие методов получения систем с предельными циклами «нормаль
ного размера» является весьма актуальной проблемой как в чисто научном, так 
и в прикладном плане.

В диссертационной работе предложен метод исследования числа пре
дельных циклов «нормального размера» в системах Льенара, квадратичных и 
некоторых классах кубических систем. А также предложены алгоритмы по
строения широкого набора систем рассматриваемых классов, с различными 
распределениями предельных циклов для разных конфигураций особых точек.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами (проектами) 
и темами

Исследования проводились на кафедре дифференциальных уравнений 
Белорусского государственного университета с 2006 по 2009 гг. в соответствии 
с Государственной программой фундаментальных исследований «Математиче
ские модели», задание «Качественное и аналитическое исследование диффе
ренциальных систем со свойством Пенлеве и семейств динамических систем» 
(сроки выполнения 2006 -  2010 гг., номер госрегистрации 20061795).

Цель и задачи исследования

Целью диссертационного исследования является разработка эффективно
го конструктивного метода оценки числа предельных циклов с учетом их вза
имного расположения для параметрических семейств систем Льенара, квадра
тичных и отдельных классов кубических систем.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие за
дачи:

•  разработать алгебраический алгоритм для оценки числа предельных 
циклов с учетом их взаимного расположения для параметрических систем Лье
нара и квадратичных систем автономных уравнений на плоскости;

5 и, С. АЪеИап тге§га1з о(' ̂ иас̂ а̂1̂ с НагшКошап уесюг ЯеМз XVиЬ ап тч 'ап ат  ‘Лга^Ы Ппе / С. П. .1. ЬПЬгс, / .  
7Л\ап§ // РиЪПсасюпк МаШетайяиез. -  1995. -  Уо). 39. Р. 355 -366.

6 Нап, М. Ме1ткоу йтсИопз апс! реПигЬаиол оГ а р1апаг НатПютап $у$1ет / М. Нап, О- Лап§ // СЫп. Апп. о Г 
Май). -  1999. -  Уо). 2. -  Р. 233-246.
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•  применить известные итерационные методы решения нелинейных сис
тем и численные методы интегрирования дифференциальных систем для по
строения автономных кубических систем с заданными распределениями пре
дельных циклов, полученных при помощи возмущения негрубого фокуса;

•  построить бифуркационные кривые для рассматриваемых классов сис
тем;

•  построить конкретные системы Льенара, квадратичные и кубические 
системы с заданными распределениями предельных циклов;

•  построить набор исследуемых систем, для которых доказывается точ
ность полученных распределений предельных циклов при помощи построения 
функции Дюлака-Черкаса.

Объект исследования -  полиномиальные системы автономных диффе
ренциальных систем на плоскости: системы Льенара, квадратичные системы, 
отдельные классы кубических систем.

Предмет исследования -  предельные циклы систем Льенара, квадратич
ных систем и отдельных классов кубических систем.

П ол ож ен и я , в ы носи м ы е на защ и ту

]) Разработка алгебраического алгоритма оценки числа предельных цик
лов, с учетом их взаимного расположения, параметрических семейств систем 
Льенара и квадратичных систем.

2) Построение бифуркационных кривых для трехпараметрического се
мейства кубических систем Льенара с квадратичной функцией трения. Доказа
тельство существования систем рассматриваемого класса с распределениями 
( (1,0),0), ((0,0), 1), ( (1,0) ,1), ( (1, 1) ,1), ((2,0),0), ((0,0),2), ( (1,0),2), ((0, 1),2) пре
дельных циклов «нормального размера».

3) Разработка алгоритма получения квадратичных систем с различными 
конфигурациями особых точек и распределениями (3,1) предельных циклов. 
Доказательство точности полученных распределений с помощью построения 
функций Дюлака-Черкаса во всей плоскости.

4) Оценка числа предельных циклов систем Льенара с симметричным 
относительно оси Оу векторным полем и кубической восстанавливающей си
лой, а также построение примеров таких систем с различными распределения
ми предельных циклов.

5) Выделение из параметрического семейства систем Куклеса и их 
обобщений систем с распределениями ((1,8),0), ((0,7),0), ((0 ,6),0), ((1,5),0), 
((1,4), 1), ((2,2),1), ((0,1),3) предельных циклов.
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Л и ч н ы й  вк л ад  сои ск ателя

Научная идея исследования и задачи были сформулированы научным ру
ководителем доктором физ.-мат. наук, профессором Л.А. Черкасом. Результаты 
работ [1 -  4, 9 -  11, 13] получены совместно с научным руководителем; резуль
таты работ [ 5 - 8 ,  12, 1 4 - 1 6 ]  получены соискателем самостоятельно.

А п р обац и я  р езул ьтатов  ди ссер тац и и

Основные результаты диссертации докладывались:
•  на научном семинаре кафедры дифференциальных уравнений БГУ;
• на международной математической конференции «Еругинские чтения

-  X» (Могилев, 24 -  26 мая 2005 г.);
•  на международной математической конференции «Еругинские чтения

-  XI» (Гомель, 23 -  25 мая 2006 г.);
•  на международной математической конференции «Еругинские чтения

-  XII» (Минск, 1 6 —19 мая 2007 г.);
•  на международной научной конференции «Дифференциальные урав

нения и топология», посвященной 100-летию со дня рождения Л.С. Понтрягина 
(Москва, 17-22 июня 2008 г.);

•  на международной математической конференции «X Белорусская ма
тематическая конференция» (Минск, 3 - 7  ноября 2008 г.);

•  на международной математической конференции «Еругинские чтения
-  XIII» (Пинск, 26 -  29 мая 2009 г.);

•  на международной математической конференции «Аналитические ме
тоды анализа и дифференциальных уравнений 2009» (Минск, 14-19 сентября 
2009 г.).

О п убл и к ов ан н ость  р езул ьтатов  ди ссер тац и и

Основные результаты диссертации опубликованы в 16 научных работах. 
Среди них 6 статей (3,3 авторских листа) в научных журналах, а также 2 статьи 
в сборниках научных трудов и 8 тезисов докладов на международных конфе
ренциях (1 авторский лист). 4 статьи опубликованы без соавторов.

С тр ук тур а  и объем  ди ссер тац и и

Диссертация состоит из оглавления, введения, общей характеристики ра
боты, четырех глав, заключения, библиографического списка, насчитывающего 
120 наименований, 50 иллюстраций. Полный объем диссертации -  100 страниц.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации и приво
дятся основные направления исследований.

В первой главе дается краткий обзор литературы и основных методов 
исследования в качественной теории дифференциальных уравнений. Таким об
разом, прослеживается история развития изучаемой в диссертации области ма
тематики, а также приводятся основные результаты, полученные учеными раз
личных поколений и касающиеся качественного исследования автономных 
систем двух дифференциальных уравнений.

Проводится анализ 16-ой проблемы Д. Гильберта оценки числа предель
ных циклов и их локализации, указываются основные подходы и методы реше
ния этой проблемы для системы

^ , р ( Х, у ) , ^  = в (Х, у) ,  ( , )

где Р(х,у), ()(х.у) полиномы действительных переменных х, у , при этом 
ш ах{ёе§Р, с1е§0=и.
Сделан обзор основных результатов, относящихся к системам Льенара

квадратичным системам, в частности, одной из ее канонических форм
ск . ду 1 1
-— = \ + х у , —  = ат + а к х + ату  + апху + агйх + а у  , (3)
а! м

а также системам Куклеса
с/х с/у 2 2 ч 0 } 1 \—  - у ,  —  = - х  + а^у + а,х + а2ху + агу  + а^х + а5х 'у  + а6ху + апу  . (4)
Л  л

После чего приводятся основные методы исследования рассматриваемых 
систем. В начале рассмотрен метод нахождения прогнозного числа предельных 
циклов для систем Льенара, основанный на уточнении гипотезы Смейла:

Гипотеза 1. В пространстве параметров системы  (2) с %(х)=х 

существует область Ц  в которой число предельных циклов системы (2) не 

превосходит количества т нулей нечетной части функции Г(х), т.е. положи

тельных нулей функции

(р{х) = Р { х ) - Р { - х ) ,

а также внутри О существует подобласть, в которой это число равно т.
Определение 1. Пусть система Льенара  (2) имеет антиседло А(хо,0). 

Обозначим, через с,\ (й )  -  абсциссу ближайшей слева (справа) к точке А особой 

точки, если слева (справа) особых точек нет, то считаем ^  = -со (с2 = +оо).
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Системой прогноза вокруг особой точки А(х0,0) для системы Льенара  (2) бу

дем называть систему
Г(ц) =  Р(/и). С(Л ) = в (м), (5)

п
где Р(т})= |/(х )< & ,

М
6 ( м )=

& < г ! < х 0,х 0 < ^ <  6 -
При помощи преобразования

и = ^ 2  С(х)$щ п(х  -  х0)

система (2) с нелинейной %(х) сводится к системе Льенара
Ои ч <1у
—  = у - Р ( и ), —  =  ~и,
Ж (11

и тогда для оценки числа предельных циклов исходной системы, с учетом 
справедливости гипотезы 1, необходимо оценить количество положительных 

нулей нечетной части функции Р (и ). Показано, что оно равно числу решений 

соответствующей системы прогноза (5) для системы (2).

Далее получен алгоритм построения систем автономных дифференци
альных уравнений с предельными циклами «нормального размера», основан
ный на возмущении негрубого фокуса. Описан метод точной оценки числа 
предельных циклов с помощью построения функции Дюлака-Черкаса.

Во второй главе с помощью прогнозного метода, описанного в первой 
главе, проведен полный бифуркационный анализ предельных циклов системы 
Льенара с функцией трения -  полиномом четвертой степени и восстанавли
вающей силой в виде полинома второй степени [1 ,9].

Теорема 1 .Для системы Льенара

ск Ф  \ (^Г I ^—  = V, —  = х 1 - х ) - е  У а,х 
Л  ' сН К ^

у , (6)
V 1=1

имеющей две особые точки -  седло 0 (0,0) и антиседло Л(1,0) справедливы сле

дующие утверждения:

I. соответствующая система прогноза (5)
т = т ,  с м = с ю ,

где Г(т]) = Щ \ с к ,
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м
С (/и )=  |х(1 - х ) с к ,

I
имеет не более трех решений относительно (у,//), 0 < 7 < 1, /и > 1 ;

2. если система прогноза (5) не имеет решений, то система Льенара 
(6) не имеет предельных циклов;

3. в каждой области пространства коэффициентов, где система 
прогноза (5) системы Льенара  (6) имеет при е =  0.1 к ~  1, 2, 3 решений, суще
ствует подмножество, в котором система (6) имеет точно к предельных 
циклов.

Построены конкретные примеры таких систем с одним, двумя и тремя 
предельными циклами.

Для кубической системы Льенара с квадратичной функцией трения [4,
11]:

—  = у ,  —  — х(1 - (1  + Ь )х  + Ьх2) -  с'У  а ,х'~'у, (7)

имеющей два антиседла и одно седло в конечной части плоскости, построены 
прогнозные бифуркационные кривые. Проведено разбиение пространства па
раметров системы на подобласти с заданным числом т =  0, 1,2 экстремумов 
прогнозной функции Андронова-Хопфа. Тогда число решений системы про
гноза (5) в каждой подобласти не превышает т + 1. Построены конкретные 
системы (7) с различными распределениями предельных циклов.

Для описания различных распределений предельных циклов в системе 
Льенара (7) типа 2А+5 используем следующее

Определение 2. Пусть система Льенара  (7) с кубической восстанавли- 

ваюгцей ст ой имеет три особые точки: антиседла А(х],0), В(хг,0) и седло 

0(0 ,0), X] < 0 < х2. Будем говорить, что система Льенара (7) имеет распреде

ление ((у),А) предельных циклов, если она имеет г предельных циклов вокруг 

антиседла А(х\,0), /  предельных циклов вокруг антиседла В(х2,0) и к предельных 

циклов, окружающих все особые точки.

Определение 3. Пусть система Льенара  (7) с кубической восстанавли

вающей ст ой имеет три особые точки: антиседла А(х 1;0), В(х2,0) и седло 

0(0 ,0), Х\ < 0 < х2. Кривые центра системы (7) при/{х) =  0 образуют три коль

цеобразные области Г>ь 2Х  О}. Область А  состоит из овалов, окружающих 

все особые точки, внутренняя ее граница имеет вид восьмерки, определяемой 

уравнением

у 2 -  2С{х) = 0,
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где С ( х )  = и пересекающей ось Ох в точках М](С\,0), М2(<±2,0), С\<0<с'2.
о

Г>2 состоит из овалов, окружающих особую точку Л(Х|,0);
Оз состоит из овалов, окружающих особую точку В(х2,0). Тогда будем 

говорить, что система прогноза (5) для системы Льенара  (7) имеет решение 
типа ((к2,к^),к{), к: > 0 , если она имеет относительно (г/,//):

к\ решений, при ц<%\, & < И', 
к2решений, при ^<г)<хь х\ </и < 0 ; 
къ решений, при 0 < у]<х2, х2 < /л < С->-

Теорема 2. Для системы Льенара  (7) типа 2А +8 с Ь =  -1/2, а3 = \ и ан

тиседлами А (-2,0), Е(1,0) и седлом 0 (0 ,0 ) справедливы следующие ут верж де

ния:

1. Все решения соответствующей системы прогноза (5) для системы Л ье
нара (7) типа ((кг,кт),к-[) удовлетворяет неравенству к, + к 2 +к^<  3.

2. Система прогноза для рассматриваемой системы Льенара  (7) может  
иметь решения только следующих типов ( (1,0),0), ((0 ,1),0), ((0,0) ,1), ( (1,0) ,1), 
((0 , 1) ,1), ( (1, 1) ,1), ((0 ,2),0), ((2,0 ),0), ((0,0 ),2);

3. В каждой области пространства коэффициентов, в которой система 
прогноза имеет решение типа ((к2,к->),к\), существует подмножество, в кото
ром  система Льенара  (7) при е  =  0.01 имеет такое ж е распределение 
((^7,къ)М) предельных циклов;

4. Если к2 = 0 (к3 = 0), то система Льенара  (7) не имеет предельных циклов, 
окружающих особую точку А (-2,0) (Е( 1,0)).

Для системы (7) построены также и реальные бифуркационные кривые и 
произведено их сравнение с прогнозными кривыми. Сравнение показало, что 
для предельных циклов, окружающих группу особых точек, прогноз не всегда 
надежен.

Теорема 3. [4] Система (7) при Ь = -1 /2 , а3 = 1 может иметь два и три 
предельных цикла с распределениями, описанными в теореме 2, и, кроме этого, 
она мож ет иметь распределения ( (1,0),2), ((0, 1),2), которые отсутствуют в 
прогнозе.

Описанный алгоритм оценки числа предельных циклов систем (7) и по
строения систем с заданными распределениями предельных циклов может 
быть обобщен на случай произвольной степени функции трения [2, 8, 10].

Также произведена оценка числа предельных циклов для систем рассмат
риваемого класса и различными конфигурациями особых точек в конечной час
ти плоскости: 28+ 1А и \А где через 8  обозначено седло, а через А -  антиседло. 
Показано, что максимальное число предельных циклов «нормального размера»
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для систем Льенара с конфигурациями 25+  1А и \А по прогнозу равно извест
ному числу малоамплитудных предельных циклов [2].

Для систем Льенара,
(Лх с1у
с!( Зг

= х ( \ - х 2^ - ' ^ а 1хг' ( 8 )

с симметричным относительно оси Оу векторным полем и кубической восста
навливающей силой, построены различные распределения предельных циклов 
«нормального размера» [6 , 15].

Теорема 4. [6 ] При помощи системы прогноза и метода возмущения по

лучены системы Льенара (8) с распределениями предельных циклов для 

1 < т < 8 , отраженными в таблице 1.

Таблица 1 -  Распределения предельных циклов систем Льенара с симметрией

Т 1 2 3 4 5 6 7 8
<*ее(/3 2 4 6 8 10 12 14 16

Мах ЬС ((М ),1) ((2,2),1) ((3,3),2) ((4,4),2) ((5,5),3) ((6,6),3) ((7,7),зГ <(М).3)
Мах ЬС 

агоип<1 а11
1 3 4 5 6 7 8 9

Некоторые 
другие распре

деления
((1,1),2) ((1,1), 3) ((3,3),3) ((1,1),4)

((2,2),4) 
((1,1),5)

((1,0,6) 
((2,2),5)

((1,1),7) 
((2,2),6)

Выдвинута
Гипотеза 2. [6] Максимальное число предельных циклов, окружающих 

группу особых точек, у  систем Льенара (8) с симметрией не превосходит  
т + 1, где 2т -  степень функции трения. Причем эта оценка реализуется при 
т =  2 , . . . 8.

Обоснование точности распределений в некоторых полученных приме
рах проведено при помощи построения функций Дюлака-Черкаса. Так, напри
мер, удалось доказать точность полученной оценки для системы Льенара с 
симметричным относительно Оу векторным полем и распределением ((1, 1), 1) 
предельных циклов.

Третья глава посвящена изучению предельных циклов канонического 
семейства квадратичных систем 

(Их 1 2 2 : 1 + ху, —  = а00 + а,0х + ату  + а, ,ху + а20х + ау . (9)

Тип системы (9) будем определять по количеству ее конечных седел, узлов и 
фокусов, а также седел и узлов в бесконечности. Например, система 
N  + Р  + 2.5, + А'., имеет один узел и один фокус в конечной части плоскости, а 
в бесконечности -  два седла и узел. Рассматриваются системы (9) типа 2Р+8„. и
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2Р+28ГХ,+Иа), т.к. только для таких видов квадратичных систем возможны рас
пределения (3,1) предельных циклов7.

Система (9) сводится к системе Льенара, для которой можно построить 
различные бифуркационные кривые, в частности, прогнозные кривые двукрат
ных циклов и кривые негрубых фокусов. Эти кривые на плоскости двух пара
метров ограничивают область, в которой исходная квадратичная система мо
жет иметь три предельных цикла вокруг одного фокуса и один -  вокруг второ
го. Такая область существует при наличии у прогнозной кривой двукратных 
предельных циклов точки возврата. Для системы типа 2Р+5,Ю исследования по
казали, что наличие такой точки зависит также и от параметров а20, х„. Так. на
пример, при х0 =  -1  для любого значения а существует некоторое значение па
раметра а2о°, такое что при всех а2о < а20° у прогнозной кривой двукратных пре
дельных циклов не существует точки возврата, т.е. при таких значениях пара
метров а, х0, «го не существует области с тремя предельными циклами. В таб
лице 2 приведены такие значения параметров х0 и а0, что для всех 1/3 < а < а  < 
1 существует значение а20°, для которых не существует области с тремя пре
дельными циклами.

Таблица 2 -  Некоторые «граничные» значения параметров х0, а п для точки воз
врата прогнозной кривой двукратных циклов

х0 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9 -10 1
иа 21/23 35/46 16/23 15/23 14/23 13/23 12/23 1/2 п /2 3  :

Известно8, что распределение (3,1) предельных циклов для системы (9) 
типа 2/7+25,+Л'/ возможно только при значениях а, близких к единице, и боль
ших по модулю значений а20 < 0. Удалось построить системы (9) с распределе
нием (3,1) предельных циклов только для значений а  принадлежащих проме
жутку (1, 1.06 + е), где 0<е< 0.005.

Найдены наборы систем с рассматриваемыми конфигурациями особых 
точек и четырьмя предельными циклами «нормального размера». При этом 
применен метод нахождения максимина при помощи решения соответствую
щей задачи линейного программирования, позволивший дать строгое обосно
вание распределений предельных циклов найденных систем.

Теорема 5. [5] Система (9) при а = 19/23, а20 = -200, х0 ~ -3 , а01  ̂ 0.734. 
а \I = 1.9184 имеет три предельных цикла вокруг фокуса А (1 ,-1 ) и один — во
круг фокуса В (-3 , 1/3).

7 Кооц, К.Е. ТЬе «МзйпЪШюп оЛипН сус1ез т  циас!га1ю $у$(етз \упЬ Гоиг Япке мп$»и!агте8 / К.Ь. Кооц. А. 
2ецеНп§ // .1. оГБ ^егегта! Ециапопз. -  1999. -  Уо!. 151. -  Р. 373-385.

8 Аг1ез, .1.С. 0иас1гапс 5у$1етз \уйЬ 1нпк сус1е& о?погта! 812е / .КС. Аг1е$, 1..А. СЬегкаь, ). ЬПЬге // Ви1е1тис 
Асаёегшее ёе з1ите а КериЬПсП МоШоуа. -  2003. -  Уо1. 41, N 1. -  Р. 31-46.
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Теорема 6. [5) Система (9) при а = 1.01, а21, = -200, х0 = -2 , а<н = 1.5907, 
а\] =  1.42928 имеет распределение (3,1) предельных циклов.

Разработан алгоритм получения квадратичных систем с рассматривае
мыми конфигурациями особых точек и заданными распределениями предель
ных циклов. Построены примеры таких систем, точность полученной оценки 
доказана при помощи построения функции Дюлака-Черкаса [5, 14].

Четвертая глава посвящена изучению предельных циклов некоторых 
классов кубических систем. Рассматривается система Куклеса

Зх Зу 2 2 3 2 2  ̂ / 1—  = у , —  = - х  + а3у  + а1х + а 2ху + а3у  + а 4х + а ъх у + а .ху  + а ,у ' , ( 10)
31 31

где а = (ап... ,а ,)е  К 8. Система Куклеса изучалась многими авторами, однако 

исследования опирались на изучение фокусных величин и нулей функции по
следования в малой окрестности фокуса, в результате чего полученные пре
дельные циклы являлись малоамплитудными.

В четвертой главе предложен алгоритм построения систем Куклеса с раз
личными распределениями предельных циклов. Построены конкретные систе
мы с семью предельными циклами «нормального размера» при помощи метода 
возмущения фокуса.

Теорема 7. [4 ,12] Системы Куклеса, полученные возмущением негрубого 
фокуса из систем г \ , г 2,.. . ,  г7, имеющие коэффициенты.
1) (а ь...,а8) = (-0 .001557931,-0 .0000972697, 0.001244289987, -0.0001854661, 

-0 .00040510386, -0.00152595, 0.0002438116,1.0109257* 10 19);
2) (а\,...,а%) = (-0.388084144, 0.6085178, 0.273209793, -0 .081057854, 

-0 .053796617, 0.146958634, 0.041233235, -1 .605929587*10 |?);
3) (а .....,а8) = (-0.006731954, -0.006667748, 0.005240808, -0 .001555212,

-0 .003110432, -0 .000738076, 0.000794244, -9.787263809* 10 |8);
4) (а ь...,а8) = (-0.001698329, 0.004134915, 0.001845326, -0.000075224, 

0.000954044, -0 .000930819, -0.000446495, 3.453481643* 10-16);
5) (а |,...,а8) = (-0.001763387, 0.001764068, 0.001418821, 0.000746543, 

-0 .000546366,-0.000140595, 0.0000569999, 2.7951587529*10 '18);
6 ) (а,,...,а*) = (-0.003082596, -0.003043328, 0 .005324791,-0.000928337, 

-0 .005499810, -0 .00200999, 0.000557669 ,-8.28894666894661 * 10 |7);
7) (а ,....,а8) = (-0 .006868664-0 .007267781, 0.000997259, 0.000688471, 

-0 .010951413, -0 .000961914, —1.907626459* 10”16)
содерж ат не менее семи предельных циклов вокруг особой точки 0 (0,0).
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В теореме 7 через г \ , г 2, . . . , г 1 обозначены системы Куклеса (10) с а2а7 # 0 ,  

имеющие фокус максимальной кратности, то есть, семикратный фокус. Все 
системы с семикратным фокусом были получены А.П. Садовским9.

Рассматриваются также системы Куклеса с различными распределениями 
предельных циклов. Доказана

Теорема 8. [4] Если система Куклеса (10) имеет два негрубых фокуса и 
порядок одного из них равен двум, то максимальный порядок другого фокуса 
также равен двум.

Построены системы Куклеса со следующими распределениями предель
ных циклов: ((0,7),0), ((0,6),0), ((1,5),0), ((1,4),1), ((2,2),1), ((0,1),3).

Для расширенной системы Куклеса

—  = у ( \  + Ох + Рх2),
Л  ( 11)  
^  = - х  + Ху + Ах2 + 3 Вху + С у2 + Кх3 + 3 Ьх2у  + Мху1 + Л/у3,

с одним восьмикратным фокусом и другим негрубым фокусом удалось постро
ить систему ( 10), имеющую восемь предельных циклов вокруг одного фокуса, 
при этом второй фокус остается негрубым [4].

Далее рассматриваются «укороченные» системы Куклеса с симметрич
ным относительно оси Оу векторным полем

^  = у , Ф- = - х (1 + х2) + (Г0 + т 2) у  + К у \  (12)

^  = у,  ^  = ~ х ( \ - х 2) + {У, + т 2) у  + К у \  (13)

± - у . ^  = х ( 1 - х 2) + (У0 + 1Гх2) у  + К у \  (14)

где Ко, IV, К е К .  Для систем (12 -  14) построены конкретные примеры со сле
дующими распределениями предельных циклов: для конфигурации 2/1+1 Л' -  
((1,1),2), ((2,2),1) ((0,0),3); для 25+1А и А — системы с двумя предельными цик
лами.

Теорема 9. Система Куклеса (12) с коэффициентами У„ = -
0.0052831876, \У =0.2243829694, К = -0.04700867449 имеет точно два пре
дельных цикла, окружающие 0 (0,0).

Теорема 10. Система Куклеса (13) с коэффициентами Уо =  0.00906191, 
IV =  0.886197526, Л= -0 .442  имеет точно два предельных цикла, окружающие 
0 (0 ,0 ) и проходящие через точки (х,°,0), х,0 ~ 0.35, х2 ~ 0.7 .

9 Садовский, А.П. Кубическая система нелинейных колебаний с семью предельными циклами ; А [I 
Садовский // Дифференциальные уравнения. -  2003. -  Т. 39, № 4. -  С. 472 4 8 1.
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Доказательство теорем основывается на построении функций Дюлака- 
Черкаса10 в области существования предельных циклов.

Также в четвертой главе показана возможность перехода от системы Кук
леса к системе типа Льенара. Данное преобразование позволяет для оценки 
числа предельных циклов систем Куклеса применить прогнозный метод, пред
ложенный в первой главе. Примеры в теореме 7 подтверждают справедливость 
выдвинутой гипотезы I .

В конце четвертой главы исследованы предельные циклы кубической 
системы

^ -  = У +  М У \ ~  =  ё ( х ) - е / ( х ) у ,  (1 5 )
ш ш

3
где / ( х )  = ^ а ,х '~] , &(х) = х(1 -  (1 + Ь ) х  + Ьх2^, е,  ц  > 0 . Очевидно, что систе-

ы
ма (15) получена обобщением кубической системы Льенара с квадратичной 
функцией трения.
При помощи преобразования

и = у] 2 0 {х)81§п(х - 1) , 

система (15) приводится к виду

- и - е \  У  А,ик 

Ли у { \  + / иу 2}

Справедлива следующая
Теорема 11. [7] Для того чтобы у  системы (16) точка О  (0 .0  ) являлась 

центром, необходимо и достаточно, чтобы четная часть функции

^ЧМ) = Х Л М* была нулевой, то есть А2/ = 0 , У /е (0 ,+ о о ) .

Из теоремы 11 следует, что для исследования предельных циклов урав
нения (16), а значит и системы (15), необходимо исследовать нечетную часть 
функции Р( и) ,  то есть функцию (р(и) = Г  (и)  -  Р ( - и ) . Этот факт позволяет 
провести оценку числа предельных циклов при помощи прогноза для системы 
Льенара, полученной отбрасыванием множителя (1 +ру  ). Приведены конкрен- 
ты примеры систем (16) с распределениями ( (1,0) ,1), ((0, 1) ,1), ((2,0 ),0), 
((0 ,2),0 ), ((0,0),2), ( (1, 1) ,1) ( (1,0),2), ((0, 1),2).

10 Гринь, А.А. Функция Дюлака-Черкаса в виде полинома для обобщенной системы Куклеса ! А.А. 
Гринь // Аналитические методы анализа и дифференциальных уравнений: Тез. докл. междунар. конф. 14 19 сен
тябрь 2009 г., Минск, Беларусь / ИМ НАНБ; редкол.: А,А. Килбас [и др.]. -  Минск, 2009. -  С. 49.

( 16)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

1) Для параметрических семейств Льенара и квадратичных систем 
разработан алгебраический алгоритм, основанный на обобщении гипотезы 
Смейла, для оценки числа предельных циклов с учетом их взаимного располо
жения [1, 2 ,4 -1 1 , 13, 15].

2) Построены прогнозные бифуркационные кривые и сделан бифур
кационный анализ предельных циклов трехпараметрического семейства куби
ческих систем Льенара с квадратичной функцией трения. Получено разбиение 
пространства коэффициентов рассматриваемого семейства систем на подобла
сти по количеству экстремумов прогнозной функции Андронова-Хопфа. Дока
зано существование систем рассматриваемого класса с распределениями 
( (1,0),0), ((0,0) ,1), ((1,0) ,1), ( (1, 1) ,1), ((2,0),0), ((0,0),2), ( (1,0),2) предельных цик
лов «нормального размера» [4, 11, 13, 16].

3) Получены квадратичные системы с различными конфигурациями 
особых точек и распределениями (3,1) предельных циклов и доказана точность 
распределений с помощью построения функции Дюлака-Черкаса во всей плос
кости. [5, 14]

4) Проведена оценка числа предельных циклов систем Льенара с сим
метричным относительно оси Оу  векторным полем и кубической восстанавли
вающей силой. Построен набор таких систем при помощи разработанного ал
горитма прогноза и метода возмущения, в том числе систем с максимальными 
распределениями предельных циклов. [6, 15, 16]

5) Построены системы Куклеса и их обобщения с распределениями 
предельных циклов: ((1,8),0), ((0,7),0), ((0,6),0), ((1,5),0), ((1,4), 1), ((2,2), 1), 
((0,1 ),3). В частном случае найдены системы Куклеса с симметрией векторною  
поля относительно начала координат с распределениями ((2,2), 1), ( (1, 1),2 ), 
((0,0),3). Получены системы Льенара с двумя особыми точками (седлом и анти
седлом) и пятью предельными циклами и систем Льенара с гремя особыми 
точками (два седла и одно антиседло) и шестью предельными циклами.[1-3, 7 -
10, 12, 13, 16].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Диссертация носит теоретический характер. Результаты работы могут 
быть использованы при исследовании нелинейных динамических систем, в 
теории нелинейных колебаний, биофизике и других приложениях качествен
ной теории. Они также могут найти применение при чтении спецкурсов по ка
чественной теории дифференциальных уравнений.
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РЭЗЮ М Э  
Сщарэнка 1ван ]УНкалаев1Ч 

Л 1М1тавыя цыклы “нармальнага памеру” 
с1стэм Льенара, квадратовых 1 кубичных сктэм

Ключавыя словы: асобы пункт, аутаномная палшам1яльная сютэма, 
кратны фокус, л1М1тавы цыкл, йстэма Куклеса, сктэма Льенара, функцыя 
Дзюлака-Чэркаса, 16-я праблема Гильберта.

А б’ект даследавання -  палшам1яльныя сютэмы аутаномных 
дыферэнцыяльных урауненняу на плоскасщ. Прадмет даследавання -  
л1М1тавыя цыклы С1СТЭМ Льенара, квадратовых 1 асобных класау кубичных 
С1СТЭМ.

М этай ды сертацыйнага даследавання з’яуляеццца распрацоука 
эфектыунага канструктыунага метаду ацэнк1 колькасщ л1М1тавых цыклау з 
ул1 кам IX узаемнага размяшчэння у сямейцы параметрычных аслэм Льенара, у 
квадратовых \ некаторых класах кубичных астэм .

М етады  даследавання. Для даследавання разам з клас1чным1 мета дам! 
якаснай тэорьн 1 тэорьп б1фуркацый выкарыстоуваюцца алгебра1чны падыход 
да даследавання л1М1тавых цыклау “нармальных памерау”, заснаваны на 
ппотэзе Смэйла, 1 таксама метад узбуджэння сютэм с нягрубым фокусам для 
атрымання зададзенай колькасщ л1М 1тавы х цыклау “нармальнага памеру”.

Атрыманыя вын1К1 1 IX нав1зна. У дысертацьп атрыманы настулныя 
новыя вынга:

•  Распрацаваны алгебра1чныя алгарытмы ацэню колькасш \ узаемнага 
размяшчэння л1М1тавых цыклау параметрычных сктэм Льенара 1 квадратовых
С1СТЭМ.

•  Рапрацаваны алгарытмы пабудавання сктэм Льенара, квадратовых 
с1стэм, с1стэм Куклеса 1 IX абагульненняу з розным1 размеркаванням1 л1м1тавых 
цыклау.

•  Праведзена абгрунтаванне дакладнасщ некаторых размеркаванняу 
пры дапамозе пабудавання функцьп Дзюлака-Чэркаса.

Рэкамендацьп па выкарастанш  1 сфера прымянення. Дысертацыя 
з ’яуляецца тэарэтычным дасследаваннем. Вышю працы могуць быць 
выкарыстаны пры даследаванш нелшейных дынамлчных астэм , у тэорьп 
нелшейных ваганняу, б1яфшцы 1 шшых дастасаванняу якаснай тэорьп 
дыфференцыяльных урауненняу. Яны таксама могуць быць выкарыстаны пры 
чытанш спецкурсау па якаснай тэорьп дыферэнцыяльных урауненняу.
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РЕЗЮ МЕ  
Сидоренко Иван Николаевич  

П редельные циклы «нормального размера» систем Льенара, 
квадратичных и кубических систем

Клю чевые слова: автономная полиномиальная система, кратный фокус, 
особая точка, предельный цикл, система Куклеса, система Льенара, функция 
Дюлака-Черкаса, 16-я проблема Гильберта.

Объект исследования -  полиномиальные системы автономных диффе
ренциальных уравнений на плоскости. Предмет исследования -  предельные 
циклы систем Льенара, квадратичных и отдельных классов кубических систем.

Целью диссертационного исследования является разработка эффектив
ного конструктивного метода оценки числа предельных циклов с учетом их 
взаимного расположения для параметрических семейств систем Льенара, квад
ратичных и отдельных классов кубических систем.

М етоды исследования. Для исследования наряду с классическими мето
дами качественной теории и теории бифуркаций используется алгебраический 
алгоритм исследования предельных циклов «нормального размера», основан
ный на гипотезе Смейла, а также метод возмущения систем с негрубым фоку
сом для получения заданного числа предельных циклов «нормального разме
ра».

Полученные результаты и их новизна. В диссертации получены сле
дующие новые результаты:

•  Разработаны алгебраические алгоритмы оценки числа предельных 
циклов с учетом их взаимного расположения параметрических семейств систем 
Льенара и квадратичных систем.

•  Разработаны алгоритмы построения систем Льенара, квадратичных 
систем, систем Куклеса и их обобщений с различными распределениями пре
дельных циклов.

•  Проведено обоснование точности некоторых полученных распре
делений проводится при помощи построения функций Дюлака-Черкаса.

Рекомендации по использованию и сфера применения. Диссертация 
носит теоретический характер. Результаты работы могут быть использованы 
при исследовании нелинейных динамических систем, в теории нелинейных ко
лебаний, биофизике и других приложениях качественной теории. Они также 
могут найти применение при чтении спецкурсов по качественной теории диф
ференциальных уравнений.
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Пепагё, \\еак Гоа.

ТЬе оЬ]ес( оГ 1Ие гезеагсЬ 18 зузгетз оГ аиюпотоиз ро1упот1а! сПН'егепГла! 
ес]иа1:]оп8 оп 1Ье р1апе. ТЬе зи^ес! оГ 1Ье гезеагсЬ -  13 Н тк сус1ез о Г зузгетз оГ 
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