
УДК 517+530.1
B.C. НОВАШИНСКАЯ

О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
СОЛ ИТОНОВ ДЛЯ (2+11-МЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 

ЗАХАРОВА -  КУЗНЕЦОВА С ДИСПЕРСИОННЫМИ 
ЧЛЕНАМИ ПЯТОГО ПОРЯДКА

Известно [1], что вопрос о существовании нетопологических солитонов для  
(2+1)-мерного уравнения Захарова -  Кузнецова представляет значительный ин
терес для приложений. В работе на основе прямого метода из [2] строятся нето
пологические солитоны (2+1)-мерного уравнения Захарова -  Кузнецова с дис
персионными членами, содержащими производные пятого порядка. Отметим, 
что в [3] на основе теории возмущений исследовалось обобщенное уравнение 
КДФ  с производными пятого порядка.

Понятие нетопологического солитона [1, 4, 5, 6] связывается с его 
поведением на бесконечности и формой его огибающей. Как правило, эта 
форма представляет собой колоколообразную функцию, которая моде
лируется выражением [1]

и(%) = АсИ~р р >  0, 
где £ -  фазовая переменная, А ~ амплитуда солитона. В настоящей 
работе эта формула выведена прямым интегрированием соответствую
щей краевой задачи.

Рассмотрим (2+1)-мерное уравнение Захарова -  Кузнецова пятого 
порядка

du / 2тч 5м , дъы дъи д5и д5и _ л /п---- h (ci,U ) -h (U-yU )------h -----— + <ЛА--— + (X,--— + --------- — — 0, AW >0(1)
8t ' dx 2 8y 3 dtdx1 4 dxdy2 5 5xs 6 8 /

с произвольными действительными коэффициентами. Волновое реше
ние будем строить в виде бегущей волны

u(t,x, у) — /  (<̂ ), £, =kx + ly-G)t, (2)
где к, 1,6) -  произвольные действительные числа. Подставляя (2) в (1), 
найдем

-  o f  (4) + ( £ ) / ’(#) + а # 2" (<f ) / ’(#) -  агшк2/ (3) (<f) + a4kl2f™(4)  +

+ а5А 7 '5,« )  + й / / (5)« )  = 0
или

г trts “г If2”*'(4) , 2 ,(2) /Es , , 2 , (1), n[-(of (£) + - 4 ----^  ----pz -  a,ak2f 2) (£) + atkl2f m (£) +
2m +1 2m +1

+ а5* 7 <4)( £ ) + ^ 7 <4)« )] ' = о.
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Интегрируя последнее уравнение один раз по £ и полагая постоян
ную интегрирования равной нулю, получим

- с о т  + (а1* + f 2"*'(g) + («4 -а,а>е)Г(1;) + (а5е  + а / )/""(& = 0
2т + 1

или

/""(5 ) + */"(£) = ь /й )  + с /2и+1, (3)
где

_ a4kl2 -  a3cok2 ^  ̂ + я2/)
а5к5+а615 ’ ask5+a6l5’ (2w + l)(a5A:5 +a6l5)

Уравнение (3) -  нелинейное дифференциальное уравнение четвер
того порядка. Добавим к нему краевые условия

/  (±оо) = 0, /Ч±оо) ^ 0. (4)

Краевая задача (3), (4) определяет существование нетопологическо
го солитона. Для ее решения заметим, что уравнение (3) представляет 
собой линейную комбинацию второй и четвертой производных, которая 
должна быть полиномом по /  степени не выше (2т + 1 ). Это условие 
выполняется, если взять вторую производную в виде

/"(« ) = 4 / « ) - Л / и+1« ) > (5)
где AV A2 ~ производные действительные числа.

Действительно, из (5) последовательно найдем

/ '" ( £ )  = 4 / ' ( ! )  ■- (т + 1 )4  / ” « ) / т

/""(£ ) = Д/"(<?) -  «(">+1) А / ”4 (£ )[ / '« )]2 -  ( и + 1И/"(<Г)/"(£)-
Очевидно, что первое и третье слагаемое в сумме представляют собой 
полином по /  степени не выше (2т +1). Чтобы определить степень вто
рого слагаемого, проинтегрируем один раз уравнение (5). Для этого обо
значим / '(£ )  = z(g). Тогда

dz dz d f  dz/"(£ ) = —  = ------ = —  z.
d$ d f d$ d f

Следовательно, уравнение (5) запишется в виде

d f  1 2
ИЛИ

zdz = { A J - A J " + ' ) d f .  (6)

Из (6) с учетом краевых условий (4) найдем
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z2 f 2 А_ _____ д  _________ 2 j r m +2

2 ~ ' 2 т + 2
ИЛИ

? А
z2 = [ / '( f ) ]2 = 4 / 2- ^ r / " +2- (7)т + 2

Таким образом, слагаемое m(m + l)A2f m~1(g)[fX%)]2 является поли
номом степени не выше (2т + 1) и вместо уравнения (3) можно исследо
вать уравнение (5) с краевыми условиями (4).

Из (7) получим

(8)
ад V т + 2

где знак “минус” указывает на убывание решения на бесконечности. Из 
(8) найдем

/ - J ----------- dl---------- г = —£+ £»
Г 2 А ЪД  ^ 2  _ ■ b s lj  г т +2

1 т + 2

где -  произвольная постоянная. Вычислим интеграл I. Для этого обо
значим Р  = S. Тогда 2fds = ds. Отсюда найдем

2 d f  _ ds

Следовательно,

1г ds
~ 2 * г  -I1 ’

\ а 2А2 ?12s А ,------ — s 2
т + 2

т

Введем новую переменную h = s 2 . Тогда

тп —1 dh = — s 2 ds 
2

или

2 dh _ ds 
mh s

В результате получим
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/ s i r ------ iL—
m Г 2A Ti h Ax- ^ h  

m +  2

Сделаем замену переменной h по формуле

A - ^ f ~ h = 0 2, 
т + 2

где в  -  новая переменная. Тогда

/ ,= (т + 2 ) (Д_612)
2 4

И

dh _ 26dQ
~h~~ Ax- e 2'

Следовательно, получим

2 г d6 c t

Из (9) найдем, если Ах> 0, что

(10)

Обозначим

ехр

Тогда из (10) получим

> - Ч £ )
Следовательно,

2_
т

_  2 (т  +  2 ) А { е _  (т +  2)Ах 1
= [_ — \ ! ^  *  s= 2А2 см л  •

= => /(£ )  = " c h ^ U m ^ - Ц ,

2 (Н)
Ах >0, Л2 > 0.
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Таким образом, формула (11) моделирует нетопологический солитон 
краевой задачи (5), (4). Сформулируем окончательный результат. 

Теорема 1. Краевая задача (5), (4) имеет решение вида

если Ах > 0, А2 > 0 .
Тем самым получена форма нетопологического солитона, приведен

ная в работе [1].
Чтобы определить неизвестные коэффициенты Ах, Л2 через величи

ны а,Ъ,с и найти законы распространения нетопологического солитона, 
подставим следующий анзац

/ ( £ )  = г с/ ^  { « (£ -£ ,) }  (12)

в уравнение (3), где Г > 0 _ амплитуда солитона, а ~ произвольный 
параметр. Для этого найдем соответствующие производные:

/ '(£ )  = -/Ж ach~^\Ti)sh(ii),

/" (£ ) = + 1)Гa 2ch~M~2(rj)sh2(rj) -  /лТa 2ch~^(r\),

/" '(£ )  = ~М(М + Ш  + 2)Г a 3ch~M~3 (rj)sh3 (г/) +

+ \l^i(ju-¥\)Ta3 + //2Г a 3]ch-M-l(ii)sh(7i),
(13)

/ " " ( £ )  =  ЛГa 4ch^-\r})sh\j])  -  A f  a 4 ch~M~2 (7i)sh2 (?]) +  X2T a 4ch-M(rj),

2
ju = — , rj = a ( £ - ^ \  Я = ju(ju + l)(ju + 2)(ju + 3), 

m

/lj = +1 )(6/i + 8), X2 = 3 fj2 + 2 ц.

Подставляя (13) в (3), найдем

Xich\rj) + x 2ch2(rj)sh2(ri) + х 3̂ \ ф  = сГ2т, (14)
где

%х = Я2а 4 -  ajua2-b ,  %2 = aju(ju + Y)a2 -  \ а 4, = Ясс4.
Из уравнения (14), используя линейную независимость функций 

е4п, е2*1, е°, е~211, e~Al1, получим

____________________________ МАТЭМАТЫКА, Ф131КА, Б1ЯЛ0Г1Я___________ 27
Эл
ек
тр
он
ны
й 
ар
хи
в 
би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 и
ме
ни

 А
.А

. К
ул
еш

ов
а



е*1 ■ Xi+X2+Z3=0,  

e~4rl ■ Z i +Z 2+Z3=0’

e2l? '■ Z1-Z s= 0 ,  (15)

e~2ri ’ Z i - Z 3 = 0’ 

e°: 3Z l - Z2+3Z3= 8 c r2m.

Следовательно, справедлива
Теорема 2. Для  того чтобы краевая задача (3), (4) имела решение 

вида (12), необходимо и  достаточно, чтобы выполнялись соотношения 
(15).

Из соотношений (15) найдем

Ж1=Жз> Z i = - 2 Z ^  Z3= cr2m• ( 16)
Соотношения (16) можно переписать в виде

Я2а 4 - а/ла1 -Ь  = Яа4, а/л(/л + \)~ А^а2 = -2Яа2, Яа4 =сГ2т. (17)
Они связывают коэффициенты уравнения (3) а,Ь, с с параметрами 

а, Г солитона (12). Из (17) следует, что с > 0, и, кроме того,

0̂ 2 ^ Я
2(/л2 + 2/Л + 2У ~ 2( / /  +2// + 2)Vc ’

( 18)
Ь = —(Я2 -Я .)Г 2” + ----- --------------, а<  0.

Я 2(// +2/( + 2)

Соотношения (18) являются законами распространения нетопологи
ческого солитона (12). Если хотя бы одно из них не выполняется, то 
распространение солитона (12) невозможно.

Выразим неизвестные коэффициенты Av А2 уравнения (5) через 
а ,Ь ,с . Имеем

Х,=сТ2т => Яа4 =сГ2т. (19)
Из формулы (11) находим

а = - т ^ ,  Г" = (т  + 2М  (20)
2 2 4

Подставляя (20) в (19), получим

_ 2(т + 2)у[с
2 т24 я

Найдем коэффициент Д . Из (18) имеем
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a 2 = i W ± l )  ^  1 т 2Д = °М(М±  О ^
Хх - 2 Х  4 1 Хх - 2 Х

_ 4я//(// + 1) _ 2 а

1 т 2(Хх - 2 Х )  m 2(ju2 +2/U +  2)

Таким образом, в работе полностью решен вопрос о законах распро
странения нетопологических солитонов для уравнения Захарова -  Куз
нецова пятого порядка.

Полученные результаты могут быть использованы для исследования 
нетопологических солитонов систем связанных уравнений КДФ и Заха
рова -  Кузнецова [7, 8].
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