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УДК 517.925.42
И.Н. СИДОРЕНКО

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ 
“НОРМАЛЬНОГО РАЗМЕРА” 

УКОРОЧЕННОЙ СИСТЕМЫ КУКЛЕСА 
С СИММЕТРИЕЙ

В настоящей работе предложены методы построения укороченной системы 
Куклеса с симметрией и различными распределениями предельных циклов "нор­
мального размера" (т.е. циклами, которые могут быть построены численными 
методами). Рассматриваются системы Куклеса, которые имеют в конечной части 
плоскости специальные конфигурации особых точек. Построены конкретные при­
меры рассматриваемых систем Куклеса. Для доказательства точности получен­
ных распределений используются функции Дюлака -  Черкаса.

1. Введение
В работе [1] рассматривалась система Куклеса

— = У, — = ~х + а%у + ахх2 + а2ху + аъу2 + а4хг + а5х2у + а6ху2 + а7у3, (1)
dt dt

где а = (ар..., Og) е К8. Там же дан обзор основных результатов известных 
по системе (1). Сформулируем некоторые из них. Впервые проблема 
различения центра и фокуса для особой точки О (0, 0) системы (1) 
была рассмотрена И.С. Куклесом в 1944 [2], где были получены прак­
тически все условия центра для системы (1). В работе [3] без вычисле­
ния фокусных величин были найдены достаточные условия центра, ко­
торые, как выяснилось позже, оказались и необходимыми [4]. Пробле­
ма центра и фокуса для случая а7 = 0 была решена в работах [5, 6], 
причем в работе [6] доказано, что в этом случае существуют системы
(1) с а7 = 0, имеющие пять предельных циклов. Случай, когда а2 = 0 
рассматривался в работах [7, 8], где проблема центра фокуса решалась 
путем анализа фокусных величин и было также доказано существова­
ние системы (1) с шестью предельными циклами. Для общего случая 
а2апФ 0 проблема центра и фокуса решена в [9, 10]. Найденные там 
условия центра требуют вычисления пяти фокусных величин, однако, 
система (1) в этом случае может иметь негрубый фокус 0 (0 ,0 ) седьмо­
го порядка, и это -  максимальный порядок негрубости. Таких систем 
всего семь, и все они выписаны в [10]. В [11] найдены необходимые и 
достаточные условия существования у систем (1) двух центров. В [1] 
предложены методы построения систем Куклеса с различными распре­
делениями предельных циклов “нормального размера” [12] (т.е. пре­
дельными циклами, которые могут быть построены численными мето­
дами). При помощи этих методов построены системы Куклеса со следу­
ющими распределениями предельных циклов: ((0,7),0), ((0,6),0), ( (1,5),0),Эл
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((1,4),1), ((2,2), 1), ((0,1),3). Здесь, например, распределение ((0,1),3) 
означает, что вокруг левого антиседла предельных циклов нет, вокруг 
правого -  не менее одного предельного цикла, и не менее трех предель­
ных циклов, окружающих группу особых точек. Для расширенной сис­

темы Куклеса (в которой первое уравнение системы (1) заменяется

уравнением — = у(\ + Dx + Рх2) , Р, D е М) с одним фокусом кратности 
dt

восемь и другим негрубым фокусом удалось построить систему, имею­
щую восемь предельных циклов вокруг одного фокуса, при этом второй 
фокус остается негрубым.

В настоящей работе рассматриваются укороченные системы Куклеса

^  = У, ^  = ~x(\  + x 1) + (v ,+W x2) y  + Ry1, (2)

Yt=y’ ^ = -x(1-x2)+(v°+Wx*)y+Ry1 • (3>

~  = ^  =  x ( l - x 2) + (V0+Wx2) y  + R y \  ( 4 )

где V0, W, R -  действительные числа. Системы (2-4) имеют векторные 
поля симметричные относительно начала координат. Целью данной ра­
боты является построение всевозможных распределений предельных 
циклов у рассматриваемых систем, а также доказательства точности по­
лученных результатов при помощи построения функции Дюлака -  Чер­
каса.

Сформулируем некоторые предварительные результаты, которые по­
надобятся в дальнейшем.

2. Предварительные результаты
2.1 Метод построения систем с максимальным числом предельных 

циклов нормального размера с помощью возмущения кратного фоку- 
са [1]

Рассмотрим систему

^  = Р(х,у,а), Ц -= Q (x,y,a), (5)
dt dt

где Р, Q -  полиномы от переменных х, у, а -  вектор их коэффициентов. 
Пусть при а = а0 система (5) имеет негрубый фокус О (0,0) кратности к. 
Тогда можно определить функцию последования А(х0, а) = х(Т, х0, а) — х0, 
где x(t), y(t) -  решение системы (5), х(0) = хО, у(0) = 0, Т -  период обхода 
дуги соответствующей траектории вокруг особой точки О (0,0). Выберем 
на промежутке / =  \р, q],p >  0 точки хг, ..., хк+1 и рассмотрим функцию 
последования А (x.,aQ + А а), х е I , А а некоторое возмущение системы (5). 
Разложим функцию последования в ряд Тейлора в окрестности точки а0,Эл
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учитывая, что А(х., а°) ф  0, т.к. траектории в окрестности а0 являются 
спиралями. Тогда

п
А , а0 + А<̂  = А , а0) + tp (/, j ) Acij + о (А<я),

7=1

дА(хп а°)
где tp (i,j) ~ — ------ - находятся численно. Как известно [14], вопрос о

да1
числе предельных циклов у системы (5) эквивалентен вопросу о числе 
достаточно малых действительных корней функции последования. По­
этому потребуем, чтобы в точке jc1 функция последования была отрица­
тельна (положительна), если фокус устойчивый (неустойчивый), в точке 
х2 положительна (отрицательна) и т.д. При этом Аа должны быть доста­
точно малыми, чтобы о(Аа) в разложении Тейлора не влияло на знак 
функции последования. Все перечисленные условия соответствуют зада­
че линейного программирования

(  п \  _____
Z —»min, ±(-1У А^х;,а0̂  + ̂ /^ ( / ,7)Аа7. > 0, i = \,k + l, jAtfJ < L . (6)

V i =1

В неравенствах (6) выбираем знак “плюс”, если фокус неустойчивый, 
и знак “минус” -  в противном случае. Если задача (6) имеет решение 
А а = А а , L=L*, то проверяем неравенства (-1)' А (х,, А а ) > 0, / = 1, к +1, если 
они выполняются, то система (5) имеет, по крайней мере, к предельных 
циклов. Если же неравенства не выполняются и А а* >  1 и при последую­
щих итерациях увеличивается, то это означает, что метод расходится. Если 
неравенства не выполняются и А а* <  1, то систему можно “улучшить”, 
взяв вместо точки а0 точку а0+Аа* сделав, таким образом, процесс “улуч­
шения” итерационным. Здесь важно следить за тем, чтобы, улучшая систе­
му, мы не пришли к системе с центром. На каждом шаге итерации знак 
функции А(х,а° + Аа*) должен проверяться на более мелкой сетке узлов.

Замечание 1. С помощью описанного метода можно также “передви­
нуть” или “раздвинуть” предельные циклы, полученные другими методами.

2.2 Построение функции Дюлака -  Черкаса.
Рассмотрим систему

^  = P ( x , y ) , ^  = Q(x,y), (7)
где Р(х,>>), Q(x,y) еС 1 (О), Q c R 2.

Определение. Функция ̂ (х, у) называется функцией Дюлака -  Черка­
са для системы (7) в области f i c l 2, если существует такое к е К , к ф  0 
что справедливо неравенство

ЯШ ЯШ
0 = № f tv ( / )  + —  Р +— Q>0(<0) , \ / (x , y )eQ.  

дх ду
где / =  (Р, Q).Эл
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Замечание 2. Если функция W(x, у) является функцией Дюлака -  

Черкаса, то функция является функцией Дюлака в
классическом смысле в каждой из областей Ч* >  О, 'F <  0.

В работе [15] Л.А. Черкасом получено обобщение критерия Дюлака 
для односвязной области.

Теорема 1. [15] Пусть в односвязной области Q c l 2 система (7) 
имеет единственную особую точку -  антиседло A, div / (А) ф  0, /  = (P,Q). 
Пусть также функция ^ (х ,^ ) е С1 (Q) при некотором значении к е Ш, к < 0, 
удовлетворяет условию

дЧ* дЧ*Ф = т ™ / + — p + — q > о,
дх ду

при этом уравнение чр (х, у) -  0 определяет гнездо из q вложенных друг в 
друга овалов. Тогда в каждой q- 1 из двусвязных областей, ограниченных 
соседними овалами, система (1) имеет точно один предельный цикл, а в 
целом в области Q она имеет не более q предельных циклов.

Для точной оценки числа предельных циклов конкретной системы 
Куклеса будем использовать следующую теорему, основанную на редук­
ции к задаче линейного программирования.

Теорема 2 [16]. Полином (х, у) = ̂  x¥i (х) yn~x, ne N, является функци­
ей Дюлака -  Черкаса дня системы (1) в полосе Qx = |(х, у): х е [х р хл?о], yeMj, 
если имеет место условие

Ф(х,у) = Ф„+, ( х ) / ч- ' + Ф Л х ) / + -  + Ф1М->' + Фо(х)>0 . (8)
для выполнения которого существуют конструктивные методы редукции 
Ф(х,у):

а) неравенству Ф = Ф0(х) >  0, где равенство нулю всех остальных 
коэффициентов достигается за счет решения системы из п линейных 
дифференциальных уравнений относительно п функций 'F(x);

б) полиному, у  которого при всех нечетных степенях ур все коэффициен­

ты Ф(х) = 0, при четных степеняхур все Фр (х) > 0, а Ф0 (х) > 0 Vx е [xj, х^ J .
Для реализации метода б) применимы следующие алгоритмы:
1) Если а1 Ф 0, то при нечетном (четном) n+ 1 функции ^ (х), Т2(х), 

*Р4(х), ..., f  2(i)  ( Щ х), Щ х), Щ х), ..., Щ 2(х)) выбираются произволь­
ным образом, а функции !Р3(х), ^ (х ) , ..., Щ ^х) ( ^2{х), ^ (х ), ..., 
*P_1(jc)) последовательно алгебраически выражаются через них из усло­
вий = 0, ..., Ф 3 = 0 (Ф й s  0, ..., Ф 3 s  0);

2) При нечетном (четном) n + 1 произвольными выбираем функции 
Щ х), Щ х), Щ х), ..., Щ ,(х) (Щ х), Щ х), ..., Щ ,(х)), а функции Щ х), 
Щ х), ..., Щ х) ( Щ х), Щ х), ..., *Рп(х)) находятся через них с помощью 
решения линейных дифференциальных уравнений Ф п_1 = 0, ..., Ф 1 = 0;

3) Все функции ‘/'(х) из W выбираются произвольным образом.
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3. Укороченная система Куклеса с одной особой точкой в конечной 
части плоскости.

Рассмотрим систему (2)

^  = У, ̂  = - x ( \  + x2) + (V0+Wx2)y  + Ry\

Она имеет единственную особу точку в конечной части плоскости 
0(0,0), которая является антиседлом. Как показывает проведенный ана­
лиз фокусных величин, фокус может быть кратности 2. Построим систе­
му Куклеса (2) с двумя предельными циклами нормального размера.

Для того чтобы система (2) имела двукратный фокус необходимо 
выполнение условий:

V0 = 0, W= -3R. (8)
Пример 1. Рассмотрим систему (2) 

при V0 = 0, R = -0.07, W = 0.21 и с ее 
помощью найдем систему Куклеса с 
двумя предельными циклами, т.е. к = 2. 
Их будем искать на промежутке [0.3,
0.9]. Для этого зафиксируем точки 
х=0.3+0.3(/-1), i = l,k + \ и будем воз­
мущать систему (8) методом, представ­
ленным в пункте 2.1. После примене­
ния метода получим систему (2) с 
(V0, W, R) = (-0.000111, 0.038824, 

-0.010827), имеющую два предельных цикла, которые проходят пример­
но через точки (х.°,0), х° е {0.3, 0.5} (рисунок 1).

Замечание 2. Описанным методом также можно возмущать и грубый

Пример 2. Рассмотрим систему (2) 
при V0 = 1, R = -2/7, W = -12/7, в 
этом случае она имеет грубый фокус в 
начале координат. Найдем с ее помо­
щью систему Куклеса (2) с двумя пре­
дельными циклами (к = 2). Их будем 
искать на промежутке [0.3, 0.9]. Для 
этого зафиксируем точки х=0.3+0.3(/-1),
i = l,k + l и будем возмущать систему
(2) методом, представленным в пунк­
те 2.1. После трех итераций получили 

систему (2) с (V0, W,R) = (-0.0052831876, 0.2243829694, -0.04700867449), 
имеющую два предельных цикла, которые проходят примерно через точ­
ки (х°,0), дс® е {0.5, 0.8} (рисунок 2).

Теорема 3. Система (2) с коэффициентами V() =  -0.0052831876, 
W = 0.2243829694, R = -0. 04700867449 имеет точно два предельных цик­
ла окружающие 0(0,0).

Рис. 2. Предельные циклы 
системы (2) с коэффициентами 

из примера 2

Рис. 1. Предельные циклы 
системы (2) с коэффициентами 

из примера 1
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Доказательство: Функцию Дюлака -  Черкаса будем искать в виде
п

полинома Ч' (х,у) = ̂  4х,. (х)уп степени п~ 1 = 4 в полосе I = [-1.2, 1.2].
По теореме 2 для этого необходимо проверить 
выполнения условия (8), причем Ф(х, у) бу­
дем искать в виде полинома у которого при 
всех нечетных степенях у  все коэффициенты
Ф (х)=0, а при четных степенях у  -  Ф (х) > 0,
а Ф0 (х) > О Vxe | х,, хщ |, Зафиксируем к = -4/3,
и выберем на промежутке /  равномерную сет­
ку с N{} = 422 узлами. Так как п = 5, то произ­
вольными будем выбирать функции Р̂2(х),
*F4(x), а функции Щ х), f^(x), Щ х) находятся 
через них с помощью решения линейных диф­
ференциальных уравнений Ф = 0, Ф 3 з  0, Ф 2 я 0, Ф 5 = 0.

В результате получим 
Г(0, у) = 0.072164684 -  5.55612*10“127  -  1.02817/ -  6.29723ПО-10/  + / ,  
которая в = {(х, у) : х е [-1.2,1.2], у<=Щ определяет два вложенных друг 
в друга овала (рисунок 3), а следовательно, по теореме 1 система (2) с 
коэффициентами К0 = -0.0052831876, Ж=0.2243829694, R =  -0.04700867449 
имеет точно два предельных цикла.

Рис. 3. Овалы кривой 
^(х, у) для системы (2)

4. Система Куклеса 2S+1A и симметричным векторным полем
Рассмотрим теперь систему (3)

dyу,, 4 : = - * ( l-x ^  + ̂ +W x^y + Ry1dx
dt dt

Она имеет три конечные особые точки, две из которых седла ^(-1,0) и 
^(1,0) и одно антиседло 0(0,0). Как показывает проведенный анализ 
фокусных величин, фокус может быть кратности 2. Построим систему 
Куклеса (3) с двумя предельными циклами нормального размера.

Пример 2. Выберем коэффициенты в 
системе (3) таким образом, чтобы фокус 
0(0,0) был двукратным. Для того чтобы 
первая фокусная величина равнялась 
нулю, необходимо, чтобы

W
R = -

Рис. 4. Предельные циклы 
системы (3) с коэффициентами 

из примера 2
Зафиксируем V0 = 0.1, W -  1 тогда 

R = 100/303, система (3) при таких значе­
ниях коэффициентов имеет двукратный
фокус. С ее помощью найдем систему Куклеса (3) с к = 2 предельными 
циклами. Их будем искать на промежутке [0.2, 0.8]. Для этого зафикси­Эл
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руем точки х. = 0.2 + 0.1 (/ -  1), i = \,k + l и будем возмущать систему (3) 
методом, представленным в пункте 2.1. После двух итераций получим 
систему (3) с (VQ, W,R) = (0.00906191, 0.886197526, -0.422), имеющую два 
предельных цикла, которые проходят примерно через точки (х.°,0), 
х.° е {0.35, 0.7} (рисунок 4).

Теорема 4. Система (3) с коэффициентами V0 = -0.00906191, 
W = 0.886197526, R = -0.442 имеет точно два предельных цикла окружа­
ющие 0(0,0).

Доказательство: Функцию Дюлака -  Черкаса будем искать по алго­
ритму описанному при доказательстве теоремы 3, при к = -4/3, п = 5 в 
полосе / =  [-1.2, 1.2].

В результате получим 
Г(0, у) = 0.0080281952 -  1.5149*10-12у + 0.354027/ -  1.15884*10-“/  + / ,  
которая в = {(х, : х <е [-1.2,1.2], у е К} определяет два вложенных друг
в друга овала, а следовательно, по теореме 1 система (3) с коэффициен­
тами V0 = -0.00906191, W = 0.886197526, R = -0.442 имеет точно два 
предельных цикла.

Так как система (3) имеет седла 4̂(—1,0) и £(1,0), а функция Дюлака -  
Черкаса построена в полосе [-1.2, 1.2] и в этой полосе она является 
положительной, то можно утверждать, что полученная оценка является 
справедливой во всей плоскости Оху.

5. Система Куклеса 2A+1S и симметричным векторным полем
Рассмотрим теперь систему (4)

Она имеет три особые точки: седло 0(0,0) и два антиседла Л(-1,0) и 
£(1,0). Построим конкретные примеры систем (4) с различными распре­
делениями предельных циклов с помощью описанных выше методов. 
Очевидно, что система (4) является обобщением кубической системы 
Льенара с квадратичной функцией трения [17]. При построении конк­
ретных примеров систем (4) можно возмущать систему Льенара

Пример 3. Построим систему Куклеса (4) с максимальным числом 
предельных циклов, окружающие все особые точки. За первоначальную 
систему возьмем систему Льенара с симметрией (8) при F0 = -1.8, W = 1, 
имеющей один предельный цикл, окружающий все конечные особые точки. 
Так как система (4) имеет только три параметра, которые можно изме­
нять, не нарушая структуру системы, то по замечанию 2 к можно выби­
рать не больше чем 3. Зафиксируем к = 3, предельные циклы будем 
искать вокруг всех трех конечных особых точек на промежутке [1.45, 
2.125]. Для этого зафиксируем точки х. = 1.45 + 0.27 (/ -  1), i = \,k + \, и 
выбрав в неравенствах (6) знак будем возмущать систему (4) мето­Эл
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Рис. 6. Предельные циклы 
системы (4) с коэффициента­

ми из примера 3

дом, представленным в пункте 2.1. Пос­
ле трех итераций получим систему (4) с 
(VQ, W, R) = (0.004889, -0.006887975, -  
0.0007955364), имеющую три предельных 
цикла, которые проходят примерно че­
рез точки (х°,0), х° е {1.45, 1.72, 1.98}
(рисунок 6).

Аналогичным способом строятся си­
стемы (4) с распределениями ((2,2), 1) и 
((1,1),2) предельных циклов.

Пример 4. Система (4) при 
V0 = 0.04919, W = -0.048732,
R= 0.023424, полученная при помо­
щи метода, представленного в 2.1, 
имеет распределение ((2,2), 1) пре­
дельных циклов (рисунок 7). В каче­
стве первоначальной системы здесь 
также взята система Льенара (8) при 
V0 = 1, W = -1.13 с распределением 
((1,1),1) предельных циклов, а метод 
применяется только для особой точ­
ки £(1,0), а за счет симметричности 
векторного поля число предельных
циклов вокруг особой точки 4̂(—1,0) будет таким же. Причем, в данном 
случае возмущения, проводимые над коэффициентами, не оказывают 
влияния на внешний (окружающий все конечные особые точки) пре­
дельный цикл.

Пример 5. Система (4) при V0 =
-0.00394067, W = 0.0048241274,
R = 0.0004215 имеет распределение 
((1,1),2) предельных циклов (рисунок 
8). В качестве первоначальной систе­
мы здесь также взята система Льена­
ра (8) при V0 = 1, W= -1.13 с распре­
делением ((1,1),1) предельных циклов, 
а метод применяется для группы осо­
бых точек (Л (-1,0), 0(0,0), £(1,0)), 
причем возмущения не влияют на 
предельные циклы, окружающие каж­
дый из фокусов.

Рис. 7. Пять предельных циклов 
системы Куклеса 

в распределении ((2,2), 1)

Рис. 8. Фазовый портрет 
системы Куклеса (4) 

с распределением ((1,1),2)
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