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В настоящей работе исследуется семейство кубических систем Льенара, имеющее в ко­
нечной части плоскости два антиседла (2А) и одно седло (13). Известно, что количество ма­
лоамплитудных предельных циклов для рассматриваемого семейства равно 2. Целью данной 
работы является разбиение плоскости параметров системы на области, в каждой их которых 
система имеет заданное распределение предельных циклов. Рассмотрены и улучшены методы 
построения конкретных систем Льенара с наперед заданным количеством предельных циклов, 
окружающих группу особых точек. Выдвинута гипотеза об отсутствии предельных циклов, 
окружающих группу особых точек у  систем рассматриваемого типа.

Ключевые слова: предельный цикл “нормального размера”, система Льенара, метод про­
гноза.

где Дх) и %(х) -  полиномы третьей степени, н е -  малый параметр >0. Будем рас­
сматривать системы (1), которые в конечной части плоскости имеют три простые 
особые точки -  два антиседла (2А) и одно седло (15). Известно [1], что количество 
малоамплитудных предельных циклов для рассматриваемого семейства систем 
равно трем.

Целью данной работы является оценка максимального числа предельных ци­
клов “нормального размера” [2] для систем (1) с учетом их различных распределе­
ний вокруг особых точек.

Основная часть
Системы Льенара известны тем, что все особые точки располагаются на оси 

Ох и седла чередуются с антиседлами. С учетом сказанного семейство систем (1) 
можно привести к каноническому виду:

где ь  е К, е > 0 • Поместим в точку 0(0; 0) седло, а в точку .Е (1, 0) -  антиседло, 
тогда I  < 0. В данной работе применяются модификация прогнозного метода 
оценки числа предельных “нормального размера” [2; 3; 4], а также конструктив­
ных методов возмущения систем с центром при помощи функций последования 
и Мельникова. Построены примеры конкретных систем с максимальным числом 
предельных циклов, окружающих все конечные особые точки, а также наиболее 
интересные распределения предельных циклов. С помощью метода прогноза [2]

Введение
Рассматривается система Льенара вида

0 )

(2)
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произведено разбиение плоскости параметров на области с заданным распределе­
нием предельных циклов.

1. Предварительный результат
Рассмотрим основные методы, используемые для исследования распределе­

ний предельных циклов систем (2).
1.1. Метод прогноза Смейла для систем Льенара [5]
С. Смейл в своей работе [5] поддержал гипотезу о том, что система Льенара (3)

% . у - < г ( х ) , ± ~ г ( х ), (3)

в случае §(х) = х, а Р(х) -  полином степени 2к+\ и Р(0) = 0, может иметь не более к 
предельных циклов вокруг антиседла 0(0,0).

Гипотеза 1. В пространстве параметров системы (3) с ^(х) = х существует 
область Ц  в которой число предельных циклов системы (3) не превосходит коли­
чества т нулей нечетной части функции Р'(х), т.е. положительных нулей функции

ср{х) = Р(<х )-Р { -х ) ,  (4)

а также внутри Г2 существует подобласть, в которой это число равно т.
Определение. Пусть система Льенара (3) имеет антиседло А(хд,0). Обо­

значим через ^  (<̂2) абсциссу ближайшей слева (справа) к точке А особой точки. 
Если слева (справа) особых точек нет, то считаем = -оо (<̂2 = +со). Системой 
прогноза вокруг особой точки А(х0,0) для системы Льенара (1) будем называть 
систему

с {П)= о(м ), (5)

где Р(л) = |  /(*)<&, С{ц) = |  §(х)с!х, < г/ < х0, х0 < ц <
'» г.

Таким образом, для прогноза числа предельных циклов индивидуальной си­
стемы Льенара будем использовать следующий алгоритм.

Алгоритм (Прогноз числа предельных циклов)
Для прогноза числа предельных циклов системы Льенара (3) вокруг антиседла 

А(х0,0) необходимо:
1) составить систему прогноза (5) для системы Льенара (3) и особой точ­

ки А\
2) определить промежутки изменения переменных г], /г;
3) определить число к —количество решений системы прогноза (3) на получен­

ном промежутке изменения переменных г/, ц.
С учетом справедливости гипотезы 1 в области О существует система, ко­

торая имеет к предельных циклов вокруг рассматриваемой особой точки.
Описанный алгоритм является конечным и алгебраическим.
Сформулированные определения и алгоритм остаются справедливыми и для 

оценки числа предельных циклов вокруг группы особых точек с суммарным ин­
дексом, равным +1. В данном случае в качестве х0 необходимо брать “централь­
ную” точку (это может быть и седло), <*, -  абсциссы ближайших левой и пра­
вой особых точек, не входящих в группу, вокруг которой производится оценка, 
а < г] < С,, С2 < И < <?2, где С,, С2 находятся из условия 0 (^)= 0(^2)=тах {О(х)}, 
Ч < х. < д  х — абсциссы всех особых точек, вокруг которых производится оценка 
числа предельных циклов.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



МАТЭМАТЫКА, Ф131КА, Б1ЯЛ0Г1Я 35

1.2. Возмущение систем с центром
Рассмотрим систему

йх—  = Р„(х,у) + еР (х,у ,а ) = Р (х ,у ,е ,а )

I  ~ ’ (6)- г  = во (х’У) + гв(х ,У ,а ) = в (х ,У ,е ,а )
Ш

где е е К, а  = (а,,а2, ...,ат ) € К™,Р0,0 О,Р ,<2 -  многочлены, а  -  вектор их коэффици­
ентов. При а = 0 система (6) имеет центр 0(0,0), кривые которого трансверсально 
пересекают ось Ох на отрезке \р, д], р  >0. Тогда на [р, ^\ определена функция 
Мельникова [6]

т т
Ф (х ,а )=  |  М {х ,у ){Р 0у  + ОЛх) = ' ^ а 1 |  М { х ,у ) (Р ^ у  + 0 ^ )  = ' ^ а 1(р1( х ) ^ )  

г(х) 1=1 Лх) 1=1
где М(х,у) -  интегрирующий множитель невозмущенной системы, у(х) -  овал центра, 
проходящий через точку (х, 0). Тогда простым нулям функции Мельникова Ф(х, а) 
соответствуют овалы, порождающие предельные циклы возмущенной системы.

Пусть требуется найти л -  1 предельных циклов системы (3), пересекающих 
\р, д] оси Ох при условии, что задача имеет решение. Для этого выберем точки
х, е (р, д) ,I = 1,п0 произвольным образом (возмущаем центр):

. ”0 __ . .
( - 1)' (* .)  > ^ ‘ =  шах, \а) | < 1. (8 )

м
Если задача (8) имеет решение

а = а , Ь = Ь ,
то в системе (3) существует достаточно малое 8 > 0 , при котором она имеет п0 — 1

предельных циклов, пересекающих [хп хм  ], г = 1, п0 - 1.
ТаккакфункцияМельниковапри а =  а , Ь  = Ь  имеет наибольшее отклонение 

от нуля в выбранных точках *,, то предельные циклы будут существовать не при 
слишком малых значениях е > 0, т. е. они будут “нормального размера”. Конечно, 
успех зависит еще от точности приближенно найденных функций (р^{х) . Для 
нахождения (р.(к) на промежутке [р, д] выбираем равномерную сетку узлов

ук, к = 1, А̂0 +1 , приближенно интегрируя систему
'дР  + д 0 \  №<Ь__ Ау__п  ЛЯ. 

А Л  °’ Л <11
^  = М (Р & Щ Р 0)

дх ду

на [0,7;], ч/; (0) = 0> х(0) = у„.у(0) = 0, Тк -  период обхода овала / ( у к ) в системе 
(6), который находится численно. Тогда функции ср/ (х ) можно приближенно найти

в виде многочлена или сплайн-функции по значениям ) =  V ] ) > У =  Ъ т  ■
Если задача (8) не имеет решения, меняем набор точек х. и повторяем вычис­

ления. При достаточно большом числе экспериментов получим решение задачи 
(8), если заранее известно, что оно существует. Очевидно, данный метод имеет 
много источников ошибок и поэтому может применяться только при небольших 
значениях п . Максимальное значение, при котором был осуществлен удачный 
эксперимент, показывает, что п < 10.
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Отметим также, что число предельных циклов п0 — 1 может быть больше 
т — 1. Если же (р̂  (л:) образуют систему функций Чебышева, то п0 < т и макси­
мальное число нулей функции (7) равно т — 1, при этом их можно выбрать произ­

вольно на отрезке [Р> *]•
1.3. Метод возмущения кратного фокуса [2]
Допустим, что при а = а0 система (6) имеет негрубый фокус О (0,0) кратно­

сти к. Тогда можно определить функцию последования
^ (^ О ’ 0 ) _  % Хд , О., )  Хд ,

где * (? ) , -  решение системы (4), х (0 )  =  х0, ^ ( 0 )  =  0, Т  -  период обхо­
да дуги соответствующей траектории вокруг особой точки О (0,0). Выберем на

промежутке [р , точки хп 1 — \ , п 0 и рассмотрим разложение функции после­
дования в ряд Тейлора в окрестности точки а0, учитывая, что д (х .,а0) * 0 ,  т. к. 
траектории в окрестности а0 являются спиралями. Тогда

П
Д(х,., а ° + Д а )  =  Д(х,., а ° )  +  ^ # 7 ( / , у )  Д а ,+ < ? (Д а),

/=1

д А ( х „ а ° )
где { р { 1 ^ )  = '

да.

Для нахождения 1р{1, в общем случае необходимо решить систему урав­
нении

с1х йу

(II кда: ;

Г п ! дР0 дх { дР0 ду Л 
’ дх да] ду да)

сН\ дМ;

дР0 дх | дР0 ду 
дх др. ду д/л

1_
сН

<11

к 8а; ;
'ду_л

\ дМу

= М,
ббо дх . 500 ду+-
дх да, ду даI У

дх д<20 ду л 
дх д/и ду др

’ ( 0 ) - * И 0 ) - 0  ̂ ( о ^ о у - ^ о у . ^ о ,

где Р0 = Р (х ,у ,а 0,е ) ,  0 О = б ( х ,у ,а 0, е ) ,

р,
д Р (х ,у ,а °) д ( ) (х ,у ,а 0) т(х,)

_ — 1 о   -----\----------/ , ц . —и
да, да. 2 я

Г (х ,) -  период обхода дуги, соответствующей траектории вокруг особой точки. 
Тогда

дх дх ду I ду
да , др да /  др.
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Как известно [6], вопрос о числе предельных циклов у системы (5) эквива­
лентен вопросу о числе действительных нулей функции последования. Поэтому 
потребуем, чтобы в точке х { функция последования была отрицательна (положи­
тельна), если фокус устойчивый (неустойчивый), в точке х2 положительна (отри­
цательна) и т. д. При этом Д а должны быть достаточно малыми, чтобы о (Да) в 
разложении Тейлора не влияла на знак функции последования. Все перечисленные
условия соответствуют задаче линейного программирования

Г - "\
» т т ,  ± (-1 ) ' А(х,.,а°) + ̂ ( р (/,./)Ад, ^ 0, / = \,к  + \, |Дау.| < Ь . (9)

V >=>
В неравенствах (9) выбираем знак “плюс”, если фокус неустойчивый, и знак

“минус” -  в противном случае. Если задача (9) имеет решение А а = Д а , Ь = ь‘ , то 
проверяем неравенства

(-1 )' Д(х,, Да*) > 0 , г = 1 Д  + 1.
Если они выполняются, то система (6) имеет, по крайней мере, к предельных ци-

. *
клов. Если же неравенства не выполняются и /ха велико, то это означает, что си­
стема далека от искомой. Если неравенства не выполняются и А а сравнительно
небольшое, то систему можно “улучшить”, взяв вместо точки а0 точку а0 + Да , 
сделав, таким образом, процесс “улучшения” итерационным. Здесь важно следить 
за тем, чтобы, улучшая систему, мы не пришли к системе с центром. На каждом
шаге итерации знак функции А (х , а0 +  Аа  ) должен проверяться на более мелкой 
сетке узлов.

2. Прогнозные бифуркационные кривые
Для нахождения систем (2) с заданным распределением предельных циклов, 

а также для нахождения систем с максимальным распределением предельных ци­
клов удобно использовать прогнозные бифуркационные кривые, которые находят­
ся алгебраическими методами, что значительно упрощает вычисления.

Определим следующие прогнозные кривые:
2.1. Прогнозная кривая двукратных предельных циклов 2Ь С р . Двукрат­

ным предельным циклам системы (2) соответствуют двукратные положительные 
нули функции ср(и). Как известно [7], отыскание положительных нулей функции 
(р{и) сводится к решению системы алгебраических уравнений (5). После упроще­

ния и сокращения на (х -  у )  *  0 получим систему

+ху + у 2) + — (х + у )(х 2 + у 2) = 0,
2 3 '  ; А ’ (Ю)

а.+у (*+:у)+у (*2 + ̂ + / ) +^(*2 +уг)(х+у) = Ъ-
По основной теореме о симметрических многочленах уравнения системы (10) ал­
гебраически выражаются через известные симметрические многочлены. В рассма­
триваемом случае через

х + у  = и, x у - V .
Итак, получили систему из двух уравнений с семью неизвестными. Зафиксируем 
три параметра, например, Ь, а3 и а4, и, исключив из этой системы переменные и и V, 
получим уравнение по а ] и а2, которое и задает кривую двукратных предельных ци-
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клов в плоскости параметров (а,, а2). Так, например, для Ь = — , аг = 1 ,а 4 = —1 
кривая 2ЬСр задается уравнением ^

432а,3 + 27а,2 (84 + (4 -  За2 )а 2) -  (а2 + 2 )2 (4 + а2 (9а2 -  52)) +

+\%ах(% + а2( \ \ 6  + а2(Ъа2 - 3 4 ) ) )  = 0.

У найденной кривой двукратных предельных циклов имеются “ложные” 
участки, которые не влияют на распределение предельных циклов.

2.2. Прогнозные кривые негрубых фокусов ]УР{ и УУРГ Как видно из назва­
ния, эти кривые определяют условия негрубости фокусов: ЦТ1 — фокуса Е (1, 0), ИР2 -  
фокуса В  (1/Х, 0). Для того чтобы фокус Е (1, 0) был негрубым, необходимо, что­
бы дивергенция векторного поля в точке Е  была равной нулю, что определяется 
следующим уравнением сИу(С1) | (10) = /  (1) = 0, где О -  векторное поле системы (2). 
Последнее уравнение в плоскости параметров (а,, а2) является уравнением прямой 
а, + а2 + а3 + а4 = 0 (при фиксированном значении параметров аъ и а4). Аналогич­
ным образом определяется кривая, точнее, прямая \УР2. а, -  2а 2 + 4а3 -  8а4 -  0.

2.3. Прогнозные кривые сепаратрисных циклов 5С\р, 8С2р и 5СЗр. Про­
гнозная кривая 5С\р  определяет условие петли вокруг правого антиседла, 8С2р -  
условие петли вокруг левого антиседла, а 5СЗр определяет условие петли, имею­
щей форму “неполной” восьмерки. Все эти кривые, а точнее, прямые, определяют­
ся из системы уравнений

И * )  = Р(;>"),

1<?(0) = 0(д;) = 0 ( г )

1
при фиксированных значениях параметров Ь, аъ и а4. Так, например, для ь  = - —, 
а3 = 1, а4 = -1 имеем следующие уравнения для прогнозных кривых сепаратрисных 
циклов:

5С1р:а, = ^ -( -1 7  -8^10 + 9(1 + 7 ю )а 2)

: а, = ^ -( -1 7  + 8ТГ0 + 9(1 -  ̂ Ш )а2)

5СЗР : а ,= ^ ( - 2 5  + Ш 2).

Рассмотрим систему (2) при значении Ь - - 1 / 2  . Сформулируем теорему 
Теорема. Для системы Льенара (2)

—  = у, —  = *(1 -  (1 + Ь)х + Ьх2) -  еУ\а ,х*~ху  
А А 1 %  1

сЬ  = - 1/2, с3 = 1, а4 = -1 , имеющей антиседла А(-2,0), 5(1,0) и седло 0(0,0), выпол­
няются следующие утверждения:

1. Все решения соответствующей системы прогноза (5) для системы Льена­
ра  (2) типа ((к2,к3),к{) удовлетворяют неравенству кх+ к 2+ к ъ >А.

2. Система прогноза (5) для рассматриваемой системы Льенара (2) может 
иметь решения только следующих типов: ((1,0),0), ((0,1),0), ((0,0),1), ((1,0),1), 
((0,1),1), ((1,1),1), ((0,2),0), ((2,0),0), ((0,0),2).
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3. В каждой области пространства коэффициентов, в которой система 
прогноза имеет решение типа ((кг,къ),к^), существует подмножество, в котором 
система Льенара (2) при е = 0.01 имеет такое же распределение ((к2,к}),к^) пре­
дельных циклов.

4. Если к2 = 0 (къ = 0), то система Льенара (2) не имеет предельных циклов, 
окружающих особую точку А(-2,0) (Е( 1,0)).

Доказательство
1. Систему прогноза (5) для системы Льенара (2) всегда можно сократить на 

г]-/и ф 0. После сокращения получим, что первое уравнение системы является по­
линомом второй степени, а второе уравнение -  полином третьей степени. Следо­
вательно, система (5) не может иметь более шести решений, а в силу симметрии 
существенными являются только три. Этим и обусловливается невозможность су­
ществования решения типа ((к2,к^),к^ с кх + к2 + къ > 4.

2. Построим для рассматриваемой системы Льенара (2) все прогнозные би­
фуркационные кривые описанным выше способом. Тогда вся плоскость параме­
тров (а,,а2) разбивается на подобласти (рис. 1), каждая из которых соответствует 
определенному типу решений системы прогноза (10). Отсюда и следует второе 
утверждение теоремы.

3. Доказательство третьего утверждения теоремы основывается на выборе 
точки из каждой подобласти плоскости (ах, а2), соответствующей данному типу ре­
шений системы прогноза (5), построению соответствующей системы (2) и провер­
ке существования предельных циклов численными методами (см. примеры 1 -4 ) .

При различных значениях параметра Ь е  [—1,0] все области сохраняются и 
сохраняется их взаимное расположение, что позволяет выдвинуть гипотезу о том, 
что данная теорема справедлива для всех Ь < 0 .

Пример 1. Системы (2) с а, = 0 .6 8 5 , а2 = 2 .31 , #3 — 1, а 4 ——0.01, 
Ь = —1 /2  имеют два предельных цикла вокруг одного антиседла, проходящих че­
рез точки х, =  —0.164213, х 2 =  —0.719018 (рис. 2 а).
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Рисунок 2. -  Предельные циклы “нормального размера” систем Льенара (2)

Пример 2. Система (2) с а, = -0 .0 2 2 , а2 =0.004, а3 =0.01, а4 = -0 .0 1 , 
/, = -1/2 имеет два предельных цикла, окружающих все состояния равновесия и 
проходящие через точки х,=1.9613, х2 =1.62612 (рис. 2 Ь).

Пример 3. Система (2) с а, =-0.018, а2=0.01, а3=0.01, а4= - 0.01,
Ь = -1/2  имеет три предельных цикла, проходящих через точки х, = -1.09, 
х2 =1.389, х3 = 2.1145 (по одному вокруг фокусов), и один предельный цикл, окру­
жающий все три состояния равновесия (рис 2 с).

Пример 4. Система (2) с а, =-0.164, а2 =0.084, а3 = 0.1, а4=-0.01, 1 = -1/2 
имеет два предельных цикла, окружающих все состояния равновесия и проходя­
щих через точки х,=1.50434, х2 =1.7665, и один предельный цикл, окружающий 
особую точку #(1,0) и проходящий через точку х3 =1.398 (рис. 2 ё).
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