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Э.Й.КОВАЛЕВСКАЯ, Н.В.САКОБИЧ

Метрические характеристики играют важную роль в вопросах 

изучения малых значений последовательностей функций, поскольку по

казывают характер аппроксимации нуля "в целом", в то время, когда 

изучить индивидуальные свойства не удаётся. В случае поля действи

тельных чисел имеется обширная литература по этик вопросам Li,5,вЛ 

Случай комплексных чисел изучен гораздо хуже, хотя именно такие 

задачи возникают в ряде задач математической физики [4].

До сих пор в приложениях метрические теоремы доказывались от

дельно для действительной и мнимой частей аргумента. В данной ра

боте доказана теорема, устанавливающая новую метрическую характери

стику приближений точек комплексной кривой в (Г векторами с целыми 
гауссовыми координатами.

Теорема. Пусть -fjz),..., /„ (г ) - аналитические функции в круге 
-К, (г) с центром в точке радиуса 2>0. Положим 0= Д?с.О,, . ■■_ Оп) , 

а е і ’Л а  ФО. Ц Н Ш 1 -./ 4  & )■ № . М )  - скалярное произведение, 
_fl - тд х \ а  L\ . Тогда для почти всех S неравенство 

имеет при и Г> 2п*<- п- 5 только конечное число решений в век

торах Q .

Лемма I. Пусть S * 0 1 F [ z ) - Q ^ Q ^ 4 ... + Q* j n fs ) , где 

■ ІФ ), •• / J« l3)  - аналитические функции в круге с центром в

точке 2В радиуса г> 0 • Пусть д(г)-\Х/(С/г),-- , Jn fef) ~ вронскиан 
системы функций .., Ĵ z ) $ и р ~  тем  (ju p )-/? / s )(j .

Тогда в каждой точке К . (?) существует такое J  , что

/F  и)[ г ) )  > 0 ,(8 )Л  , где d /S ) = % р ч•

Доказательство. Проводится методом от противного,-жак-в-яеи̂ 

ме I из [  3 ].
Лемма 2. Пусть о(>0 , -f/1)-  аналитическая функция в круге ̂ /V,
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для г е  Лэ-У. Пусть -//ё<)=0 , t 
S „ - 'г** и удовлетворяет условию: D ^S^m in^ ,
Положим S=St Z/g Л . Тогда в круге ^z,(z) существует не более /Z 

нулей функции -j(zj .
Доказательство. Предположим f(2 t) - 0 % 1 * 2, , i, f ^ / 1

Так как функция //а] - аналитическая в круге ,̂/&/,то в точках г’,- ,

Р-ЛМ* # W < ... - Фіг.-Ф^ф(,4.
Применим к полученным равенствам следующие рассуждения: вычтем 

поочерёдно из первого равенства оставшиеся равенства, учитывая , 

что при вычитании взаимно сокращаются старшие слагаемые, незави-. 

сящие от 2„ к 2/1+■/ и что старшая степень оставшихся слагаемых 

равна к-п. , получим: ,, , -у.»

Я к77й, тТо 7 2- ° z„- f°

=  Л
л !

Оценим ряд R , обозначив С-n= S и принимая во внимание неравен

ство Коши для коэффициентов ряда и то, что /-2:- 2 ,)^  $ ' ■4  ,

J.W /Я.-Р

По признаку Даламбера ряд в CI) сходится. В обозначениях леммы его 

сумма равна £ „ . Следовательно, jR f -2 Вх ■ £'г> ^  & л/(£^!)  ■
Тогда из условия леммы получим j  І.  J f '\  + R  j  ■

rto
что

противоречит (I).

Лемма 3. Пусть Р , г ,Н  , d - положительные числа, -ffe)- анали
тическая функция в круге , удовлетворяющая условиям: U  (з)}^ 0 ,

U /г) \ < Н  . Пусть 8 = /Лif) ( 2/z у г *0./ fM )  . Положим

(3ff£) =/j ёк'і. /$) ■ //ДУ <&J .
Тогда j i  d. / С п ^ а ' )   ̂,гдеу</ мера, у помяну тая во введении.
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Доказательство см. в [ 2 , лемма 4 ] .
Лемма 4. Пусть , 2 , cf, _ положительные числа, 

Ы -  аналитическая функция в ^,/?), удовлетворяющая условиям: 

Ц '% )1 ±  Н (j=  О Х ^  для / 7 ? ^  и //%;/ - моно

тонная функция при изменении аргумента по любому лучу, выходящему 

из 2 , 2  с  % .(* ) 4  лусть величины У/т) и М (т) имеют одина
ковый порядок роста при rV->&= . Положим 5(-/,%) - J2 £ ̂ (г ) ■ ))£)]<£j  * 

Тогда I)f t & f j,l)< C jn t г )(t  X *) £/п , если величины

и А/ f/n) имеют одинаковый порядок роста при =— ;

2) Ц С / и )  < Ъ [п ,г ) , если

f i f „ )  = f H t ) <  М f m ) .
Здесь С-,1 л, г ) , константы, зависящие только от п  , 2 .
Если одновременно выполняются указанные условия для величин р / т ), 
fi/ m ) , M fm ) , то для ’J  выбираем минимальную верхнюю

оценку.

Доказательство аналогично доказательству леммы 4 в [  2J  с 
учетом количества кругов радиуса 0 в исходном круге /г} .

Лемма 5̂  (Бореля-Кантелли). Если Лп О І ...) - бесконечная
*** /Г

последовательность измеримых множеств и ряд f t  * п. сходится, 

то мера тех X  , которые попадают в бесконечно многие множества 

Л л , равна нулю.

Доказательство теоремы. Рассмотрим определитель Д /г) , вве
дённый в лемме I. Так как функции t± л) - аналитические в

» то A fe ) ~ аналитическая функция в tf- tjz ) • свойства, 

что аналитическая функция обращается в нуль лишь на счётном мно

жестве точек 2 , лежащих в области её аналитичности, получаем: 

/Д/г,) / 4 Р  почти всюду в . 3 силу метрических соображений

как в £§, с.85-87 J ,  замечаем, что теорему достаточно доказать 
для 2 ^ J(4 / U  и считать, что (A  (s )J ■> япя-2€ К / - ) ,
где 6 ^ 0  как угодно мало. Положим
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F / i) =  a . +of -f,fs) + ... * 0* J* / * ) (2 )

При фиксированном // рассмотрим одну из функций Ffe) . Пусть мно

жество V(f)  - множество тех Z G ^ Jd ) , для которых при взятой функ

ции Z7 выполняется

/ F/ г)! <. 4 “г (3)
Найдём . Возьмём 2, £&/f)  . По лемме I существует J
что выполняется неравенство/ /£ ,)!>  О, (d - f) Л . Далее применя

ем леммы 2,3. Проверим условия_ леммы 4. Имеем I f f  ft) - / і -f) і

и ft) - у , pff) = e jij}/"  xl/'m  w .
uT-^J . Ясно, что для выполняются условия случая 2).

Следовательно, имеем .fiG "fF) ^ ^  L
=  f t  2 g f )  /  для /  ^  2,

/*М$) < для / = х*
Наихудшая оценка получается при j  = П  . Поэтому 

// Щ  А  & , * , { ) ■ *  , где 4 < ■ C'f).
Поскольку при фиксированном А число функций Fty вида (2).удовлетво
ряющих (3), не более чем А / , то суммарная мера всех ( f)  не

Г  /л £  9 J )  0  А * - / 1* '2) / в * - ' )превосходит L 'c rJ' г>~т У ^_ ^

Так как полученный ряд сходится при <̂ г +/) - 3  ,то лемма Бо-

реля-Кантелли завершает доказательство теоремы.
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