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Э. И. К О В А Л Е В С К А Я , Н. В . С А К О В И Ч

АНАЛО Г ТЕО РЕМ Ы  ПЯРТЛИ  Д Л Я  АН АЛИ ТИ ЧЕСКИ Х ФУНКЦИЙ 
КОМ ПЛЕКСНОГО ПЕРЕМ ЕННО ГО

Пусть / — отрезок в R, 0 ; функции f i(x )— (п-\-1) раз непрерыв
но дифференцируемы на I  ( l ^ i ^ n )  и в каждой точке x d l  удовлетвог 
ряют неравенствам:

шах |/</> (*)| <  D, шах |/(/) (х)| ^  d >  0 .

В  [1] А. С. Пяртли установил, что для почти всех х £1  («почти все» в 
смысле меры Лебега в R) неравенство |а0 +  ах/х(* )+ •■ •  +  anf n (x)| <  Л_0; 
где А = ш а х |а г| > 0 , имеет при u > n 2 +  n-f- 1 только конечное число ре

шений в целых числах (а0, аъ ап). Тем самым был получен один из 
первых метрических результатов о диофантовых приближениях для точек 
пидаих кривых из R", п ^  1.
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. Метрические характеристики играют важную роль в вопросах изуче
ния малых значений последовательностей функций, так как показы
вают характер аппроксимации нуля «в целом» тогда, когда изучить ин
дивидуальные свойства не удается. В случае поля действительных 
чисел по этим вопросам имеется обширная литература [2—4]. Случай 
комплексных чисел изучен гораздо хуже, хотя именно такие вопросы 
возникают в ряде задач математической физики [5].

До сих пор в приложениях метрические теоремы для аналитических 
функций f  (z) , где z=x~\~iy1 доказывались отдельно для действительной 
и мнимой частей аргумента. В данной работе доказана теорема, уста
навливающая новую метрическую характеристику приближений' точек 
комплексной кривой в С™ =  С Х  ... Х С  векторами с целыми гауссовыми 
координатами. В дальнейшем используем меру Лебега в С которая 
понимается как мера Лебега в R2. Меру Лебега измеримого множе
ства X  будем обозначать через jjX

Т е о р е м а . Пусть f 1 (z), ..., /п (г) -  - аналитические функции в круге
Аг„(г) с центром в точке г0 радиуса 0 . Положим а =  а,, ... а„)£
^ ” * ’ ла ^  / і(г)> ■•■> /n(z)), F  (г) =  (a, f скалярное
произведение, А =  max |аг|. Тогда для почти всех z £ K Za (г) неравенство

\F (2)| <С A w имеет при w >  2л2 ~\-п — 3 только конечное число решений 
в векторах а.

Докажем несколько вспомогательных утверждений.
Л е м м а  51. Пусть 6 > 0 ,  F (г) =  а,, +  a j ,  (z) +  ... +  anf n (г), где 

(2/> In (2) аналитические функции в круге (г) с центром в точ
ке гя радиуса г >  0 , а ( £ Z (0 sCl / я). Пусть вронскиан

Д (г)

/ 1 (г) • • f  'n (z)

f\n) (г). t(n)In

|А (г)|>б

(г)

U Р =  Тогда в каждой точке г £ К г, (г) существует

такое /, 1 < / < л ,  что |F</> (г)| > с х (8) А, где с, (б) =  8/пр”~> А =  
=  max |аг| > 0 .

0<і<я
Доказательство проводится методом от противного, как в лемме 1 из [6]‘
^ м м а  2 ' ПУсть а > ° .  / (г) — аналитическая функция в криге К , 

(Г), j/ ( 2 ) l< M , |/(»)(z)|>a для z 6 Кг, (г), 1. Пусть /(za) =  0 5 „ =

=  +  \)n~ l 2~ nh, число удовлетворяет условию-. 0 < 6 1 < m i n ( l ,
fe=o ’

a ( 2r) ln\ S n (M -}- 1). Положим б =  61r/2” . Тогда в круге K z, (б) существи- 
ет не более п нулей функции f(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, т. е. / (гг) =  0 
< « +  1), гг£А:гі(6). Так как функция / (г) — аналитическая в круге" А"? 
(о), то в точках Zi ( 2 <  t +  1) получим

0  =  Г  Ы  (*, -  *0 +  - C & L  (2, -  Zl).  + . . .  +  2  и ш  (г< _ г^
Ь=л+1 k\

Отсюда для i  =  2 , ..., п +  1 имеем

0 =  Г  (Zi) +  Г (гі) (zj — г1)/2! +  . . . +  V  /(ft) (2l) (Z. _ Zl)fc-i/kl
fe=n+1

1  Весці AH Беларусі M 4 (фіз.-мат.)
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Вычитая поочередно из равенства для I — 2 оставшиеся п — 1 равенств и 
сокращая полученное /-е равенство на (z2— zj) ( 3 < / < n +  1), получим

О =  /  (zi)/2! +  /  ( і̂) (z2 — 2z± +  Zi)/3! +  ••• +  2  2  (z2 — z1)h~2~m х
Л=л+1 т=0

X (Zj ■ (3 ^  I П -j- 1).
Применяя к вновь полученным равенствам вышеизложенные рассуж

дения п 3 раза, учитывая, что при вычитании взаимно уничтожаются 
старшие слагаемые, не зависящие от 2,-, и что старшая степень остав
шихся слагаемых равна k—п, находим

00 k—п т
О =  / (л) ( Z i ) /n !  +  2 2 (г 2 —  2  (г з —  Z i) "1- ' * . . .

й=л-|-1 m=0 /-t=0

2  (2n ^ 2 i )  '(Z7i+i _  2i) '»-2 =  (Zi)/nl +  R  (1)

^ -2 = °

Оценим ряд R, используя неравенства |z,-— | 1 (2 ^ i ^ n + l )  и
неравенство Коши для коэффициентов с&:

°° А—л m г, гп—3~1
і * к  2 ( л і +  i)r-ft 2 «*-" 2  2 -  2  L

h—n+\ m=0 /■1=0 r,=0 гл_2=0

Положим k—n = q .  Тогда
oo q

1*1 <  2 r~ 4~n 2  6? (<7 +  1)n_2 =  ( ^  +  1) (2r)~» вхХ
<7—1 ffi =  0

(2)
0 0  ooX 2 S*_1 {-q+ 1)Л_1 2 ~ П Ч ~ Х < (M + 1) (2r)-« 2 (q + l)n-> 2~̂~l.

По признаку Даламбера ряд в (2) сходится. В обозначениях леммы1 
его сумма равна S n. Следовательно, \ R \ < ( M - \ - \ ) ( 2 r ) - nbxS n< a . l 2 n \  
Тогда из условия леммы имеем

| / <n) (Zi)  +  R n \ \ >  а/2.  ( 3 )

Но (3). противоречит (1).  Лемма доказана.

Л е м м а  3 . Пусть а, г , М, г — положительные числа, f  (г) — аналити
ческая функция в круге K Za (г), удовлетворяющая условиям: I/' (г)| >  а, 
I/ (z)|< М. Пусть 6 =  m in(г/2, г2а/5М). Положим o (f, e) =  { z £ K Zo (г):|/(г)|< 
< е } .  Тогда |хст(/, е) 16л (еа- 1)2, где fx—-мера Лебега, упомянутая во 
введении.

Д о к а з а т е л ь с т в о  см. в [7 , лемма 4].
_ Л е м м а  4 . Пусть у =  у (т), г, г, М  =  М (т) —•положительные числа ( 
/ (z) 1 аналитическая функция в K Za (г), удовлетворяющая условиям\
I/(/) (z)l ^  М  (0 ^  ^  п)> |f (n) (г)| >  у для п '}> 2, |/</> (г)| — монотонная
функция при изменении аргумента по любому лучу, выходящему из z,
6 K z„ (г) (0 ^ / ^ м ) .  Пусть величины у (т) и М(т) имеют одинаковый по
рядок роста при т - >  оо. Положим a(f ,  е) =  {г £/CZo (г): |/(г)| <  е}.

Тогда 1) цст (/, e ) < c 1 (n, г) (еу-1)2/", если величины р (т) =  (е"" 1 7 
(т )) '/ "  и М (т) имеют одинаковый порядок роста при т ->  оо;

2) Ц0 (/, е) <  с2 (п, г) (Ме)2/(2«-і )у-4/(2л-і); р =  ш е)Г/(2л-і) х  
Х Т(2л-3)/(2л-1 ) < М ( т ) .
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Здесь с, (п, г), с2(п, г) — константы, зависящие только от п, г. Ёсли  
одновременно выполняются указанные условия для величин р(т ), 
рі(т ), М (т ), то для ци(f, в) выбираем минимальную верхнюю оценку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай 1). Для него лемма доказана 
при я =  1, 2 [7 , леммы 4 ,5]. Пусть п >̂- 3 . Доказательство проведем мето
дом математической индукции. Предположим, что лемма верна для п — 1. 
Множество а (/, е) разделим на два подмножества: оу — {z £ K z (г) : I/(«—•) х  
X (z)I^>.p}> а2 =  { z £ Кга {г) '■ (г)| ^  р}, где р =  (еуп~  1) ’ /,г. По предло

жению индукции имеем ц<т1 < с 1 ( п = 1 ,  г) (ер-1)2/ * " - ^  если величины 
(е р)|/<пт 1) и М  имеют одинаковый порядок роста на оо. Меру мно- 
жества о2-оценим с помощью леммы 3 , поскольку (z) играет такую же 
роль для /(«—О (г), что и /'(г) для / (z). Поэтому в силу указанного свой
ства монотонности |/(»)(Z) имеем \i(o2f)K z„ (62) ) <  16л ( е ^ 1)2, где г2£ К г,(г), 
о2 — mm (г/2 , г у/Ш ). Из условия на величины у и М  получаем, что от-, 
ношение площадей кругов К г<>(г) и К 2г (62) равно константе, зависящей толь
ко от г. Следовательно, ца2 ^  с% (г) ( е у 1)2,

(/, е) =  jxc t, +  р,а2 <  сх (п, г) (еу-1)2/".

В случае 2) сначала докажем теорему для п — 2 . Снова разделим мно
жество а (/, е) на два подмножества: ст3 =  {z £ К . (г): I/' (г)\ >  рЛ ол =  
— {2 £ K Za {г) : |/' (г)| ^  рх}, где р1=  (Меу)1 /3. Тогда по лемме 3 при zx £ K Zo(r),
o =  min(r/2, г2р1/4М) в силу указанного свойства монотонности |/(г)| “по
лучим fi(a3 n-Kz,(б))<; 16я (ep f1)2. Так как величины Pl и М  связаны не
равенством Pl <  М, то, учитывая, что количество N  кругов вида K Zl (б) в 
исходном круге K Zo(r) оценивается величиной N  ^  с3 (г) М 2р Г 2, получим

\io3 <  с4 (г) (ерГ1)2 рГ2 М г =  с4 (г) (Me)2 р~К .

Меру множества о4 оценим с помощью леммы 3 , когда f" (2) играет такую же 
роль для /'(z), что и f  (z) для /(z). Тогда в силу указанного свойства 
монотонности I/ (2)1 получим LI (ст4 n (бг)) <  16л (Ріу-і)2, если z2 G К г„ (г), 
б2 — min(r/2 , г уЦМ). Из условия на величины у  и М, как выше в слу
чае 1) для множества получим ца4 <  сь (г) ( р ^ 1)2. Таким образом,

\ia (/, е) =  цс73 - f  ца4 <  Св (г) (Me)2/3 у-*/».

Далее рассуждаем по индукции. Пусть лемма верна для п =  1. Множество 
a  (/, е) разделим на два множества: a 6 =  {z £ K j r ) : fz)| >  0Л a . =
=  {z £ Kz, (r) : l/c— *> (2) | < Pl}> где Pl J  ( М І у п ^ . у Ь п - з ) / Ь К / У 0гда no 
индуктивному предположению имеем

ц<т5< с 2(л — 1, г) (/Ие)2''<2л- 3> р—4/(2л—3)

Меру ae оцениваем аналогично мере о4 в случае п =  2 т. е. |хств sCj с5 (г) х  
Следовательно, цо(/, е) =  ,ua6 +  ца5 <  с2 (п, г) (Afe)2" '̂2'1- 1» х  

р Лемма доказана.
Л е м м а  5 . (Бореля— Кантелли). Если А п (п =  0 , 1, ...) — бесконеч

ная последовательность измеримых множеств и ряд 2  цАп сходится,

то мера тех х, которые попадают в бесконечно многие множества А 
равна нулю. '
\ Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы. Рассмотрим определитель Д(іz) 
введенный в лемме 1. Так как функции f i ( z ) ( l ^ i ^ n )  — аналитические 
в ^  г0 (Г), то A (z) аналитическая функция в Kz„(r). Из свойства, что 
аналитическая функция обращается в нуль лишь на счетном множестве 
точек 2, лежащих в области ее аналитичности, получаем: | Д (z) | 
почти всюду в K z Jr ) .  В силу метрических соображений, как в [2 , с. 85— 
87], замечаем, что теорему достаточно доказать для z =  x -\-iy £ K d \)  и 
считать, что | A ( z ) | > e  для 2б^С&(1), где е > 0  как угодно мало.
г*
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Положим

р  (z) — «о +  Oi/i (z) +  ... +  anf n (z). (4)

При фиксированном А рассмотрим одну из функций F (z ) . Пусть множе
ство o (F )  — множество тех для которых при взятой функции F
выполняется г г  дии

|Р (z)| <  Л~* (5)

Найдем цо (F). Возьмем z1£ o (F ). По лемме 1 существует i (I <Z i< Z п) 
что выполняется неравенство \F</> (Zl)| >  Cl (е, f) A . Далее применяем л^м ы  
о, 4 , 2 . Проверим условия леммы 4 . Имеем

у {А) =  Cl (е, f) А, М (А) =  А, р {А) =  с, (е, f) х
X і4(і_»(/_і,)//> Р і (Л) =  Сі(в, Ш > 1

Ясно, что для / ^ 2  выполняются условия случая 2). Следовательно
ИМ66М ’

(ЛСТ (F) <  с2 (/, г) (Л1- ® ) 2/(2/ - 1) (Cl (е, f) Л )-4/(2/ - 1) =

=  сз (/» г, е. f) Л—(»+2)/(2/— 1) ддЯ у ^ 2 , 

| х а (Р )< с 4(г)Л -2(®-1) для j =  1. •

^ Т - (УЛ “ т 2 « ° ^ НКа П07 чается ПРИ / =  «• Поэтому ио ( F ) < n c 5(n, е, г,
) , где сь (п, г, г, f) — шах (с3 (/, е, г, f, с4(г)). Поскольку

, 2^/<л "  J
при фиксированном Л число функций F (z) вида (4), удовлетворяющих (5), 
не более чем (Л +  1) , то суммарная мера всех цо ( f ) не превосходит

оо

С6 («. е, г, f) 2
<4=1

Так как полученный ряд сходится при w > 2n2+ n —3, то лемма Боре
ля дантелли завершает доказательство теоремы.

Авторы выражают искреннюю благодарность проф. В И Бернику 
за постановку задачи и обсуждение. ’

Summary

in r^ h u  r tri ^ harac^ tic. f?r the approximations of the points on the smooth curve in С by the vectors with the integer Gauss’es coordinates is received.
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