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РЕГУЛЯРНЫЕ СИСТЕМЫ КОМПЛЕКСНЫХ  
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

( П р е д с т а в л е н о  а к а д е м и к о м  И .  В. Г а й ш у н о м )

Счетное множество Г  чисел 71, у2, ..., произвольной-п-рироды (вещест
венных, комплексных, р-адических) вместе с положительной функцией 
N  на Г  называется регулярной системой (Г, N) ,  если для любого (интер
вала, круга, элементарного цилиндра) G существует положительное чис
ло K = K( G)  такое, что для любого Т > К  найдутся элементы у ь из Г,  
что при 1^ / ,  k ^ t ,  выполняются условия

y j £ G ,  N ( y j ) ^ T ,  [Vj — У п \ > Т ~ 1, t > c 1nGTs, (1)

где Ci —Ci (Г, N ) , \ xG— мера G и s = l  для вещественных и р-адических 
чисел и s =  2 для комплексных чисел.

Множество вещественных алгебраических чисел образует регуляр
ную систему, что доказали А. Бэйкер и В. Шмидт [4]. Это позволило им 
получить точное значение размернрсти Хаусдорфа множества веществен
ных чисел, допускающих заданный порядок аппроксимации алгебраиче
скими числами, и точную оценку снизу для размерности Хаусдорфа мно
жества вещественных чисел, в которых значения многочленов с зад ан 
ным порядком приближают нуль. Оценка сверху, совпадающая с оценкой 
снизу в этой задаче, была получена в [1]. В данной работе мы получаем 
обобщение этих двух результатов на множество комплексных чисел.
Обозначим через K n (v)  и M n (w)  множество комплексных чисел, для ко
торых неравенства

\ z - a \ < H ( a ) - v~ 1' (2)
и

\ P ( z ) \ < H ( P ) ~ w (3)

имеют бесконечное число решений в алгебраических числах a,  d e g c c ^ n  
и целочисленных полиномах

P(z)  = a nzn +  a n_1zn~ l +  ... +  axz +  a0 *  (4)

соответственно. Здесь H ( P ) =  max \aĄ и H (  а)  — высоты полинома Р  (г) 

и алгебраического числа а.

п — 1Т е ор е ма  1. При v > • ----- -—  имеем

dim Кп (и) =  П-~ ~ -  .
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Т е о р е м а  2. При П •- < w 4n +  3 имеем 

dimA4n ( ® )=  n
w +  1

Заметим, что теорема 1 является полным аналогом теоремы А. Бэй- 
кера и В. Ш мидта [4], а теорема 2 слабее своего вещественного аналога 
[ 1], поскольку точный результат получается только в ограниченном д и а

пазоне для w.
Приведем доказательства теорем 1 и 2. Преж де всего заметим, что 

оценка сверху в теореме 1 тривиальна, оценка снизу для dim М п (гг») сле
дует из оценки снизу для dim K n (v).

Доказательство неравенства dim К п (и) ^  П - - основано на трех лем-
V + 1

мах.
Л е м м а  1. Пусть  ег>  0 и Т  —  конечное объединение кругов и S t (Н )—

множество £ 6 Т, для которых существуют алгебраические числа а,
”+1 ! " Ci

d e g a < n ,  Н (а) <  Н с условием Ц — ot| <  гр (ot) 2 2 . Тогда
(Н) ->• \уТ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть |  — любое трансцендентное число, при
надлежащ ее T \ S T(H) .  По теореме Минковского о линейных формах '[2] 
существует полином P ( z )  = anz nĄ- ... + a iZ -\-a0 с целыми коэффициентами 
степени не более л такой, что

п— 1 i я—2 е
|Р (8 | « я  2 2 \Р' (5)1 <  Н,  N  < Н 1~ е‘, 1 =  3 , .......п. (5)

Возможны случаи
1) \Р' (|)| <  тогда |а2| < Я !~ Е‘ и и, следовательно,

IН ( Р ) \ <  Н^~г\  Тогда неравенство (5) можно переписать в виде
к (  л —-1 т п — 2  \  я —*1 . r t— 2(I —et) -------------------------------------------------------------- 1-------- еИ ----------- -I----------Bi

_______ \ 2_______ 2 J 2_______ 2

\ P ( l ) \ < H  < H ( P )  ' - 8l «
(6)

n— 1 B,
=  H( P )  2 2 .

Неравенство (6) по теореме Спринджука [1] имеет бесконечное число 
решений только для множества нулевой меры, и потому £ принадлежит 
множеству, мера которого стремится к нулю при Н-*-оо.

2 ) Осталось предположить, что \Р  (Ъ) | ^> Н 1~гк Перепишем (4) в
П

виде Р ( г ) = а п П (z— а,) и считаем далее, что a i  — ближайший к g ко-
i — 1

рень P( z ) .  Тогда

Р'  (г) =  ап ((z — а 2) ... (г — а п) +  (г — а х)(г — а 3) ...

... (г —•(*„) +  ... +  (г — щ) ... (z — а„_а)),
откуда получаем

Р’ (1) 1 , 1 . , 1
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т. е. £GSr(#.), что противоречит предположению, сделанному вначале. 
Лемма доказана.

— ̂ ~~о7—i , \
Л е м м а  2. Пусть ф(г) =  2 . Тогда множество алгебраи

ческих чисел а  с функцией N  (а) =  ф (Я (а))~л" '  образует регулярную си
стему.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1 при достаточно большом Н  имеем 
^ 0 , 5 ц Т .  Пусть К ~  Кт — достаточно большое число и G =  

— (Ti! Tt} — максимальная система элементов из G с условием # ( у ) <  
<  Н, N  (yi) — ф (Н (у))- "-1 =- К,  [у? — iv| >  /С-1. Для любого алгебраиче
ского числа а,  не входящего в максимальную систему, существует алгеб
раическое число yi  из G такое, что

la  — ?г! К - h  1 <1 І t.

Все алгебраические числа могут приблизить с точностью до г|: ( Н ) п+[ 
только комплексные числа, находящиеся в круге с центром в одном из 
алгебраических чисел из G и радиусом 2t y (H)n+i. Значит,

tAnty (/ /)2(n+1' >  0,5^С,
откуда

i >  —  Ир ( Н ) - Пп- 1\ і С  =  —  цСЯ2.
8л 8.-Т

Регулярная система построена.
Д ля  любой регулярной системы (Г, X )  и любой положительнозначной 

функции f ( x ) ,  определенной для л->0, будем обозначать через (Г, N, f )  
множество комплексных I,  для которых существует бесконечно много 
у€Г  таких, что

J S - Y l < / ( t f ’ (Y)).
Л е м м а  3. Пусть f ( x ) , g ( x ) —• действительные функции, определенные

для  * >  О, такие, что f (х) убывает и / (х) ——  для больших х, g  (х) и
2х

X-------- возрастают и стремятся к 0 при а: 0 , xg  (1 /2 / (х))--*- оо при х->
g  (х) '

—>оо. Тогда для любой регулярной системы множество (Г, N , /) нельзя 
покрыть счетным множеством кругов Cj, / == 1, 2, ... так, чтобы для

оо
любых X >  0, 6 >  О выполнялись условия р С j sC

/= ‘
Доказательство леммы 3 может быть проведено с использованием 

идеи работы [1, лемма 5].
Теперь несложно получить оценку снизу dim K n (v) .  Положим f ( x )  = 

= х ~ а, g ( x ) = x o ,  0 < p < a ~ ł< l .  Тогда неравенство (2) можно переписать 
в виде

(n-Ą-lĄ-Bjn) ■
\z —  a \ < H  (а)-0 - 1 =  Н  (а) п+1 +е,п ,

I. г/ / w  ^  "f 1 "fоткуда по лемме 3 получаем, что dim а „ (и) ^ -------------------  при любом sx.
0 + 1

* I. rs / \ * ^ ^Ввиду произвольности ех заключаем dim а п (и) -------------- .
V + 1

Оценка сверху d im M n (w) ,  как  и в случае вещественных чисел, вна
чале получается для многочленов второй степени, в случае достаточно 
большой первой производной и для классов второго рода [3]. В том слу-
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чае, когда производная принимает промежуточные значения, предполо
жение о большом, числе таких многочленов приводит к редукции, к неко
торому множеству полиномов меньшей степени. Существование хотя бы 
двух полиномов без общих корней среди этого множества приводит к 
противоречию. Если же полиномов без общих корней не оказывается, то 
из некоторого их подмножества t \ ( z ) ,  ..., th(z)  выделяется общий множи
тель d( z ) ,  и уже среди полиномов t \ ( z ) d ~ l (z) ,  ..., tk ( z ) d ~ l (z )  снова о ка
зываются хотя бы два без общих корней. Применение индукции, а также 
лемм о высоте и степени, размеров круга, а такж е порядка малости двух 
полиномов на этом круге [ 1] приводит при к противоречивым
системам неравенств. Возможно, развитие этого метода позволит полу
чить теорему 2 и без ограничения ш ^ 4 л - ) -3 .

Summary

The exact value of the H ausdorff dim ension of a set of complex numbers w ith the 
given transcendence m easure is obtained.
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