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СЛУЧАЙ СХОДИМОСТИ ТЕОРЕМЫ 
ХИНЧИНОВСКОГО ТИПА ДЛЯ МНОЖЕСТВ 

ХОРОШО ПРИБЛИЖАЕМЫХ ТОЧЕК 
НА ПЛОСКИХ КРИВЫХ 

В НЕОДНОРОДНОМ СЛУЧАЕ

В статье предложен метод, позволяющий исследовать неоднородные диофан- 
товы приближения на плоских кривых с ненулевой кривизной.

В. Шмидт доказал экстремальность кривой, кривизна которой почти везде от
лична от нуля. После работы Шмидта относительно данной кривой было получено 
много новых результатов в работах В.Г. Спринджука, Бейкера, Додсона, Диккинсона,
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В.И. Берника, В.В. Бересневича. Однако все эти результаты касались однородного 
случая. В однородном случае применимы многие методы геометрии чисел, что суще
ственно упрощает задачу. В неоднородном случае ситуация значительно усложняет
ся, так как возникающие при рассмотрении тела перестают быть симметричными. 
В данной работе за счет привлечения новых методов удалось получить аналог тео
рем Шмидта. Доказана теорема, являющаяся обобщением извесной теоремы В. Шмид
та для плоских кривых в однородном случае.

Пусть задан некоторый вектор х = (х ,,х 2,...,хп), где x j -  действительные 
числа, лежащие в некотором интервале/, 1 < i  < п. Рассмотрим множество тех 
х, для которых неравенство

имеет бесконечное число решений. Обозначим такое множество через А (х , v ) . 
Из результатов Грошева [3] следует, что при v > п множество A (x ,v )  имеет 
нулевую меру Лебега.

Задача усложняется, если рассматривать не все точки X е 1 ", а только точ
ки, лежащие на некотором многообразии

Пусть вронскиан w ( l , / ,  \ x ) , . . . , f n '(х )) *  0 отличен от нуля при почти всех 
х е /.  Клейнбоком, Маргулисом доказано в [4], что при v > п , мера А (х, v) П G 
равна нулю.

В данной статье рассматривается неоднородный вариант указанной зада
чи. Пусть на некотором промежутке I  даны две функции / ( х )  : I  —> R и 
Л(х) : I  ->  R . Рассмотрим неравенство

где (a0,a l ,a 2) е Z 3, Н  = ш ах{| а0 |,| я, |,j а 2 |} и v -  некоторое положитель
ное действительное число. Через Ал(\ ’) обозначим множество таких х , для ко
торых множество решений (2) бесконечно.

Обозначим F (x )  = a2f ( x )  + а,х + а0, a, e Z ,  0 < j < 2 .
Основным результатом данной статьи является
Теорема 1. Пусть функция / ( х )  е С 2( / )  такая, что множество корней 

/ " ( х )  имеет нулевую меру. Пусть также функция ?.(х) е С 2( / ) .  Тогда при 
V > 2  неравенство (2) имеет лишь конечное число решений.

В основе доказательства лежат следующие леммы:
Лемма 1. Пусть функция f ( x ) e C 2( I )  такая, что множество корней 

функции f " ( x )  = 0 имеет нулевую меру Лебега. Тогда существует d  > О, 
такое, что для любого х е I , из условия \ х  |> d , следует \ / ' ( х )  |> d  и 
\ f ” ( x ) \ > d .

Лемма 2. Пусть функция <р(х) е С ” ( / )  такая, что | <р ’ (х) |> S для всех 
х е / .  Тогда существует такая константа c (ń ), зависящая только от п , что

| а0 + а,х, + а2х 2 + ... + anxn \< Н  \  

a , e Z ,  0 < j < n ,  v e R  Н  = ш ах{| а, ап |} (1)

С = {(х, /2 (х),/з (х)....Л (х)) | х € /, /, (х) € С" (/)}.

а 2/ ( х )  + аххх + а0 + Л (х) |< Н  \ (2 )

где т ( А )  означает меру Лебега множества А .
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Доказательство этих лемм имеется в [1].
Лемма 3. Пусть / (х ) е С ‘ ( /) .  Тогда существует константа с\, завися

щая только от вида функции f  (х), такая, что для всех х  е I ,

max

Доказательство этой леммы имеется в [2].
Лемма 4. Пусть / (х ) е С 2 ( /) .  Обозначим a  =  m a x ( l,s u p { / ' (х ) | х  е / } )

и с2 = с, /(6 а ). Тогда если т{1) < с 2 и на промежутке I  для некоторого 

О < i < 2 найдется точка х 0, что | f (,)(x 0)J > с, Я , то для всех точек х е I , 
F (,)(* ) j > с ,Я /2 . (Здесь F (0)(х)  = F(x)J.
Доказательство этой леммы имеется в [2].

Доказательство теоремы.
Разобьем интервал I  на конечное число интервалов, длина каждого из кото

рых не превосходит с2. Количество таких интервалов зависит только от вида 
функции / .  Следовательно, без ограничения общности можем считать, что 
т(1) < с2. Отметим также, что для достаточно больших Я  из |f ( , ) ( x )  > сН  

будет следовать, что F (l) (х)  + А0) (х)\ »  Я  (здесь i =  0 или i =  1).

Используя леммы 1 и 4, считаем, что |/( < с 2 и существует d  > О такое, что для 
любого х е I , \  f ' ( x )  |> d.

Заметим, что A a(v )  можно представить в следующем виде:

4 ,М = П С й я >’n=1 Н̂ п

где А ( Н )  обозначает множество тех х е I ,  для которых выполняется неравен
ство (2) хотя бы при одной тройке (а0,ар а2)е  Z 3 с фиксированным 
Я  = шах{| а0 |,| а, [,[ а 2 |}.

Возьмем произвольное £, 0 < £ < v - 2  и зафиксируем его.
Разобьем каждое из множеств А ( Н )  на два подмножества, соответственно 

4 ( Я ) и Л2(Я) .

Л, (Я )  = {х& А { Н )  I F ' ( x )  + Л' (х)  > H ~2' v+C} (3)

А2( Н )  = {х е А ( Н )  I F ’ (x ) + A’(jc), < Н ~ 2~v+e} (4)

Для каждого из построенных наборов множеств мы можем построить мно
жества А и  (v) и А 2Л ( v )  аналогично как мы строили А х ( v ) . Несложно заметить, 
что

■‘‘u M 'U f W " ) ,
СО СО

4 » = и Г Ц ( я ) .
«=! Н̂ п

A a ( v )  =  A a ( v )  U ^ 2 i ( v ) .
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Таким образом, нам достаточно доказать утверждение теоремы отдельно 
для каждого из множеств.

Рассмотрим множество А и  (v).
Утверждение 1. Зафиксируем некоторое 0 < 8  < 1 и Н . Обозначим через 

N( S)  количество троек (а0,а ,,а 2) целых чисел, для которых существует 
решение х  е I  системы неравенств

\ \ F ( x )  + Ц х }  < H - v,
(5)

[:F '(x )  + A '(x ) < H S.

Тогда N(Ś)  «  Н ш .
Доказательство.
Так как | Л' (х)  j «  1 и | Я(х)  | «  1, то все решения неравенства (5) также 

будут решениями неравенства

{  F ' ( Xy < H s .

Преобразуем нашу систему.

I  |fl| + a 2f ' ( x ) \ « H s .

(6)

(7)

Отметим, что / ' ( х )  строго монотонна и ограничена (по лемме 1). Произве
дем замену переменных: -  f ' ( x )  = t, f  (х ) -  х / '( х )  = g ( t ) . Пусть t е J,  по лем
ме 2, получаем J  « 1 .  Функция g ( t ) ограничена, непрерывно дифференци
руема и I g( t )  | «  1. Система (7) с учетом обозначений преобразуется к виду:

k  + a2g (0 \ «  Н 1

а, -  a 2t\ «  Я

+ g( О « Я v-\

^ L
a,

■a2t « Я  

t e J

s-1

Отметим, что g = g( t  + д ) = 8 ( 0  + A g '(# ) = 8 ( 0  + 0 ( H s~l ).  Сле-
K a 2 J

довательно, все решения последней системы будут также решениями неравенства

8
(  \  а,

\ а и
< Я <5 - 1

Несложно проверить, что число целочисленных решений последнего не
равенства при условии т а х { |  а0 |,| я, |,| а2 |} = Я  не превосходит C H l+s для
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некоторой константы С . Следовательно, N (S ) «  Н 1+й. Утверждение 1 дока
зано.

Для произвольного 0 < S < 1 рассмотрим множество
00 ООл,дМ=пил(й). (в)

n = 1 Н = п

где AS( H ) -  множество, состоящее из х е А( Н) ,  для которых выполняется ус
ловие

н М + Е  < w  + (9)

Из утверждения 1 следует, что для фиксированного Я  существует о{н2~в )  

троек, для которых неравенство (2) имеет решение. По лемме 2, для фиксиро
ванной тройки (а0,а ,,а 2) мера решений (2) не превосходит

J J - V - 3 + S + V - S  __

Тогда мера AS( H )  оценивается сверху величиной Н 2~3 ■ н ~ ъ+5~е -  H ~ x~s.
оо

Так как ряд X ! ^  сходится, то, применяя лемму Бореля-Кантелли, по-
н=\

лучаем т ( Л ( Я ) )  = о для всех S < 1
Представим множество Аи (у) в виде объединения

Au ( v) = { J A SiA (v) [ J  A i a (v),
/=1

где = O, Sl+l = St + v -  2 -  s , l  -  такое минимальное натуральное число, что 
*̂ /+i ^  1. Поскольку V — 2 — Е > 0, то Sj —̂  со при i —̂  оо. Следовательно, най
дется такое натуральное число /, зависящее только от s , для которого 8М > 1.

По доказанному, мера каждого из множеств As ^(v) и A, A(v) равна нулю. 
Отсюда и получаем необходимую оценку.

Рассмотрим множество А1Х {у).
Мы имеем неравенство F ' { x )  + Я'{х)\ < H ~2~v+e. Следовательно. Приме

няя лемму 3, получаем

Vxe А2(Н) ,  F " ( x )  +Л " ( х )  »  Н ,  (10)

или а2/ " ( х )  + Л " ( х )  » Н  .

Мера множества тех х , для которых выполняются неравенства (10) и (4) по 
лемме 2, не превосходит / / - 2“У+£Ч По утверждению 1, число целочисленных 
троек(а0,а , ,а 2), которые дают хотя бы одну точку х е А2( Н) ,  не превосходит 
Я . Таким образом, т{А2( Н ) )  «  Н  ■ Н ~г~У+Е = Н~2~^£.

со

Х
т г- 2 -v+e

п  сходится, следовательно, по лемме Бореля-Кантелли,

Ą A 2A{v) ) = Q .
Полученные оценки для мер множеств А и  (v) и A2A(v) дают утверждение 

теоремы.
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