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В теории диофантовых приближений свойства трансцендентных и иррациональ
ных чисел изучаются с помощью их приближений алгебраическими и рациональными 
числами [1, 2]. Сами алгебраические и рациональные числа устроены проще и многие 
их свойства или почти очевидны, или легко доказываются. Однако нет правил без ис
ключения, Например, хорошо известна задача о распределении рациональных чисел 
Фарея [3], которая эквивалентна проблеме Римана. В работе доказано два утверж
дения о распределении алгебраических и рациональных чисел.

Ключевые слова: корень многочлена, высота многочлена, результант многочле
нов, алгебраические числа, система диофантовых неравенств, порядок приближения, 
покрытие множества.

Для алгебраического числа а  через dega  = п и Н (а) будем обозначать 
степень и высоту его минимального многочлена. Далее /л В -  мера Лебега из
меримого множества В  с  R  , величины с, = с, (п),с2,... зависят только от и и не 
зависят от высоты многочлена. В.И. Берником, Н.В. Будариной, X. О'Донеллом 
в работе [4] доказана следующая теорема:

Теорема 1. Пусть Q > Q0 достаточно большое натуральное число, I  с  R  -

интервал длины \ / 1= c\Q  1. Тогда справедливы следующие утверждения.
a) Существуют интервалы I, | / 1= Q~]!2, внутри которых нет алгебраи

ческих чисел а  с условиями deg а  < 3  и Н(а)  < Q .
b) При достаточно большой величине с2 внутри любого интервала I,

11 1~ C->Q *’ лежит не менее с3 1 I  \ Q 4 действительных алгебраических чисел 

a ,  d e g a  = 3 и H ( a ) < Q .
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Для интервала /  = [й,і ] с і  с центром в точке d  = ~ ~ ~  построим интер

вал /, = [d - 4 11 1, d  + 4 11 1]. Пусть 0 <; у ź  1. Буцем называть I  интервалом типа

(Q, у ) , если внутри интервала /, нет рациональных чисел — с ограниченными
/

ч знаменателями 1 ź t ź Q r .
Теорема 2. При ух>\  + у п  и с3 <с0 внутри интервала I, \ I \<c3Q Гх, ни 

при каком п > 1 нет действительных алгебраических чисел а , deg а  = п и 
H {a)< Q .

Основой для доказательства теоремы 2 является следующая лемма:

Лемма 1. [5] При любом наборе корней а,. , 1 < « < и ,  многочлена
1 S

Р(х) = справедливо  неравенство  П ‘Ja, где

Н(Р) -  maxos;sn I я, I-

Доказат ельст в: Возьмем интервал / 2 = (p/q, plq + c3Q~T{), где q < Q r , и по

кажем, что при подходящем с3 этот интервал искомый. Обозначим P(x) = q x - р,  

и пусть а  -  корень минимального многочлена Р2(х) = апх" + ... + + а0 с кор

нями а { = а ,а 2, . . . ,а п. Если а е  12, то

\ a - p / q \ < c 3Q Л  (1)

Рассмотрим результант R(P{,P2) полиномов Р { и Рг  Так как полиномы Р { и

Р2 не имеют общ их корней, то | /?(/*, Р2) |> 1. С другой стороны, из леммы 1 и 

неравенства (1) имеем:

1<|Л(Р,,Р2) | = qn \an \\al - p l q \ f \ \ a J - p / q \
7=2

< с5е уяЯ(а,)| а , - p/q |< c3c5Q^+]-l~  ̂< с3с5

и при с3 < с5ч  получаем противоречие, которое доказывает теорему 2.

Что будет происходить, если длину интервала /2 увеличить и взять равной 
c6Q 1 при достаточно большой величине с6? Ответ на этот вопрос получен в 
[4] при у -  О. Рассмотрим случай, когда у ф 0 и п = 1.

Теорема 3. Если с6 > с0 и интервал / ? имеет тип (Q,y, ), то количество

рациональных чисел p/ą, Qr <,q<,Q,He меньше c1\ I 2\Q2, что не меньше cyQ2 .

Доказат ельст во; Пусть интервал /2 имеет длину | / 2 \= c6Q~Ur, 0 ś y  < \ ,  
с6 > с.. Обозначим через 5, = В (д0) множество точек интервала, для которых 
выполняется система неравенств
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\ q x - p \ < Q  \

\ < q < \ Q .  (2)

Система неравенств (2) не может выполняться, если q < Q r . Из первого

неравенства (2) следует, что \ x - p / q \ < q  'Q 1. Поэтому

\ d - p / q \ < \ d - x \  + \ x - p / q \ < c 6Q-l-r/2 + q-'Q { < { \ + c J 2 ) q  ’£Г‘, 
что противоречит выбору интервала 1Г Перепишем неравенство (2) в виде

\< P-P\< Q T\ Qr < q < S 0Q. (3)
Обозначим через J ( р , q) множество x g I 2, д л я  которых верна система не

равенств (3). Ясно, что /uJ(p,q)<2q~{Q~' при фиксированных р  и q.

Рассмотрим интервал I3 - [ d - 2 q  'О ',d  + 2q~'Q ']. Надо просуммировать

p J ( p , q )  по всем дробям plq , принадлежащим интервалу 1у  Найдем условие, 
при котором два интервала

J ( c 9, p l,q , )  = { \ x - p i/qi \<cgq;'Q ~ '}, / = 1,2, с9 > 1, 

не пересекаются. Если jc0 точка их пересечения, то

I P M  i -  Р М г  N  *о  “  Р\'Я\ I + 1 *о ~  P j 4 i  l<  c9Q ^ { q ; 1 +  ^ 1) .  (4 )
С другой стороны

I РМ\ -  Рг>Чг 1= Р]~ — 11 ^  - 1-  • (5)
M i  M i

Из (3)—(5) имеем неравенство

1 < c9Q (ql + q 2) < 2 c 9S0,

которое противоречиво при сд < ó0 ' /2.  Поэтому, если сд =  ó Q"'/3 и с6 > 4 , то

p/q€l3

Так как /л J { p , q ) < 3S0/u J ( S j l/3, p ,q ) ,  то

Х / л / ( М ) і з а д і .  д а
plqzl3

При подходящем SQ справедливо неравенство

^ В , < | / 2 |/4. (7)

Возьмем S0 =  2~3. Тогда на множестве В2 - 12 \ В {, /лВ 2 > 3 | / 2 | /4 , вы

полняется система неравенств

I q x - p \ < Q - \  S0Q < q < Q .  (3)

Для Xj е  В2 и з (8 )следует
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I *1 -  Рі>4\ І< чСОГ' <  S ^ Q '2. (4)

Это означает, что при достаточно большой величине с6 справедливо 

p j q x е  / 2 ■ Обозначим через D. множество решений неравенства (9). Ясно, что

< 2S0 Q . Возьмем точку х2 е  В2 \ Д . Для нее также найдется рацио

нальное число p 2lq2 Ф p j q { в интервале 0 2 =  [у  е  / 2 :| х2 -  _у |< . За

тем возьмем точку х3 € (В2 \ Д  ) \ D2 и т. д. Такое построение рациональных

чисел p j q i €  / 2, 1 < i < / ,  можно продолжать до тех пор пока интервалами D 

не покроем все множество Вг  Поэтому

2 tS ^ Q ~ 2 > p B 2 > 3 \ I 2 \/4, 
откуда t > 2 З380Q 2 j / 2 | , что и доказывает теорему 3.
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Rykova O.V., Sakovich N.V., Shamukova N.V. ON THE NUMBER OF RATIONAL 
PO INTS W ITH BO UNDED DENOM INATORS IN SHORT INTERVALS OF 
DIFFERENT TYPES.

The points in short intervals of the real axis have different arithmetic properties depending 
on the presence of rational numbers with small denominatirs in intervals. The classification 
of short intervals is presented in the article. The theorems on the distribution of rational and 
algebraic numbers in such intervals are provided.
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