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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДИСКРИМИНАНТОВ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

Понятие дискриминанта многочлена наряду со степенью и высотой принадле
жит к одной из самых важных характеристик многочлена. Дискриминант многочлена 
произвольной степени наследует главное свойство многочлена второй степени: на
личие кратных корней при дискриминанте, равном нулю. Для многочлена степени п 
можно сразу записать явный вид дискриминанта, найти же точное значение можно 
только через (2п-1)! операций. Уже при п>100 эта задача для многочленов с больши
ми коэффициентами недоступна для самых современных компьютеров.

В работе изучается распределение значений дискриминантов многочленов спе
циального вида с целыми коэффициентами. Используя методы теории диофантовых 
приближений, удалось доказать существование многочленов с относительно малы
ми дискриминантами. Этот результат практически не улучшаем, то есть внутри 
интервала, несколько меньшей длины, значений дискриминантов нет.

Дискриминант многочлена считается одной из основных его характеристик 
как в алгебре, так и в теории чисел. Например, для многочленов второй степени 
Р(х) = ах2 +Ьх + с значение дискриминанта D  = Ь~ - 4 ас позволяет находить 
корни или определять: имеются ли они.

Определить дискриминант D {P ) многочлена

/> (*)= а х

с высотой Н  = max а и корнями а 1, а 2, . . . , а п можно двумя способами.
0 < /< л ' '

Дискриминант d (P ) можно задать как определитель

и(л-1)/2

1 Я„-1 а п~2 ... а0 0

0 а п а п - 1 ах а0

0 0 ап ... «1
п (n -  l ) a n_2 ах 0

0 пап (л - l K - i 1а2 а.

0 0 пап ... 2 а

(1)

или как произведение разностей корней

D ( P ) = a 2; - 2 П ( « , - « , У- (2)
i<;< j<n

Далее мы будем рассматривать только целочисленные многочлены, поэто

му по (1), если И {р ) ф 0, то
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Й Ф ' -  (3)
Из (2) очевидно следует, что D (P )  =  0 тогда и только тогда, когда много

член р (х )  имеет кратные корни.

Зафиксируем п е N . Пусть Q  достаточно большое число, Q > Q0 (п ). Обо

значим через Р„ (Q ) класс многочленов р (х ) таких, что deg Р < п  и h (p ) < Q .  

Пусть с{п ), с j { n )  обозначают константы, зависящие только от значения и. Мы 

будем использовать символ Виноградова А «  В, если А < схВ. Из (1) получа

ем, что \d (p }  < с( „ ) е ! - г и если d {p )  *  о , то по (3) имеем

\ < \ D ( P } < c ( n ^ .  (4)

Из-за ограничений на степень и высоту многочленов получаем, что

|РИ((?)| < 2 2n+2Qn+\  (5)
Из неравенств (4) и (5) следует существование интервала [1 ,c {n)Q2n~2 ] (длина 
которого растет вместе со значением Q), для которого не найдется ни одного 
многочлена со значением дискриминанта из этого интервала.

Заметим, что распределение дискриминантов целочисленных многочленов пред
ставляет интерес для диофантовых приближений [1,2] и диофантовых уравнений [3].

Рассмотрим построение многочленов с малыми значениями дискриминан
тов в плохо аппроксимируемых точках. Докажем то, что для любого значения
существует многочлен р (х )  из класса Рл <е) такой, что |в ( р | е [ 1 , с,(й)] , где
Су (п ) будет вычислена ниже. г-

V5 —1
Для построения подходящего многочлена выберем х0 = --------- . Пусть

достаточно большое число и 2

Q = c2{n)Qy (6)
Значение с2\п)  будет найдено позже. Положим Т  = [£?,1/п]. Из теории цеп

ных дробей известно, что для любого Т  найдется пара взаимно простых чисел 
натурального q} е 1Х = [Т ,2 Т ] и целого р х таких, что выполняется

\дхх , - р \ < { 2 Т у .  (7)

Заменим Т  на 2Т . Тогда снова найдется пара взаимно простых чисел нату
рального q2 е / 2 = [2 Т ,4 Т ] и целого р 2 таких, что снова выполняется

\<І2хь - Р г \ < { ^ Т У -  (в)
Повторяя процедуру еще п - 2  раза, на последнем и-ом шаге найдем пару

взаимопростых чисел qn е / п = [2"~1Т ,2 пТ ]  и целого р п таких, что снова вы
полняется

\qnX0 - p 2n \c ( 2 nT y .  (9)

Теперь построим многочлен следующего вида:

H x ) = f l { 9 j x - P j ) -  (1°)
7=1
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Его высота Н ( р ) лежит в интервале
«(«+!)

с2{п )~  2 2 . Тогда по (6) имеем

/  п(и-1) я(и+1) ^

2  г тп,2~1 ~ Т п

Из неравенств

п(п+\)

Н ( р ) <  2 2 Qv

получаем, что

О * £ l _ I l  

Чі 4 j
< P i

9,
+ xn

. Положим

< +

(11)

+ (2Jr Y q ~ l < 2~1M T~2 + 2 “2;+1 T~2 < 2~b+1T~2,

отсюда

П
1<І< j<n

r  \ 2 
Pt P j

q, q

- 4 ] Г ( ; - 1Хи-г) -4  Y^k 2(n-lXn-l)n
< 2 T  k=l = 2  3 J'-2n{n-l)

J У

Тогда дискриминант многочлена ,р(х) можно оценить

D ( P ) =  П  q

\  2/1-2 /

V м  У

Таким образом, мы доказали

П
l£(< j<,n

У  n (n - l) (n + 7 ) 

< 2  3 .

(12)

Теорема 1. Для любого значения Q существует многочлен Р (х)  e Pn (Q),

п(п-\)(п+7)
модуль значения дискриминанта лежит е интервале I  = 1,2

В некотором смысле теорема 1 не улучшаема.

1 гЛ!пТеорема 2. Для фиксированного Q пусть ~ Q  < q, < 2Q . Тогда не

существует многочленов Р(х) вида Х \ { Ч іх ~ P i), ф ~ ~ , значением мо-
/=1 Р, Р,

дуля дискриминанта которого для п >  п0 лежит в интервале [1, е0 5” |п" ]■
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Доказательство. Пусть a, = m in — . Упорядочим все корни многочлена
1</sn q .

р {х )  по величине. Таким образом

а х < а 2 < . . . < а п

Положим у  = m in (a j+1 — cct )■ Из условия теоремы для некоторых j ,
1< j<n

1 < / < п , имеем

У ~ a j+\ ~ a j
Pj+1 _ Р ± _  QjP.i+' Qj+^Pj > 2~2 Q -2ln

ci .,a 4: 4 j4 j+1

Оценим модуль полученного дискриминанта D (p ). В равенстве

(  " V ”"2

V м  у \<.i<j<n

(  „ V " '2
П .  0 -2 л -2 / -> 2 л -2

<7, к* . Для оценки
V /

(14)

первый множитель можно оценить как 
оставшегося заметим, что

а 2 - а х > у,  

а ъ - а х = (а 3 - а 2) + ( а 2 - а х) > 2 у ,

- а х = ( а . - a  x) + { a 2 - a x) > { j - \ ) у  A < j < n .

Поэтому

n ( a , - a J)2 > ( (n - l ) ) V ”' 1 > ( ( " - l ) ) 22 -,(” -,)e "  ■ . <15>
7=2

Аналогично (15) для любого к , 2 < к  < п - 1 ,  получаем

7=*+1

4 ( л - £ )

(16)

Из (15) и (16) для второго множителя в (14) получаем

\<1<}<п V != 1 /

/  л-1 л-

№
V 1=1 У
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и - 1 и - 1 i

In Г„_, =  2 2 1 ln  >'! =  2S  S ln  *■ (18>
/=2 /=2 Jt=2

* и-1
Заменив в (18) суммы ^ l n &  и у  ( / In /  — /) интегралами получим нижнюю

4= 2  і=1

.2оценку In Тп_х > 0.5п In п для некоторого п > п0 и

Т  , > еМп ton. (1Э)

4 Наконец из (14), (16) и (19) для п > п 0 следует, что

jZ)(P^ > 2~2п~2Q 2n~22~2("~1)пQ~2(n~^e0S"2lan = 2~2̂ ~^п+̂ е°'8п2'пп > e°'5"2ln" 5 
что доказывает теорему 2.
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