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ЧИСЛО МНОГОЧЛЕНОВ НАД кольцом 
ГАУССОВЫХ ЦЕЛЫХ, ИМЕЮЩИХ ПАРУ 

БЛИЗКИХ КОРНЕЙ

Для полиномов от комплексной переменной над кольцом целых гауссовых 
чисел показано, что малые значения модуля производной встречаются достаточ­

но редко.

Пусть p ( x ) ~ a nxn + ... + alx + a0 eZ[r][jc] многочлен степени п , а 
a x,a2, . . . ,an е С  -  корни р .  Далее р(х) будем записывать в виде 
p(x) = an(x - a , ) . . . ( x - a n). Число

называется дискриминантом многочлена р(х) . Известно, что дискрими­
нант -  целочисленный многочлен от п + \ переменных коэффициентов 
многочлена р(х). Всюду #М  обозначает число элементов во множестве 
М  , a meskM -  к -мерную меру Лебега множества M c R  ( k < d )• 
Будем использовать символ Виноградова <§г. Выражение / - C g  равно­
сильно тому, что f  <c{g  для некоторой постоянной с{, которая зависит 
только от степени п . Выражение /  х  g  означает, что g < / < g .

Пусть х = (х,,..., xd) е . Для норм будем использовать следующие
обозначения

(1)
1 śi< Jin

IHL “ max I I •
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Евклидову норму ||-|| для краткости будем обозначать просто
Поле С будем рассматривать как векторное пространство над М 

размерности dima'C = 2.
Высоту многочлена р  е С[х] определим как Н(р)  = шахо<,<п||й,| > где 

||-|| -  некоторая норма комплексного числа, рассматриваемого как вектор
из R 2. Удобно выбрать норму ||-||ю, т.е. для z - x  + i y e C ,  x j e K ,  
zj = max{| х|,| _у|}.

Многочлены р ( х ) -  апхп +... + ą x  + a0 е С[х] будем отождествлять с
векторами коэффициентов р  = (ап,..., ах, а0) е М2п+2 (здесь учитывается, 
что каждый коэффициент многочлена -  вектор из К 2). В этих обозначе­
ниях Н(р) = \р\\ж.

Пусть заданы и е  N, Q > 1 и 8  е (0,1)- Определим следующие мно­
жества:

Vn(Q) = {р(х) 6 Z[i]\x]: degр  < п, Н(р)  < Q}, (2)

Ą (Q ,5 )  = {p(x)eVn(Q):3av a 2 1 « , - « ^ } .  (3)

Цель данной работы -  оценить # Т п(0,8) .
Теорема 1. Справедлива оценка

#J:tt{ Q ^ ) ^ Q 2n+28 + Q2n+\  (4)

Для доказательства теоремы 1 потребуется ряд вспомогательных ут­
верждений.

Оценим расстояние от точки р  <= R 2n+2 до ближайшей точки поверх­
ности D{p) -  0.

Теорема 2. Пусть у  многочлена р(х) е С[х] корни таковы, что 

I ax -  а 21< S  < 1. Тогда существует ішоючлен q(x) = bn х" + ... + b]x+b0 <= C[.t], 

такой, что D{q) = 0 и

II p-q \< ^H {p)8 ,  (5)

где q = {bn,...,bx,b(s) . При этом b„ = an, bn_x = a„_t .
Доказательство. Пусть p'.= (al - a 2) / 2. p e C ,  \p\< 812.  Построим 

многочлен q(x) = bn(x - Д  ) . . .( * -  Д , ) . Выберем bn = an, а корни опреде­
лим следующим образом:

Д = « . - А
/32 =сс2+р,  (6)
Д = a,, i -  3

Очевидно, Д  = Д2 = (а, + а 2) / 2.
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Нетрудно видеть, что при таком выборе корней многочлена q(x) у 
него будут действительные коэффициенты, и -  апА . Введем обозна­
чения для симметрических функций

a i ( a 1, . . . , a „ ) =  £  W " ® ' * ’ к  = 0 ........"• ( 7 )

Полагаем, cr0(a j ,. . . ,a B) = l,  crk(av .. . ,an) = 0 при А;<0 и при
Обозначим .А/- = {1,...,п) -  множество натуральных чисел от 1 до п. 

Пусть M q N -  осм -  упорядоченный набор (вектор), где
in е М , т = 1 ,,.. , к , -  различные элементы множества М , к - # М -

IcM /el
frj=k

SQjAomI  = f O'*., (ami]), i e M ,
dat [O, i <£ M .  ^

С учетом введенных обозначений

ак = а п° п~к(а к \  к  = 0,.. . ,п.  (9)
Чтобы оценить насколько отличаются коэффициенты рассмотрим раз­
ность

П
а к(алГ+ Аам ) - а к(ам) = I  Z  <7*. (аяхх)11Аа„ (10)

т=U s M  i e l
#Z -m

где Aai -  <x -  a iA, i -  1.....W Оценим правую часть (10) сверху. Для это­
го понадобится следующая лемма.

Лемма 1. ( Фельдман [1']) Д ля любого набора корней а, , { <п ,
ik i, при кФІ  справедливо неравенство

\а, ...щ |< (и + 1 )2 " -- /-̂ )~ , / 1П
1 ' \а„(Р)\ (11)

где an(p) = an -  старший коэффициент многочлена р(х) , Н(р)  -  высо­
та многочлена р(х) .

Из леммы Фельдмана следует

Ifft K ) l < < r r r  V M q j V, k = 0,...,n.
I a„(P)\

Полагая все |a ai | < 1, получаем

H
a k{aM + \ a M) - cxk(ccM)\<. -— - - £ | A a ; |. (12)

I <>» I teAf
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Из (6) следует | Да, |< 5 , что влечет
\ак -Ък Н(р)5, к = 0,...,п.

Это доказывает теорему.
Пусть
W„ = Wn(<5) ІР С[х]: degр< п ,  Н( р) < 1,3 а х,а2 \ а, - а 2 1< £},

Gn(г) := {р е С[х]:degр <  п, Н(р)  < \ , 3 q e  С[х], D(q) = 0 ,\\р- q\\ < г}. 

Следствие 1. Существует постоянная с(п), такая, что

WH( 5 ) c z G „ ( c W \  <13>

Рассмотрим решетку в

Ld(Q):=|xeRrf eZ,i = l,...,dj>.
I е

Обозначим открытый d -мерный куб с центром в точке х = (x{, . . . ,xd) и 
длиной стороны Q

x(x,Q)  := ( ,  е : у, = х, + ^ ,  t, е [ ], i =

Пусть Т> с  jR̂  -  ограниченная область, В(х,г) = {у е < г} -
шар радиуса г с центром в х.

Обозначим покрытие области V  шарами радиуса г

V B(r)=
xeV

Введем обозначения

A H3) = Ld( Q ) n V t 

V \ Q ) =  U  < X>Q)-
x e \(Q )

Очевидно, V*(Q) ę= T>B{4d!Q ) , что влечет mesdV \Q ) < mesdVB(-Jd / Q ) .

Принимая во внимание соотношение mesdV * (Q) = Q~d ■ # A ( 0 , получа­
ем:

Теорема 3. Число точек решетки Ld(Q) в области V  удовлетворяет 
неравенству

# Л (0  < Qd ■ mesdVB(sfd 1Q), (14)
где T>B(r) -  покрытие множества D радиуса г.

Полагаем d - 2 n  + 2 и T>~Wn{d) . Легко заметить,  что
#А( 0  = Из следствия теоремы 2 и теоремы 3 получаем
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(Q,5 ) < Q2n+2 ■ mes2n+2Gn(с(п)8 + Ь п л - 2  / Q).

При достаточно малом S  и большом Q получаем 

mes2„.2Gn{с{п)5 + V2«+ 2 / 0  = 5 - {c(ń)S + 4Ъг + 2 / 0  + o(S + Q' 1) «  б  + £Г‘, 

где S = /и<?.у2п+1 {/? € R2”+2 :||/)j|^ <1, /)(/») = 0}. Теорема 1 доказана.
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