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Н.В. ШАМУКОВА, Н.В. САКОВИЧ

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 
ВТОРОЙ И ТРЕТЬЕЙ СТЕПЕНИ

В работе получены двухсторонние оценки для расстояний между сопряженны­
ми алі ебраическими числами второй и  третьей степени. Эти оценки выводятся из 
некоторых точных теорем метрической теории диофантовых приближений [1-5].

В теории диофантовых приближений важны результаты о распреде­
лении рациональных чисел. В данной работе изучается распределение
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алгебраических чисел второй и третьей степени. Доказаны нижние и 
верхние оценки для расстояний между квадратичными иррациональнос­
тями, алгебраическими и целыми алгебраическими числами третьей сте­
пени. Основу доказательства составляют метрические теоремы о разре­
шимости систем диофантовых неравенств в целочисленных полиномах 
для множеств точек из произвольного интервала положительной плот­
ности.

Пусть Р2[х) = а2х2 +ахх+аа квадратный трехчлен с целыми коэффи­
циентами, имеющий иррациональные корни. Это означает, что его диск­
риминант не является квадратом целого числа, в противном случае кор­
ни будут рациональными числами.

Обозначим Я  = Я (Р ) = тах|ам и пусть j c e / c

бом целом Q> 1 существует многочлен Р2 (х), Н (Р) < Q, что для Ух e l
выполняется неравенство

И М 1<е~г- (о
Обозначим через at и а2 корни Р2(х). Пусть в (1) для заданного х 

корень ar, -  ближайший к х.
В работе будут доказаны следующие теоремы:
Теорема 1. Существует постоянная с, такая, что для любых корней 

сс{ и  а, полинома Р2 (х) выполняется неравенство

I а, - а 2\ > с, Щ а ,)" .  (2)
При некоторой эффективно вычисляемой величине с2 («) можно постро­
ить бесконечно много полиномов Р2{х), для которых

(«!-ск2| > с2Я(а;1) 1. (3)
Теорема 2. При некоторых эффективно вычисляемых величинах с3 

и сА теорема 1 справедлива для многочленов третьей степени, если нера­
венство (2) заменить на неравенство

\al - a 2\>c3H (a i) \  

а неравенство (3) на неравенство

\al- a 2\>cĄH (a l)~^ ■
Теорема 3. Неравенства типа (2) и  (3) справедливы для целых алгеб­

раических чисел. При этом неравенства принимают вид

К  ~ а г\> с5Н ( а ) " 2

)«! - а 21 < с6Я (а )  1.
Основу доказательства всех трех теорем составляет следующая те­

орема, которую мы докажем для многочленов третьей степени

При лю-
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Теорема 4. Обозначим через Мг (Q) множество точек х е  I , для ко­
торых справедлива система неравенств

\P{x\<ClQ - \  |P'{x\<c%Q, (4)

Тогда при с7с8 < 2~12 выполняется неравенство

цМъ(0)< 0,5(А-дг), (5)
Вначале перейдем от произвольных целочисленных многочленов в

(4) к неприводимым многочленам с условием

к|>с9Я. (6)
Это делается аналогично как в [3].

Обозначим через $Н3(С?) множество неприводимых многочленов P(t) 
с условием (6) и H (P)<Q ,  а через 5R3( # )  множество неприводимых
многочленов высоты Н  с условием (6). Относительно а, произведем
упорядочение остальных корней

\a \ ~ ai \ - \ a \ ~ аз\ • (7)
Введем множество

^ (а ,)  = jjce /  : |л: — = min |jc — 11 ■

Далее будем рассматривать систему неравенств (4) при х е S (a {). 
При достаточно малом £> 0 введем sx=sN~', где N  = N(n)> 0 доста­
точно большое число и пусть Т = [ f j-1]- Определим числа р у, j= 2,3 из
условия

\a \ ~ a\ ~  Н Р} ■ (8)
В силу (7) Рз < р2.
Лемма 1. Пусть справедливо неравенство (6). Тогда для любого J, 

1 < j  <. 3 выполняется неравенство |а; | < с10.

Лемма 2. Пусть Р(х) е 'Л3(Н) и  xeS^a^) .  Тогда

|*-а.|^3И *) |И * )Г  ,

|х - а 1|^ 4 |Р (х )||Р '(а ,)|"1 , (9)

(  __ j >у
х -  a, I < 3 min I 2”~! |Р (х)| |Р' (x)f ‘ П l«i ~ I

к -2

Так как корни <xj ограничены, то из (7) и (9) получаем р , > . Оп­

ределим целые числа / ; , 2 ^ j  < 3 из неравенств
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1,-1 i-±— <P j< - L , l 3<l2

И ПОЛОЖИМ P i = ( l 2 + h )  ■

Нетрудно доказать [3], что число векторов I =( / 2, ) для многочленов
оо

? (()€  U ЯІ, (Я ) конечно. Зафиксируем один из таких векторов и под- 

класс Й3(Я ) с фиксированным вектором / обозначим через 913(П,1). 

Лемма 3 [4]. Пусть P(t) е fK3 (H , l ) . Тогда при любом к , \ <к<п

выполняется неравенство Р ' ( а ,) <с(п)Н] Рк+̂п

Лемма 4 [5]. Пусть Р{ и  Р2 два целочисленных многочлена степени 

не большей п и  max{Н (Р,) ,Н (Р2)) < К , для которых неравенство

тах(|^(х)|,|Р 2(х )|)< ІГ г

выполняется при всех х е I, ц1 = K~n, ij> 0 . Тогда при любом $ > о 
и  К > K0(S) справедливо неравенство

т + 1 + 2 max(r + l - 7 , 0) < 2n + S .
Доказательство теоремы 4.
Рассмотрим частный случай системы неравенств (4)

\p { x )\<c7Q-3 , c6Qv<\P'{x)\<ctQ , v>I. (10)

Множество решений (10) обозначим М3 ,(с, Q ). Используя лемму 2, 
можно доказать, что множество решений неравенства ( 1) содержится в 
интервале

.1-0<у (Р) : jx e l  : \ х - а \< в с п g 3 |/v(a l)| j- (11)

При некотором сп введем интервал

а\(Р) : \ х е !  : \ х - а \< с п \Р'[а{)\ '} ■ 12)

Из (11) и (12) следует, что

Mcrl (P)<6c7cnQ-\ (13)
Для хест^-Р) разложим многочлен Р(х)  в ряд Тейлора в окрестно­

сти корня а,

Р{х) = P{a,)+P'(ax) {x -a , )  + ̂ P ' { a y) ( x - a r f  + ^ P m( a M x - a $ . (1 4)
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Так как Р (а ,)  = 0, а по (10),(12) и (14) при большом Q

P ^ { a l) ( x - a i)i \<cQQ-lv

то для всех х е сг1 (Р) справедливо неравенство

\Р(х)\<2 сп . (15)

Зафиксируем вектор Ь ■ Множество многочленов P{t) е ІЯ3 (#,/") с од­

ним и тем же вектором Ъ обозначим через $  (й). Покажем, что при

сп = 0,25 интервалы сгДі}) и cr2(P2), PVP2 е Й3 [ н , І )п9?(б) не пере­

секаются. Предположим противное. Пусть cr2=(Pl,P2) = cr][Pl) n a 1 (Р2)*  0. 

Тогда при хе<72[Р1,Р2) из (15) получаем

|Р2(* )-Р і (*)|<4с,і = 1. (16)
У многочленов ^(х) и Р2 (х) совпадают все коэффициенты, кроме 

свободного члена. Поэтому их разность есть некоторое целое число, от­
личное от нуля. Неравенство (16) привело к противоречию.

Предположим сейчас, что множество значений многочлена 
Р \ х ) - а х = 3а2х2 +2а2х для x e l  и некотором д/о = а, принадлежит ин­
тервалу [-csQ,csQ]. Тогда если а, < о/с - 2 cgQ и ах> а,о +2c%Q , то полу­

чим ^ (х ) !  > c%Q- Таким образом, при фиксированном векторе Ьх = (Ъг, Ь2) 
коэффициент а, многочлена Р(х)  может принимать не более 4c%Q зна­
чений. Число различных векторов не превосходит (2Q + l f , что при 
Q > Q0 не превосходит 23 Q2. Число же векторов Ъ с учетом диапазона
множества значений не превосходит 25c8g 3. Мы показали, что при
си =0,25 интервалы сг, (Р) не пересекаются, поэтому

(17)

P = $R(J)
Из (17) и (13) получаем

X / ^ ( P ) < 6 - 2 3c7g -3|/ |. (18)

P = 5R(ć)
Просуммируем оценку (18) по всем Ъ е У{[ь) с учетом числа значений ах

X  Х ^ И < 6 - 2 8с8|/ |.  (19)

b = SR{S), Р = Уі(5),
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При с7с8 < 2 12 получаем, что

Если множество значений многочлена / >'( х ) - а 1 не попадает в ин­

тервал \ - с £ ,с %0 \,то представим интервал /  = таким образом, что-
j>\

бы множество значений іэ'(д :)-а | содержалось в некотором интервале

длины 2c%Q . Для каждого из интервалов /, суммирование по j  приве­
дет к (20).

Дальнейшее доказательство зависит от структуры вектора / и вели­
чины 12Т~Х + рх.

Утверждение 1. Обозначим через М 32 ( c . Q )  множество х е 1, для

Доказательство. Из второго неравенства (9) при j  = 2 получаем

, -2+-Ł+2 £,
\ x - a \ « Q  2 . (23)

|| Pi — ̂Поделим интервал /  на равные интервалы Iг  |/у-| = Q м' * Mi = ----- z----- .
Число таких интервалов не превосходит \l\Q M' . Рассмотрим вначале те 
интервалы I , , в которых система неравенств (4) либо имеет решение, 
либо существует только один полином Р(х)  е Ръ (Q, I ), для которого при 
x e l  неравенство (4) имеет решение. Тогда число всех полиномов не 
превосходит | / |б М ■ Просуммируем оценку (23) по всем интервалам /у . 
Получим оценку

при достаточно большом Q . Покажем, что при х е Ij неравенство (5) не 
может быть разрешимо при двух полиномах. Предположим противное и 
?i(x), Р2(х) такие полиномы. Они неприводимы. Разложим их на ин­
тервале Ij в ряд Тейлора и оценим все слагаемые сверху. Получаем

(2 1 )

(2 2 )

. -3+1— -2--
AW|«е *=е *. (24)

Ясно, что такую же оценку (24) получим и для Р2 (х ). Воспользуемся
G & 3

леммой 4. Здесь г + 1 =  ̂+ —, 2(г + 1 — 77) = 6 + — + р2 +£ = р2 +~ & .
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Применив лемму, получим
6 + 2s + р2 <6 + 5 , 

что при 5 < 2е противоречиво, поскольку р2>().
Утверждение 2. Обозначим через М  ъ 3 (с', Q ) множество х е 1, для  

которых выполняется система неравенств (4) и

Ъ,\<12Т _1 + рг < 4 - s .
Тогда

M „ ( c , Q ) < ± \ l \ .  (25)

Доказательство утверждения проводится аналогично доказательству ут­
верждения 1 с заменой третьей оценки в (9) на вторую оценку.

Другие три диапазона изменения величины /2Г-1 + р х рассмотрены в

[5], где показано, что мера тех х е I , для которых выполняется неравен-
1

ство (4) не превосходит - | / | .  Суммируя эту оценку с (20), (22) и (25),
О

получаем утверждение теоремы 4.
Покажем теперь, как из теоремы 4 могут быть получены теоремы 1-3. 

Остановимся на теореме 2. Дискриминант многочлена третьей степени 
равен

D (Р) = a\ (а, -  а2 )2 (а, -  а3 )2 (а2 - a 3f .

Для неприводимых многочленов D(P3) ф 0, a поскольку это целое число, 
то |-0(^з)| -  1- Из леммы 1 следует, что |(а, - а 3)(а2- а 3)\<с]2. Поэтому

\<^\D(P3)\<H2\ay- a 2\cn ,
Отсюда следует первое утверждение теоремы 2. Для доказательства второго 
неравенства в теореме 2 в каждой точке х е  В2 = / \ В,, /лВ2 > ~\Ą> постро­

им многочлен Рх (х), такой что |/  ̂(xj)| < Q~V], |-Р'(х)| > 2~l2Q~v\  vx+v2 = 2.

По второму неравенству леммы 2  получаем |х, -« ,) < 214<2~V,+V2. Из 

разложения Р'(х) по формуле Лагранжа в окрестности а, получим, что 

/у(х) и .Р' (ск,) при условии v2 < -  имеют одинаковый порядок, поэтому 

из равенства |Р'(х)| = |<я3| |а , - а 2| |а , - а 3| получаем |Р '(а,)| < с13Я  3 и, пос­

ле деления на \a3\>cwH  второе неравенство в теореме 2. Теоремы 1 и  3 
доказываются аналогично.
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