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Часть 1. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Модуль 2: Случайные величины

2.1. Понятие случайной величины и ее функции распределения

Случайной величиной X  (СВ X) называют числовую функцию 
Х{со), заданную на пространстве элементарных событий Q, что для 
всякого X  = X подмножество {со є Q : X{со) = х} является событием.

Случайная величина, принимающая конечное или счетное чис­
ло значений на числовой прямой, называется дискретной  (ДСВ).

Если же случайная величина принимает непрерывное множе­
ство значений (например, значения на числовом промежутке: отрез­
ке, интервале, полупрямой, прямой), то такая величина называется 
непрерывной (НСВ).

Пример I :
Монета подбрасывается 7 раз. Случайная величина X  -  появле­

ние герба -  дискретная случайная величина и может принимать зна­
чения 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7.

Пример 2:
Мишень имеет форму горизонтального отрезка длиной /. По 

этой мишени произвели выстрел с обязательным попаданием. Обо­
значим через Y расстояние от левого конца отрезка до точки попада­
ния. Ye [О,/]. Y — непрерывная случайная величина, так как она при­
нимает бесконечное несчетное число значений.

Случайные величины обозначаются прописными латинскими 
буквами (например, X, Y, Z) или сгрочными греческими буквами, зна­
чения случайной величины обозначают, соответственно, малыми бук­
вами: X, у, z.
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Например, X  — число выигрышных лотерейных билетов из трех 
купленных. В этом случае случайная величина X  может принимать 
значения: x t=0, х2=1, х3=2, х4=3.

Таким образом, чтобы знать все о случайной величине, доста­
точно для любого -оо<х<+оо знать вероятность Р{со: X (со) < х } , со­
вокупность которых концентрирует все знания о распределении веро­
ятностей по значениям случайной величины X, поскольку через эти 
множества можно определить любые другие.

V Ф ункция расп ред елен и я  вероят ност ей, значения которой при 
конкретном X и есть одна из таких вероятностей, F*(x) = Р{со: Х(со) < х) 
содержит в себе все сведения о СВ X.

Если речь идет об одной случайной величине, то в обозначении 
функции распределения опускается индекс случайной величины, а 
для непрерывной СВ X  функцию F(x) (непрерывную) называют инт е­
гральн ой  ф ункцией  расп ределени я:

F(x) = Р (Х<х). (2.1)

Свойства функции распределения (? докажите самостоятельно):
• O śF (* )£ l;
•  F(Xi)< F(x2) для лгі <jc2, то есть функция распределения неубы­

вающая;
•  F ( - с о )  -  lim F(x) = О, F(+°о) = lim F(x) = 1;

• P(xl < X < x 2) - F ( x 2) - F ( x l);
• для непрерывной случайной величины вероятность любого 

отдельного значения равна нулю:
P(X =X j)=  lim P (x t < X  < х) = lim (/,’(jc) -  F (x f)) = 0.

x-»x, JC-+X,

События возможные, но с нулевой вероятностью, появляются, 
когда применение классического определения вероятности ограниче­
но.

Задание непрерывной СВ X  с помощью функции распределения 
не является единственным. Если функция распределения F(x) диффе­
ренцируема, то непрерывную СВ X  можно задать с помощью плот но­
ст и или ф ун кци и  п лот ност и вероят ност ей  или ди ф ф еренциаль­
ной ф ун кци и  расп ределен и я  р(х) — первая производная интегральной 
функции распределения: р(х) = F'(x), график которой называют кри­
вой  расп ределен и я.
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Свойства функции плотности вероятности:
• /?(*)> о; (2.2)

X

• F(x)=  J p(t)dt; (2.2.1)
-00

b

• P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)= \p{x)dx\

(2.3)

• \p{x)dx = 1. (2 .4)

Пусть СВ X принимает k значений x t < x2 < ...<  x„ <..., прообра­
зами которых служат события А,= (X  -  х,) = {со: Х(со) = х(},/' = 1,2,...,А ,

к
вероятности которых заданы pj=P(Aj)=P(X-;с,), О йр, £1 и ^ Р ,  = 1,

так как события А, образуют полную группу.
Таблицу, состоящую из значений х, случайной величины X  и со­

ответствующих значений ее вероятностей /?,, называют рядом распре­
деления дискретной случайной величины:

Хі Х і x2 xn

Pi Pi P2 ... Pn

или Л" ~
Рі Рг - Рп-

Контроль: Х л  = 1 ■

Ломаная, отрезки которой соединяют точки с координатами 
(x,, pi), называется многоугольником распределения вероятностей.

Ряд распределения, как и многоугольник распределения, полно­
стью характеризует случайную величину и является одним из спосо­
бов задания закона распределения.

Функция распределения F(x) дискретной случайной величины 
X  с законом распределения Р (X  = х,) = р„ і = 1 ,2 , ..., к имеет вид: 
F (х) -  ^  p t — накопленная вероятность. (2.1.1)
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График функции распределения представляет собой график ку­
сочно-постоянной функции, скачки которой в точках разрыва х = х, 
равны р, = Р (Х  = Хі).

Пример 3:
В схеме Бернулли результат единичного испытания задается 

двумя значениями:
Х]= 0 (неудача), х2=\ (успех), при этом p(l)=p, p(Q)=l-p=q. по­

этому ряд распределения СВ X  имеет вид:

Хі 0 1
Pi ч Р

Контроль: р  + ц -  1.

Пример 4:
Известно, что 60% управленцев-стажеров в клинике прошли 

двухгодичное обучение. Если оба стажера приступят к обучению в 
один и тот же день, то составьте ряд распределения случайной вели­
чины X -  числа стажеров, не окончивших курс обучения.

Пусть событие А) -  первый стажер не прошел обучение. 
Р(Л,)= 1-0 ,6=0,4.
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Событие Л2-  второй стажер не прошел обучение. Р(А2)=0,4. Со­
бытия А] и А ? независимы.

А=0 соответствует событию А= AtA2 -  «оба стажера прошли обу­
чение» или «первый стажер прошел обучение и второй стажер про­
шел обучение». Р(Х=0)=Р(А)= Р(АХ)Р{А2) =0,6 0,6=0,36.

Х=1 соответствует событию С=А]Аг + А1Аг -  «только один из 
стажеров не прошел обучение» или «(первый стажер не прошел обу­
чение, и второй стажер прошел обучение) или (первый стажер про­
шел обучение, и второй стажер не прошел обучение)» Р(Х= 1 )= Р(С)= 
Р{ Л, )Р(12) + Р(А] )Р(А2) =0,4-0,6+0,6-0,4=0,48.

Х=2 соответствует событию B=AiA2 -  «ни один из стажеров не 
прошел двухгодичного обучения» или «первый стажер не прошел 
обучение, и второй стажер не прошел обучение» Р(Х=2)=Р(В)= 
=Р(А,)Р(А2)=0,4-0,4=0,16.

Ряд распределения случайной величины X  имеет вид:

Хі 0 1 2
Р' 0,36 0,48 0,16

Контроль: 0,36+0,48+0,16=1.

Пример .5:
В схеме Бернулли число X положительных исходов в п испыта­

ниях ряд распределения имеет вид:_________________________________

хі 0 1 ... X ... п
„  п  „  п- l  X п-х пр, q npq ... С ' Р Я  ••• Р

т

0 < /> < 1, р  + q = 1, C ^ t - ' lp 'q "  “ 3 (Р + ЧУ -  1 -  контроль!
х̂ 0

Вопросы:
1. Какова область определения функции как случайной величи­

ны?
2. Вероятность какого события является значением функции

распределения случайной величины?
7
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3. Какова область значений функции распределения случайной 
величины?

4. Как связаны функция распределения и плотность распределе­
ния непрерывной случайной величины?

5. В чем отличие дискретной и непрерывной случайных вели­
чин?

6. Всякая ли таблица значений случайной величины и их соот­
ветствующих вероятностей задает закон распределения этой случай­
ной величины?

7. Что определяют величины скачков в точках разрыва для 
функции распределения дискретной случайной величины?

Контрольные задания 2.1
1. Фирма использует различные методы оценки при подборе но­

вых работников, в том числе тесты на математическую грамотность и 
логику речи. По прошлому опыту известно, что 60% кандидатов про­
ходят успешно тест на математическую грамотность и 80% -  тест на 
логику речи. Приняв допущение, что прохождение одного теста не 
влияет на результат прохождения второго теста, составить ряд рас­
пределения случайной величины X  -  числа успешного прохождения 
двух тестов.

2. Известно, что 30% управленцев-стажеров в клинике не про­
шли двухгодичного обучения. Если оба стажера приступят к обуче­
нию в один и тот же день, то составьте ряд распределения случайной 
величины X — числа стажеров, окончивших курс обучения.

- 3. Вероятность безотказной работы каждого из четырех автома­
тов в течение определенного времени равна 0,9. Составьте закон рас­
пределения случайной величины X -  числа автоматов, работавших без 
поломок. Постройте многоугольник распределения вероятностей.

4. Два стрелка независимо друг от друга делают по одному вы­
стрелу в мишень. Вероятность промаха для первого стрелка при од­
ном выстреле 0,5, для второго -  0,4. Составьте закон распределения 
случайной величины ЛГ- числа попаданий в мишень.

J 5. Вероятность получить высокие дивиденды по акциям на пер­
вом предприятии равна 0,2, на втором -  0,35, на третьем -  0,15. Со­
ставьте ряд распределения случайной величины X  -  числа предпри­
ятий, на которых акционер, имеющий акции всех предприятий, полу­
чит высокие дивиденды.

6. Отдел технического контроля проверяет изделия на стан­
дартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. Со-
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ставьте ряд распределения случайной величины X  -  числа стандарт­
ных изделий из трех проверенных.

- 7. Три стрелка независимо друг от друга сделали по одному 
выстрелу по мишени. Вероятность попадания для первого стрелка 
равна 0,9, для второго -  0,8, для третьего -  0,7. Составьте ряд распре­
деления случайной величины X -  числа попаданий в мишень.

8. Из 25 контрольных работ, среди которых 5 оценены на «от­
лично», наугад извлекаются 3 работы. Составьте закон распределения 
случайной величины X  -  числа извлеченных работ, оцененных на 
«отлично».
—j- 9. В урне 5 белых и 20 черных шаров. Вынули наугад 4 шара. 

Составьте закон распределения случайной величины X  -  числа извле­
ченных белых шаров. Составьте закон распределения случайной ве­
личины У -  числа извлеченных черных шаров.

10. В ящике 10 деталей, среди которых шесть окрашенных. 
Сборщик наудачу извлекает четыре детали. Составьте ряд распреде­
ления случайной величины X -  числа окрашенных деталей из четырех 
извлеченных.

Ą  11. Покупатель посещает магазины до момента приобретения 
нужного товара. Вероятность того, что товар имеется в определенном 
магазине, составляет 0,4. Составьте закон распределения случайной 
величины X  -  числа магазинов, которые посетит покупатель из четы­
рех возможных. Постройте график функции распределения. Найдите 
наиболее вероятное число магазинов, которые посетит покупатель.

Пример 6: Известно, что 20% управленцев-стажеров в клинике 
не прошли годичного обучения. Если оба стажера приступят к обуче­
нию в один и тот же день, то составьте ряд распределения случайной 
величины X  -  числа стажеров, окончивших курс обучения. Найдите 
функцию распределения этой случайной величины.

Р«д распределения СВ А' имеет вил:
Хі 0 1 2
Рк .. 0,2-0,2=0,04 0,2-0,8+0,8-0,2=0.32 0,8 0,8=0,64

Функция распределения F(x) имеет вид:
0, при X < 0,

F(x)
0 + 0,04 = 0,04 при 0 < де 5 1,
0,04 + 0,32 = 0,36 при 1 < X і  2,
0,36 + 0,64 = 1 при X > 2.
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2.2. Арифметические операции над случайными величинами

Произведением СХ  случайной величины X  на постоянную С на­
зывают такую новую случайную величину Z, которая принимает воз­
можные значения: Сх/, Сх2, ...Сх„ ...с теми же вероятностями, что и 
соответствующие значения случайной величины X  = х,.

Суммой X+ Y  случайных величин Х и  Y называют новую случай­
ную величину Z, которая принимает следующие возможные значения:
•*/+ У>, Х , + у 2.......... X j + y h Х 2+ У /, х2+у2, х3+у2,..„ X j+ У і, X j + y 2, . . .  , X j + y h

... с вероятностями, подсчитываемыми по формуле: 
P((X=xJ)-(Y=y1))=P(X=xJ)- ...■ P(Y=yj).

Пример 7:

Даны ряды распределения случайных величин X  и Y:
Хі -1 0 2
Pi 0,1 0,6 0,3

У і 0 1

Pi 0 ,2 0 ,8
Составьте ряд распределения случайной величины Z^X+Y. 
Случайная величина Z=X+Y  принимает значения:

Z/
-1

(*--/ иу=0)
0

(х=-1иу=1) или 
(х=0 и у^0)

1
(х=0 иу=1)

2
(х=2 и у=0)

3
(х-2 иу=1)

Pi 0,1 0,2=0,02 0,1 0,8+0,6 0,2=0,2 0,60,8=0,48 0,3 0,2=0,06 0,3 0,8=0,24

Контроль: 0,02+0,2+0,48+0,06+0,24= 1.

П рои зведен ием  X Y  случайных величин X  и Y называется новая 
случайная величина Z, которая принимает следующие возможные
значения: х, y h х ,у 2, х(у........ хгу/, х 2у 2, х }у 2........х у ,, xjy2, .... х,у„  ... с
вероятностями, подсчитываемыми по формуле: 

p,j =  Р ((Х =х.) • (Y=yj)) =  Р {Х = х ) ■ P(Y=yj).
Две случайные величины X  a Y называются независим ы м и, если 

события (X  = X,) и (7  = У]) независимы для всех значений х, и у,, что 
означает

Р((Х =х,) (Y=yj)) = Р (Х -х .)  Р ( Y=yj).

ю
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2.3. Числовые характеристики случайной величины

К числовым характеристикам, описывающим случайную вели­
чину, относятся моменты, среди которых выделяют мат емат иче­
ское ожидание и дисперсию.

Математическое ож идание M X  дискретной случайной вели­
чины X  определяется формулой

MX = Y ^ iP i. (2.5.1)
■•і

Заметим, что математическое ожидание дискретной случайной ве­
личины может и не совпадать ни с одним из ее возможных значений и 
является вероятностным обобщением среднего арифметического слу­
чайной величины и характеризует «центр» закона распределения.

Для непрерывной случайной величины X  математическое ожи­
дание

•ко
M X  = \xp{x)dx. (2.5.2)

Свойства математического ожидания:
1. МС  = С, где С -  const',
2. М(ОХ) = С - MX, где С - const;
3. M(X±Y) = M X + M Y, для любых X u  Y;
4. М(Х-Y) = M X ■ MY, еслиX u Y независимы.

Медиана (хте) -  это любой корень уравнения F(x) = 0,5. (Для 
дискретной случайной величины медиана обычно не определяется.)

Если математическое ожидание может и не существовать, то ме­
диана существуег всегда и может быть неоднозначно определенной.

В приложениях рассматриваются квантили. Квантиль хр поряд­
ка р  -  это корень уравнения F(x)=p, где р  -  некоторое данное число,
0 < р < 1.

Модой (хта) называют значение случайной величины, соответст­
вующее наибольшей вероятности.

Дисперсия DX  случайной величины X  равна математическому 
ожиданию квадрата отклонения случайной величины от ее математи­
ческого ожидания:

d x  = m ((x - m x )2)

? Докажите, что D X  M X 2 -  (M X  )2.  ̂̂

П
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Для дискретной случайной величины X дисперсия 

D X =  £ ( х , - А « У /»(*). (2 .6 .1)

Для непрерывной случайной величины
-ко -Ко

DX = \(x -M X fp { x )d x =  J x 2p(x)dx-(M X )2. (2.6.2)

Свойства дисперсии:
1. D(C) = 0, где С -  const;
2. D(X) £ 0 , для любого X;
3. D(CX) = С2 • D(X), где С -  const;
4. D(X±Y) = D(X) + D{Y), если X u  Y -  независимы. 
Среднеквадратическое отклонение аХ  = yjDX  имеет ту же

размерность, что и случайная величина. (2.7)
Дисперсия, как и среднеквадратическое отклонение, являются 

мерой рассеивания СВ X.
Пример 8:
По условию примера 4 вычислите математическое ожидание и 

среднеквадратическое отклонение случайной величины X.
По формуле (2.5.1) МХ=  0 0,36+ 1-0,48 + 2-0,16 = 0,8. 
Вычислим дисперсию DX = м ((х  -  M X f ) =  M X2 -(M X )2 двумя 

способами: DX = мі^Х -  MX)2) и DX = MX2 -  (MX)2
Хі 0 1 2

Хі - M X 0-0,8 =-0,8 1-0,8=0,2 2-0,8= 1,2
( х , - М Х ) ~ 0,64 0,04 1,44

Р і 0,36 0,48 0,16
D X  = м({Х -  M X)2 )= 0,64- 0,36 + 0,04- 0,48 + 1,44- 0,16= 0,48.

Хі 0 і 2
(X.)  ■'

ОII
NО

і 2= і II

<N

Р і 0,36 0,48 0,16
D X  = M X 2 ~ {М Х )2=  (0- 0,36 + 1- 0,48 + 4- 0,16) - (0,8)2 = 0,48.
Тогда а Х ш л/ DX = ^0,4% =0,69.

Начальным моментом порядка к случайной величины X  назы­
вают математическое ожидание случайной величины Хк:

vk = MX*. (2.8)
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Для к -  1 начальный момент есть математическое ожидание СВ X.
Отклонение случайной величины X  от ее математического ожи­

дания MX называют центрированной случайной величиной Y:

Y -  Х-МХ. (2.9)

Центральным моментом порядка к случайной величины X  на­
зывают математическое ожидание k-ой степени отклонения СВ X  от 
ее математического ожидания:

Мк = М (Х -М Х )\ (2.10)

Для к = 2 центральный момент является дисперсией СВ X .
Асимметрия (скошенность распределения) характеризуется ко­

эффициентом асимметрии A (Sk) ——- .  (2.11)
<7

Если Sk<0, то на величину доказы ваю т  большое влияние от­
рицательные отклонения, поэтому кривая распределения более поло­
га слева от MX. Если Sk>0, то на р ъ преобладает влияние положи­
тельных отклонений и кривая распределения более полога справа от 
MX.

MX Медиана Мода
I

Эксцессом Е  (Ех) (плосковершинность (Е<0) или островершин­
ность (Е>0) распределения по сравнению с нормальным распределе­
нием (Е -0 )) называют величину

Е = Щ — 3
IТ у

(2 .12)
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Вопросы:
-j 1. Какие арифметические операции можно производить над 

случайными величинами?
— 2. Каким условием определяют независимость случайных вели­

чин?
3. Какая числовая характеристика имеет смысл среднего значе­

ния случайной величины?
4. Какие числовые характеристики описывают степень рассеи­

вания случайной величины?
5. В чем отличие начального и центрального моментов порядка 

к случайной величины?
6. Какова связь математического ожидания и дисперсии с мо­

ментами случайной величины?
7. Медиана -  это квантиль какого порядка?
8. Что характеризуют коэффициенты асимметрии и эксцесса?

Контрольные задания 2.2-2.3
1. Для каждой из задач 1-10 контрольного задания 2.1 постройте 

график функции распределения случайной величины, вычислите ма­
тематическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое откло­
нение, асимметрию, эксцесс.

2. Дискретная случайная величина X  принимает три возможных 
значения: Х2 = -1 с вероятностью />2=0,3; х3 =3 с вероятностью р 3= 0,5 и 
xj с вероятностьюр/. Найдите х: и p h если известно, что MX = - 2,2.

3. По результатам сдачи сессии совокупность студентов имеет

Х і 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Р‘ 0 Р2 0,1 Р4 0,1 0,1 0.2 Р- 0,1 0

Найдите вероятности получения баллов «2(два)», «4(четыре)», 
«8(восемь)», если известно, что математическое ожидание (среднее зна­
чение) результатов сдачи экзаменов составило 5,7, а дисперсия 3,61.

4. Случайная величина X задана интегральной функцией:
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Определите: а) значение с; б) математическое ожидание; в) постройте 
графики функций F  (х), р(х).

5. Независимые случайные величины X  и Y имеют следующие 
распределения: ________________________ _________________________

X, - 2 ]
Pi 0,7 0,3

У; -2 -1 0
Р, 0,15 0,6 0,25

Составьте ряды распределений случайных величин: 1) Z = X  + 5, 
2) V = X+Y, 3) U=XY, 4) Т=Х2, 5) W=(3X+Y)Y.

2.4. Некоторые виды распределения случайных величин

Распределение р(х) 
случайной величины 

X  (MX, DX, А, Е)
График р(х)

Основные
признаки

закона

Дискретные распределения

1. Биномиальное
В схеме Бернулли проводится п испытаний с вероятностью р  появ­
ления события (успех) в каждом из них, q=\-p. Случайная величина 

X — число х  успехов в п испытаниях

/..(дг) = Р ( Х  = X) - C ' . p ’q ™

Параметры п, р 
MX -  пр, DX -  npq, 
і - Ч - р  г - 1 -вря 

”РЧ

Р(»

| | І І І І І І І І І . . . . . . . . .

Используется 
для описания 
вероятностей 
числа наступ­
ления собы­
тия ровно X  

раз в п испы­
таниях

X
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Распределение р(х) 
случайной величины 

X  {MX, DX; А, Е)
График р(х)

Основные
признаки
закона

2. Пуассона (закон редких событий)
, . „ ч Х’е 1 рЛ*) = Р(Х = х )  = — —  jrf

Параметр А.. 
MX=DX=X = пр,
J -  [ г 1А =— = —

■Уя я

Р(Х)

1 1 1 1 1 1 1 і . . .

Используется 
в схеме Бер­
нулли для 
Р<0,1, П~>00, 
X = пр

X

3. Геометрическое
р(х) = Р (Х = х)= р и -р Г ' 
Параметр р
М Х = i , D X =  \

Р Р

СВ Л '- число X испытаний 
Бернулли до первого 
успеха, 0<р<1

4. Гипергеометрическое
С* Г* •Л/ ̂  ,V - А/

р(х) -  Р(Х=х)=
с л/

Параметры и, Л/, Л/. 
х= 0,1,....т; т = /иіи (п, М),
М< N,n < N

Л' АГ -1  ̂ Л^А Л'У

СВ X -  число X выбранных с дан­
ным свойством из п объектов, 
причем эти п объектов случай­
ным образом извлечены (без воз­
врата) из совокупности N объек­
тов, среди которых М объектов 
обладают данным свойством

Н еп реры вн ы е законы  расп ределени я

1. Нормальный (закон Гаусса)
1 _ Г (* -° )2

^ ‘ Ж ' Т  2СГ1
Параметры а, а. 
MX=a,DX=o2,A=0, 
Е = 0

Р(Х)

/ ж

^  W с. 
/  №л/  MX

►

Подчиняют­
ся все СВ, на 
которые ока­
зывают 
влияние 
большое 
число факто­
ров, равно­
значных по 
величине* X і
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Распределение р(х) 
случайной величины 

X  (MX, DX, А, Е)
График р(jc)

Основные
признаки

закона

Р(а < X < /})= - " j j ) .  Откуда

ДІЛ1 -  а\ < є) = Ф(е/сг).
При а -0 , а=1 распределение называют ст ан дарт н ы м  нор­

м альны м , их множество обозначают N(0,1), плотность вероятно­

сти равна <р(х)= -j=-*e 2, 
■Jin

а вероятность попадания случайной нор­

мальной величины X  в интервал ( - jc , х )  есть функция Лапласа
7 х -!І ' 'Ф(х) = —і=  [є 2 dt = \ę(t)dt ~ 2 \ę(t)dt. 

л/2zr о -X о
Если Х є N(a,a),mo отклонение отой величины от ее матема­

тического ожидания по абсолютной величине практически не пре­
вышает утроенного среднего квадратического отклонения (прави ­
ло «трех сигм»): Р \х  -  а| < Зст)= Ф(3) = 0,9973 » 1.

Теорема. Алгебраическая сумма независимых нормально рас­
пределенных случайных величин имеет нормальный закон распреде­
ления с математическим ожиданием, равным алгебраической сум­
ме математических ожиданий слагаемых, и дисперсией, равной 
сумме дисперсий слагаемых

2. Равномерный

/>(*) = •
I

Ь-а  
Параметры а, Ь

М Х = ,
2

D X = ^ .
12

А = О, Е = -1,2,  
Р ( а < Х < Р )  =

-  J/* tVA -
і  h~a

Р(Х)

17

Подчиняют­
ся те СВ X,  
н*і которые 
оказывает 
влияние рез­
ко домини­
рующий 
фактор, 
(ошибка 
округления, 
отсчета и др.)

БіБІГіП З К Ї

ДЗЯрЖСўксіІ^ — 
y+łieepciTara 

ім'я А* А. Купяшова
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Распределение р(х) 
случайной величины 

X  {MX, DX, А, Е)
График р(х)

Основные
признаки
закона

3. П оказательный (экспоненциальный)
/Н*) = Лг *
Параметр X

M X = - , D X =  -V>
Я Я

А =  2, Е  =  6,
Р { а < Х  <Р)  = е~Ха - е ~ хр

Используется 
для описания 
времени без­
отказной рабо­
ты элементов. 
В теории мас­
сового обслу­
живания пара­
метр X -  сред­
нее число со­
бытий, прихо­
дящихся на 
единицу вре­
мени. При 
определенных 
условиях чис­
ло событий, 
произошедших 
за промежуток 
времени t, рас­
пределено по 
закону Пуас­
сона с
математиче­
ским ожидани­
ем МХ= Xt. 
Длина проме­
жутка і  между 
произвольны­
ми двумя со­
седними собы­
тиями подчи­
няется показа­
тельному за­
кону: Р(Т< т)= 
F\т)= 1-е1' 
(Вентцель Е.С. 
Теория веро­
ятностей:
Учеб. для ву­
зов. 5-е изд. 
стер .-М .: 
Высш. шк., 
1998.-576 с.: 

_ил.)___
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4. Используемые в математической статистике 
распределения, связанные с нормальны м распределением

4.1. Распределение /  ̂ (распределение К. Пирсона)
Пусть независимые случайные величины ^  , . ... имеют

стандартное нормальное распределение: N(0,1),i =
2 *Распределение X = I f *  называют распределением хи-квадрат  с к

степенями свободы, а сама величина •£ -  случайной величиной хи- 
квадрат с к степенями свободы. Обозначают %2(к). Параметр к. Зна­
чения квантилей табулированы.

Замечание. Число степеней свободы определяют как разность 
между числом суммируемых случайных величин и числом линейных 
связей, ограничивающих свободу изменения этих величин (в нашем 
случае слагаемые независимы и их количество равно к).

Если СВ х(к/ )  и х ( к 2) независимы, то их сумма имеет хи- 
квадрат распределение с числом степеней свободы k/+k2 .

Дифференциальная функция распределения случайной вели­
чины у_2(к) имеет вид:

р(х) = 2 2 J* 2 ‘е *dx

" і ^
- (Z 1) 2 е 2 . если X і

О , если X 2 < 0.

На практике, как правило, используется не дифференциальная 
или интегральная функция, а квантилих'-распределения -  zlj,., от­
вечающие заданному уровню значимости а, -  это такое значение

при котором Pix1 > zl.y) = fp(Z2Wx' = а .
Ха,к

M (S)-k , D (K  (*))= 2к

4.2. Распределение Стьюдента (/ - распределение)
Пусть даны независимые случайные величины У є Щ І )  и

X (к). Распределение случайной величины t(k)=—=JŁ= (дробь

Стьюдента) называется распределением Стьюдента (t(k)- 
распределением) с к степенями свободы. Параметр к. Значения 
квантилей табулированы. Графики функции плотности распределе-
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ни> цк) -  кривые Стьюдента симметричны относительно оси орди­
нат

Дифференциальная функция распределения случайной вели­
чины t имеет вид:

ад А + 1 j
fх 2 е ‘dx

I і I і —
Р(<)= ^ —к-(1+—) 2 , -*><!< оо.

j x ’t ’dx к
О

В соответствующей таблице приведены значения квантилей

радіределения Стьюдента в зависимости от числа степеней
2 *

свободы к и вероятности а/2. Значения квантилей распределения
00

Стьюдента 1а найдены из уравнения
2' 2' /.

7

т * ) ) = о, D m ) =  > 2

43. Распределение Ф ишера-Снедекора (F-распределение)

Пусть даны независимые случайные величины / 2 (к/) и х" (^), 
имеїрцще хи-квадрат распределение, соответственно, с к/ и к2 сте­
п е н и  свободы. Распределение случайной величины

х \ Ю /
I 'fo tlz )--  -  называют распределением Фишера-Снедекора,

Х'\кг) /Д
14/1,4 ЯЛ/, к2)-распределением с £/ и ^  степенями свободы. Заме­
тим, (то F{k/k2)^. О. Параметры к/ и к2 .

Дифференциальная функция распределения Фишера имеет
ВИД;

/КЛ'

|дс 2

-  faY— е с л и  F > 0 ,

О , если F  £  0.

В соответствующей таблице приведены значения квантилей F- 
Pac»i ре деления -  Fa k ^ , в зависимости от числа степеней свободы
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kj. k2 . Значения квантилей найдены из решения уравнения

Вопросы:
1. Назовите виды распределений дискретной случайной величины.
2. Какими параметрами характеризуется биномиальное распре­

деление?
3. Как вычисляются числовые характеристики случайной вели­

чины, имеющей биномиальное распределение?
4. Каким параметром определяется распределение Пуассона?
5. Какой смысл имеет параметр X в пуассоновском распределе­

нии?
6. При каких условиях используется закон Пуассона?
7. Какими параметрами определяется геометрическое распреде­

ление?
8. Когда используют гипергеометрическое распределение?
9. Какой смысл имеет вероятность события в гипергеометриче- 

ском распределении?
10. Какие виды распределений непрерывной случайной величины 

Вы знаете?
11. Какой смысл имеют параметры нормального распределения? 

Как влияют эти параметры на форму графика плотности его распре­
деления?

12. Может ли случайная величина, распределенная по показа­
тельному закону, принимать отрицательные значения?

13. Как сгроятся случайные величины распределений, исполь­
зующиеся в математической статистике?

Р(0

гt
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2.5. Предельные теоремы

Предельные теоремы устанавливают зависимость между слу­
чайностью и необходимостью, поскольку конкретные особенности 
каждого отдельного случайного явления почти не сказываются на 
среднем результате большой массы подобных явлений, а числовые 
характеристики наблюдаемых в испытаниях случайных величин при 
неограниченном увеличении числа испытаний становятся практиче­
ски не случайными. По смыслу предельные теоремы можно разбить 
на две группы, одна из которых называется законом больших чисел 
(это обобщенное название нескольких теорем, из которых следует, 
что при неограниченном увеличении числа испытаний средние вели­
чины стремятся к некоторым постоянным), а другая -  центральной 
предельной теоремой (устанавливает связь между законом распреде­
ления суммы случайных величин и его предельной формой -  нор­
мальным законом распределения).

Закон больших чисел

1. Неравенства Чебышева (Маркова).
Лемма Чебышева (Маркова). Если случайная величина X  

принимает только неотрицательные значения и существует ма­
тематическое ожидание M X  ■=■ я, то для любого е >  О

Р(Х > £ ) < - .
£

о
Это неравенство (шш в форме Р(Х  < t )  > 1 — ) может

быть применено для определения вероятностей относительно 
неотрицательных случайных величин с неизвестным законом 
распределения.

Неравенство Чебышева. Если случайная величина X  имеет 
конечные математическое ожидание MX  и дисперсию DX, то для 
любого с > О

D X
Р(\х- М Х \ ї є ) > 1 -----г .

С
2. Теорема Чебышева.

При достаточно большом числе и попарно независимых слу­
чайных величин X X } ,  ..., Х„, имеющих, соответственно, матема­
тические ожидания МХі, МХ2 ..., МХп, дисперсия каждой из кото­
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рых не превышает одного и того же постоянного числа а для лю 
бого сколь угодно малого є >0

где С, -  положительное, близкое к нулю число. 
При о имеем

lim Я - У  X, - - Ў  MX, < є = 1.

Следствие из теоремы Чебышева. Пусть при п испытаниях 
наблюдаются п значений случайной величины X, имеющей матема­
тическое ожидание MX и дисперсию DX. Эти полученные значения 
можно рассматривать как значения случайных величин Хі, Х2, ..., Х„ с 
тем же законом распределения, что и X, а значит, с теми же MX и

Если испытания удовлетворяют следующим требованиям:
• испытания независимы, то есть результаты X/, X ?, Х„ 

испытаний -  независимые случайные величины;
• испытания проводятся в одинаковых условиях, т.е. каждая из 

случайных величин X/, Х 2, Х„ имеет такой же закон распределе­
ния, что и X, поэтому MXj=MX, DXj=DX, i=I,2,... ,n,

тогда имеем частный случай теоремы Чебышева:

метическое наблюдений случайной величины X  обладает свойством 
устойчивости.

3. Теорема Бернулли.
Пусть вероятность события А в каждом из п независимых испы­

таний постоянна и равна р, тогда при достаточно большом числе испы­
таний для любого сколь угодно малого є>0 справедливо неравенство:

DX.

или в предельной форме Hm Р^Х -  МХ\ -Z £■)= 1, то есть среднее ариф-

или в предельной форме

где т -  число появлений события А в п испытаниях.
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Для оценки вероятности того, что отклонение числа т появле­
ния события А в п испытаниях от ожидаемого результата пр не 
превысит определенного числа є, роль случайной величины играет т. 
Пусть т=Хі+Х2+...+Х„. Тогда

Примечание. К  законам больших чисел относят интегральную и 
локальную теоремы Муавра-Лапласа (см. Модуль 1).

Центральная предельная теорема
Различные формы центральной предельной теоремы отлича­

ются между собой условиями, накладываемыми на сумму рассмат­
риваемых случайных величин, поэтому рассмотрим, например, тео­
рем у Ляпунова.

Распределение суммы независимых случайных величин X /, Х2, .... 
Х„ приближается к нормальному закону распределения при неограни­
ченном увеличении п, если выполняются следующие условия:

• все случайные величины имеют конечные математические 
ожидания и дисперсии;

• ни одна из случайных величин не оказывает доминирующего 
влияния на их сумму, то есть по своему значению резко не отличает­
ся от всех остальных.

Или в другой формулировке:
Если случайная величина X  имеет конечные математическое 

ожидание M X и дисперсию DX, то распределение среднего арифме­

тического X — У Л ',,  вычисленного по наблюдавшимся значениямП i.|

случайной величины X  в п независимых испытаниях, проведенных в 
одинаковых условиях, при п - » оо приближается к нормальному с 
математическим ожиданием MX и дисперсией ^ DX, то есть

Из неравенства Чебышева следует: -  пр\ і  ь)>  I — Щ-.

я —> 00.
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Откуда следует, что Р(а  < X  < Р) 4 , ■■ = Г
'ІІяІУХ i п .

, fi ( ł  MX)2
Г 2DXIn f a

или P ( a < X  < (і) * -Ф (и 2) - ^ Ф ( и 1), где

а - M X
, и j = P ------. В частности, Р(\х -  MX < f|) ~ ф{

' - jDX/n ’ 2 4D X I  n

Следствие из теоремы Ляпунова: Если независимые случайные
величины Хи Хь ..., Х„, ... имеют одинаковое распределение с MX, = а,
DX)= а , то функция распределения их центрированной и нормиро-

А Х , - а  ,
ванной суммы Z„ — ---- j=~ сводится к функции распределения

i-i (ТуІП
I % V ,

стандартной случайной величины: F„(x) =P(Zn<х) -> ,—  Iе d t.
V In —00

Частным случаем следствия из теоремы Ляпунова является ин­
тегральная теорема М уавра-Лапласа. (функция распределения цен­
трированной и нормированной биномиальной случайной величины 
стремится к функции распределения стандартной нормальной слу-

1 */ z -  пр \ 1 f т  -
чайной величины ^ -----< * } ~ Y  ^  ^ поскояькУ биноми­

альная величина является суммой альтернативных случайных вели­

чин: z = ̂ Х ' .
i-i

Пример 9:
Сколько необходимо произвести операций, если известно, что 

вероятность нахождения средней продолжительности операций в 
пределах от 46 до 49 секунд равна 0,9984, а математическое ожидание 
одной операции равно 47,4 секунды; среднее квадратическое откло­
нение -  4,9 секунды.

Случайная величина X  -  продолжительность наугад взятой one-
_  __  I п

рации, а -  MX = 47,4 с., о = л/D X  = 4,9 с, Х ^ - ^ Х , ,  причем
И j «4

MX = 47,4; DX = ег2/и = (4,9)2/ и . Откуда п -  100 -  количество про­
изведенных операций._____________________________________________

Вопросы:
1. Какие группы теорем объединяют предельные теоремы?
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2. Какие значения принимает случайная величина, для которой 
выполняется неравенство Маркова?

3. При каком условии выполняется неравенство Чебышева?
4. Для каких случайных величин справедлива теорема Чебыше­

ва (следствие из теоремы Чебышева)?
5. К чему стремится согласно закону больших чисел среднее 

значение величинX,, Х2, .... Хп1
6. К чему в схеме Бернулли при неограниченном увеличении 

числа испытаний стремится частость событий?

Контрольные задания 2.4-2.5:
1. Случайная величина принимает только положительные зна­

чения. Закон распределения ее неизвестен. Определите вероятность 
того, что случайная величина примет значение, не превышающее 8, 
если ее математическое ожидание равно 2.

2. Вероятность сдачи первого экзамена студентом составляет
0,7, второго 0,6, третьего -  0,8. Найдите функцию распределения 
случайной величины X  -  числа экзаменов, сданных студентом. Опре­
делите математическое ожидание этой случайной величины.

3. Среднее число ошибок, которые делает оператор в течение 
часа работы, равно 2. Найдите вероятность того, что за 3 часа работы 
оператор сделает: а) 4 ошибки; б) не менее двух ошибок; в) хотя бы 
одну ошибку.

4. Вероятность брака при изготовлении двигателей равна 0,1. 
Определите вероятность того, что при проверке 500 двигателей будет 
забраковано не более 54.

5. Инвестор покупает ценные бумаги за счет займа, взятого с 
процентной ставкой 14% под залог недвижимости. Процентная ставка 
на ценные бумаги X - случайная величина с MX = а *- 17%, DX  = а' =4. 
Какова вероятность того, что инвестор не сможет вернуть долг и ли­
шится своей недвижимости?

Указание. Оцените с помощью неравенства Чебышева вероят­
ность события (X < 14).

6. Средний стаж работы преподавателя до защиты кандидатской 
диссертации равен 7,9 года. Вычислите вероятность того, что стаж 
наугад взятого преподавателя не превышает 10 лет.

7. При штамповке изделий на каждые 8 изделий приходится од­
но бракованное. Определите вероятность того, что из 100 изготовлен­
ных изделий число стандартных изделий будет находиться в пределах 
от 80 до 95.
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8. Случайная величина распределена по нормальному закону с 
математическим ожиданием а = 10. Вероятность попадания ее в ин­
тервал (10; 20) равна 0,4772. Определите вероятность попадания слу­
чайной величины в интервал (5; 15).

9. Нормально распределенная случайная величина X  задана 
дифференциальной функцией с параметрами а -  5 и ст = 4. Определи­
те: а) вероятность попадания случайной величины в интервал (3; 9);
б) моду и медиану случайной величины X.

10. Найдите математическое ожидание и дисперсию случайной 
величины, равномерно распределенной в интервале а) (5; 11); б) (-3; 5). 
Постройте графики их функций плотности распределения.

2.6. Многомерные случайные величины

Если в результате испытания явление описывается несколькими 
случайными величинами, образующими систему случайных величин 
Х і, X  2, Х„, то упорядоченный набор этих случайных величин
X -(X j,  X  2, Хп) называют м н огом ерн ой  случай ной  величи ной , или 
м н огом ерны м  случайны м  вект ором . Таким образом, в результате 
испытания каждому элементарному событию многомерная величина 
ставит в соответствие упорядоченный набор п действительных чисел 
(Xt,X2, ..., х„), которые приняли случайные величины X], X 2, .... Х„.

Например, значением двумерной случайной величины (X, Y) счи­
тается пара (х, у).

При условии, что X  и У -  дискретные случайные величины, дву­
мерную случайную величину (X, Y) называют дискрет ной. Закон  р а с ­
пределения  двумерной случайной величины (X.Y) можно представить 
в виде таблицы распределения всех ее значений и матрицы  вероят­
ностей pij этих значений, где р,,=  Р(х„ у ,)^ Р ((Х = х ,)• ( У= V,)), i=J, 2, ... ,
7=Л 2......

х
Y \

X I Х2 Хп Z  n y j )

Уі Р(х,,У,) Л*ЛУ,) РІХ^УІ) Р(У,)
У2 Р(х,,У2) Р( X2.V2) PixmV.1 РІУ2)
. . « • •• • •• a a r

У т РІХі.Ут) Р(Х2,Ут) Р(Хп,Ут) Р(Уг.)
Х Л О Р(Х,) Р (х2) Р(х„) 1
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Суммируя элементы матрицы вероятностей по строкам, полу­
чим распределение СВ X, а по столбцам -  СВ У. (Объясните, исполь­
зуя теоремы сложения вероятностей случайной величины).

В общем случае двумерная случайная величина (X,Y) задается 
интегральной функцией, означающей геометрически вероятность по­
падания двумерной случайной величины в квадрант левее и ниже 
точки с координатами (х,у) на координатной плоскости:

F(x, у) = Р({Х<х)- (Y<y)) -  функция распределения двумерной 
случайной величины.

Свойства функции распределения:
1. О £ F(x, >0 1,
2. F(x, д>) не убывает и непрерывна слева по каждому аргумен­

ту;
3. F(-co,y) = F(x,-оо) = F(-oo,-oc) - О,

F(x,+оо) = F^x)
у) -  F (у) ~ ФУНКЦИИ распределения, соответственно,

случайных величин Х п  У;
5. F(+oo,+oo) = 1.
Случайные величины X, У независимы , если F(x, у) = Ft (х) ■ F2 (у). 
Двумерная случайная величина (X, Y) называется непрерывной, 

если ее функция распределения F(x, у) непрерывна по каждому аргу­
менту.

Если функция распределения F(x, у) дважды дифференцируема, 
d2F(x,y)  „

то функцию р(х,у) = -— —  = F^(x ,y ) называют дифференциальной

функцией  двумерной случайной величины (X, У), или плотностью  
двумерной случайной величины (X, У), или совместной плотностью  
случайных величин X  и У.

Свойства плотности распределения:
1.р(х,у)Ъ 0;

КЮ +®

2. \ \ p (x , y )d x d y= b
-оо- «

* У

3. F(x, у)= j  \p(t,u)dtdu.
-®-оо

Для независимых случайных величин X  и У имеем 
p(x, y)=pi(x)p2(y), где pi(x)= F'(x),p2(y) = F[(y).
В противном случае р(.х, y)=pi(x)p(y/x) или р(х, у)=р2(у)р(х/у).
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p(x,y)
где р(х /  у)= р  -  условная плотность вероятности двумерной 

случайной величины (X, У) при заданном значении У = у, а 

Р(У / X) = р ^  -  условная плотность вероятности двумерной слу­

чайной величины (X,Y) при заданном значении X  = х.
■на

Р\{х)= \p(x,y)dy и Рг(у)= Jp(x,y)dx _  плотности вероятностей
-во

составляющих случайных величин X  и Y, входящих в двумерную 
случайную величину (X', Y).

Числовые характеристики 
системы двух случайных величин

Н ачальны м  м ом ен т ом  п орядка k, I двумерной случайной ве­
личины (Л', Y) называют математическое ожидание произведения сте­
пени к случайной величины X  и степени / случайной величины Y: 

vkJ= M ( X kY').

Заметим, что v10 = M(X'Y°) = М(Х); v0l = M(X°Y' )  = M(Y). 
Ц ент ральны м  м ом ен т ом  порядка k, I двумерной случайной 

величины (X, Y) называют математическое ожидание произведения 
степени к отклонения случайной величины X  от своего математиче­
ского ожидания M X  и степени / отклонения случайной величины Y от 
своего математического ожидания MY:

ц к, = М((Х -  МХ)к (Y -  МУ) ').

Заметим, что Мг.о = М ((X  -  MX)2 (У -  MY)0) = DX геометриче­
ски характеризует рассеяние случайных величин в направлении оси 
Ох. и,, 2 = М ( ( Х  М Х ) ° (У -  MY)1) = DY геометрически характеризуют 
рассеяние случайных величин в направлении Оу.

Второй смешанный центрачьный момент определяет меру 
связи случайных величин X  и Y:

,ии = М({Х -  MX) (У -  MY) ) = M(XY) -  M(X)M(Y) = К(Х,  У) = cov(*, У),

и его называют корреляционны м  м ом ен т ом  К(Х, У) или ковари ац и ­
ей cov (X, У).
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Для независимых случайных величин X  и Y математическое 
ожидание произведения равно произведению их математических 
ожиданий, поэтому

cov (X, Y) = О
Если cov (X, Y) *■ 0, то считают случайные величины X  и Y кор­

релированными. Поскольку ковариация может принимать все дей­
ствительные значения, то в качестве меры связи используют основ­
ной момент порядка к=1, 1=1, который называют коэффициентом  
корреляции :

со\(X ,Y )
r(X ,Y )= ---- - L-Ł , где er, = a , =JDY.

a x Oy
Свойства коэффициента корреляции:
• - 1-s/■(*, У) * і;
• если X  и Y независимы, то r(X,Y)=0; Если коэффициент кор­

реляции двух случайных величин равен нулю, то эти величины назы­
вают некоррелированными.

Для нормального распределения понятия независимости и не­
кор рел ируемости совпадают, то есть если две нормальные величины 
некоррелированы, то они и независимы. В общем случае это утвер­
ждение неверно.

• если r(X,Y) ф 0, то X  и Y являются зависимыми случайными 
величинами;

• если случайные величины X  и Y линейно зависимы, то коэф­
фициент корреляции равен ±1, то есть если Y = а + ЬХ, то

1, при Ь> О,
г (X,Y)= пРи h = °>

-1, при b < 0.
? Докажите это утверждение самостоятельно, используя свой­

ства математического ожидания и дисперсии.
Основным моментом порядка k, I двумерной случайной вели­

чины (X, Y) называют нормированный центральный момент порядка 
к, I:

гк.і=-ІГ-Г-<Т х<Уг
Заметим, что для к=1 и 1=1 имеем ги  -  коэффициент корреля­

ции случайных величин X  и Y.
Условное математическое ож идание определяется
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• для дискретной СВ Y при X  = х (х -  определенное возможное
т

значение X): М(У\Х = х) = у,Ку,|х) = /W ;
1=1

+00

• для непрерывной М (Y\X = х)=  Jyp(y\x)dy = / ( jc ).
-00

Функция fix )  называется функцией регрессии Y на X. Функция 
регрессии обладает свойством минимальности, то есть удовлетворяет 
условию: M(Y-M(Y/X  =vt))2 -  минимально..................... ...................

Аналогично определяется функция регрессии X  на Y.
M(X\Y)  =  ср(у).

Вопросы:
1. Как из матрицы распределения двумерной случайной вели­

чины (X, Y) получить ряд распределения каждой составляющей?
2. Как из матрицы распределения двумерной случайной вели­

чины (X, Y) получить распределение величины при условии X  =  хр.
3. Чему равна сумма всех элементов матрицы распределения 

двумерной случайной величины?
4. Как определить значение F(3;3) функции распределения дву­

мерной случайной величины?
5. Как по заданной матрице распределения двумерной случай­

ной величины определить вероятность попадания случайной величи­
ны в квадрат 1 < х < 3, 0 <>> < 2?
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6. Как определить коэффициент корреляции для независимых 
случайных величин?

2.7. Функции случайных величин

Две случайные величины X  и У, соответственно, с функциями 
плотности вероятности рАх) и р 2(у) могут быть связаны функцио­
нальной зависимостью. Это означает, что случайная точка (х,у) (Х=х, 
Y=y) должна находиться только на кривой у  = ср(х). В случае моно­
тонности функции ę(x) на интервале (а, Ь) для нее существует обрат­
ная функция X  -  ę  '(x) = у/(у).

Обратная функция может определяться па каждом промежут­
ке монотонности. На промежутках монотонности задают матема­
тическое ожидание и дисперсию СВ У -  функции С В X - у  = <р(х):

-ню

M(Y) = M(q>(x)) = \v(x)p,{x)dxt D(Y) = D(<p(x))=
—co

■KO

= \<P2( x ) p , ( x ) d x - M 2(Y).

■* OD

Дифференциальная функция СВ У рг(уУ= J A(vCv))|v'Cv)|tĄ'.
-ос

Композиция законов распределения

Пусть двумерная случайная величина (X,Y) задана функцией 
плотности распределения р(х,у) в области D-полуплоскости, ограни­
ченной сверху прямой у  = z - x ,  где z -  любое действительное число.

Для случайной величины Z =X+Y можно определить функцию 
распределения

+гс г  -X +«е +ОС

F(z) -  \ \ P(x,y)dxdy = Jć/y ^p(x ,z -x)dx  = \dx j p ( z - y,y)dy
D  —co —to  - «  — oo

а также плотность распределения
-ню

p(z) = F \ z )  = j p ( x , z -  x)dx.
■ -00

При условии независимости непрерывных X  и У для случайной 
величины Z = X+Y  используют композицию законов распределения 
случайных величин, и плотность распределения СВ Z определяется гак:

p(z)=pi(x)p2(y)= pi(x)p2(z-x).
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При условии неотрицательности возможных значений аргумен­
тов плотность распределения СВ Z определяется так:

2 Z

Р(г)=\р^(х)рг(г-х)<іх или P{z)= \ p x{z-y)p(y)dy.
О о

Контрольные задания 2.6-2.7:
1. Двумерная случайная величина задана законом распределе­

ния;____________________________ ________________ ________________

Y
0 5 20

0 0,15 0,2 0,10
10 0,10 0,3 0,15

Найдите математическое ожидание и дисперсию составляющих 
случайных величин Х и  Y.

2. Распределение 100 студентов по количеству пропущенных 
часов занятий и экзаменационной оценке представлено в следующей 
таблице__________________________________________________________

Количество
пропущенных

часов

Оценка на экзамене

3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 1 1 2 5 7 8 1
4 5 6 7 13 9 8 6 1
10 6 4 4 3 2 1 0 0

Определите безусловные и условные законы распределения 
случайных величин: количества пропущенных часов (Л”) и экзамена­
ционной оценки (У)-

3. Дана дискретная двумерная величина (X, Y)
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Найдите: а) условный закон распределения X  при условии, что 
у  = 15; б) условный закон распределения У, при условии, что х  = 20.

4. Плотность совместного распределения непрерывной двумер­
ной случайной величины р(х, у) — cos х  cos у  в квадрате 0<х<л/2, 
0<у<я/2 и р(х, у)=  0 вне квадрата. Доказать, что составляющие X  и У 
независимы. Найдите математические ожидания и дисперсии состав­
ляющих.

5. Непрерывная двумерная случайная величина (X , У) равномер­
но распределена в треугольнике, ограниченном прямыми х = 0, у  = 0, 
х+у = 5. Определите: а) математические ожидания и дисперсии слу­
чайных величин Z  и У; б) корреляционный момент.

6. Законы плотности распределения независимых составля­
ющих непрерывной случайной величины (X,Y):

7.

/Ч*):
0 п/т X £ 0.
З г ”  r if iu  J t >  0 ,

/*>■) =
0 при у  S О,
7«г т> при у  > 0.

Определите: а) плотность совместного распределения двумер­
ной случайной величины (X.Y); б) функцию распределения этой дву­
мерной случайной величины.

8. Независимые случайные величины X  и У распределены рав­
номерно: СВ X  на (0;10), СВ У на (0;5). Найдите интегральную и диф­
ференциальную функции случайной величины Z  = X  + Y.

Указание: найдите функцию распределения Y(Z) величины Z -  X+Y  
по формуле

F(z ) = U  p(x,y)dxdy = JJр(х) p(y)dxdy s где D -  часть прямоуголь-
D  D

ника, лежащая левее и ниже прямой у  = z-x.
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Индивидуальные задания к модулю  2*. 
Задания к модулю 2________ __ _______

№вариапта Номера задач
1 10 21 36 38 46 55 60 65 68 75
2 9 15 17 27 34 43 49 50 51 55
3 7 12 19 26 28 39 61 66 79 80
4 2 11 15 22 27 «30 • 45 55 ♦67 72
5 8 * 16' 20 24 37 53 * 57* 63* 71 * 7 7 '
6 2 10 17 35 44 54 64 74 69 76
7 4 11 23 24 28 39 51 54 76 78
8 1 6 9 13 19 40 46 48 57 58

'  9 6 19 31 33 52 58 62 71. 72 80
10 9 13 20 23 25 38 56 60 62 68
11 2 4 7 16 30 32 34 38 63 76

- 12 5 11 21 23 25 32 40 43 53 ' 78
13 1 14 26 33 34 41 50 58 70 76
14 5 6 15 18 21 50 62 63 67 68
15 10 13 20 31 37 57 61 72 73 74
16 24 > 25 36 44 47 48 52 54 69 72

• 17 ” 11 18 21 22 40 52 63 70' 78 79
ч /  18 1 3 27 39 49 51 61 64 66 78

19 9 12 14 29 j 30 42 5 6 . 69 * 71 74
20 2 5 14 29, 31 55 58 60 70 75
21 12 33 44 47 49 53 57 59 68 76
22 3 7 12 13 16 40- 50 56 64 74
23 25 29 30 32 34 36 45 46 53 65
24 8 . 22 - 35 48 56. 65 69 г 70- 76 77*
25 6 19 27 31 32 32 42 59 71 ч 73
26 4 7 16 17 18 26/ 33 41 42 67
27 3 10 17 • 22 28 35 37 43 59 69
28 4 8 23 24 26 44 54 61 66 73
29 5 20 35 36 39 42 43 62 63 67
30 1 14 15 18 45 51 62 63 64. 75
31 3 8 28 29 38 41 52 75 79 80

1. Вероятность того, что студент попадет в мишень при одном 
выстреле, равна 0,9. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он

*3адания іанмствованы из Г .В . Горелова, И .А . Кацко . Теория вероятностей и математическая стати­

стика в примерах и чадачах с применением Пхсе!: У чебное пособие для вучон. Изд. 2-е испр. и доп. -  Ростов 

н/Д : Ф еникс, 2002. - 400 с.: ил.
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не промахнется. Требуется: а) составить закон распределения дис­
кретной случайной величины X  -  числа патронов, выданных стрелку;
б) найти наивероятнейшее число выданных стрелку патронов.

2. Имеется 7 ключей, из которых только один подходит к замку. 
Найдите закон распределения случайной величины X, равной числу 
проб при открывании замка, если испробованный ключ в последу­
ющих пробах не участвует. Постройте многоугольник распределения.

3. Непрерывная случайная величина X  задана дифференциаль­
ной функцией р(х):

р(х) =
О nf>u X <  ^ или X >  0 .

я  Л 
COS X при — < х < 0 .

2
а) Найдите функцию распределения случайной величины X: F(x)
б) Постройте графики функций F(x) и р(х).
в) Найдите вероятность попадания случайной величины X  в ин­

тервал (-я/3; я/4).
4. Дана интегральная функция распределения:

1 > -гі 
F (x) = -г== U 2 dt.

V2>r

Найдите дифференциальную функцию р(х), MX, DX, о(Х).
5. Из двух орудий поочередно ведется стрельба по цели до пер­

вого попадания одним из орудий. Вероятность попадания в цель пер­
вым орудием равна 0,4, вторым - 0,6. Начинает стрельбу первое ору­
дие. Составьте законы распределения дискретных случайных величин 
ї й  У -  числа израсходованных снарядов, соответственно, первым и 
вторым орудием.

6. Производится три независимых испытания, в каждом из ко­
торых вероятность появления события А равна 0,4. Составьте закон 
распределения дискретной случайной величины X  -  числа появлений 
события А в указанных испытаниях. Найдите математическое ожида­
ние, дисперсию и среднее квадратическое отклонение X.

7. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Из этой пар­
тии наудачу взято 3 детапи. Найдите закон распределения случайной 
величины X, равной числу стандартных деталей в выборке. Постройте 
многоугольник распределения.

8. Непрерывная случайная величина X  задана функцией распре­
деления F(x):
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10 при X < О,
f i r )  J

[(1 / л)(х -  0,5 sin 2х) при 0 < X ■і п.

а) Найдите плотность вероятности случайной величины X.
б) Постройте графики р(х), F(x).
в) Найдите вероятность попадания СВ X в интервал (0;л/2).
9. Найдите математическое ожидание непрерывной случайной 

величины X, распределенной равномерно в интервале (2;8); функцию 
распределения F(x) и функцию плотности вероятности р(х)\ вероят­
ность попадания непрерывной случайной величины X  в интервал 
(3;6).

10. Устройство состоит из 1000 элементов, работающих незави­
симо один от другого. Вероятность отказа любого элемента в течение 
времени Т равна 0,001. Найдите вероятность того, что за время Т от­
кажут ровно X  элементов. Определите закон распределения СВ X  и ее 
числовые характеристики.

11. В коробке 9 карандашей, из которых 5 красных. Из этой ко­
робки наудачу извлекается 4 карандаша.

а) Найдите закон распределения случайной величины X, равной 
числу красных карандашей в выборке.

б) Постройте многоугольник распределения.
в) Найдите вероятность события: 0<Х< 2.
12. Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что 

изготовленная деталь окажется бракованной, равна 0,001. Найдите 
вероятность того, что среди 250 деталей окажется ровно X  брако­
ванных. Определите закон распределения СВ X  и ее числовые ха­
рактеристики.

13. Устройство состоит из большого числа независимо рабо­
тающих элементов с одинаковой (очень малой) вероятностью отказа 
каждого элемента за время Т. Найдите среднее число отказавших за 
время Т элементов, если вероятность того, что за это время не отка­
жет хотя бы один элемент, равна 0,99.

14. Непрерывная случайная величина X  на всей числовой оси 
ОХ задана интегральной функцией: F(x) = (1/2) + (1/л) arctg х. Найди­
те вероятность того, что в результате двух испытаний случайная ве­
личина примет значение, заключенное в интервале (0;1).

15. Дана дифференциальная функция непрерывной случайной 
величины X:
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О при х< п  /6,
р(х ) = ' С sin Зх при п1Ь<х<,п1\,

О при х> л/Ъ .
Найдите постоянную С, интегральную функцию F(x).
16. Из 25 контрольных работ, среди которых 5 оценены на 10 

(десять) наугад извлекаются 3 работы. Найдите закон распределения 
дискретной случайной величины X, если X  -  число работ, оцененных 
на 10 (десять) среди извлеченных. Постройте многоугольник распре­
деления. Чему равна вероятность события Х>0?

17. Найдите среднее число X бракованных изделий в партии из­
делий, если вероятность того, что в этой партии содержится хотя бы 
одно бракованное изделие, равна 0,95. Предполагается, что число 
бракованных изделий в рассматриваемой партии распределено по за­
кону Пуассона.

18. В урне 5 белых и 20 черных шаров. Вынули 3 шара. Случай­
ная величинаЛҐ- число вынутых белых шаров. Постройте ряд распре­
деления величины X.

19. Дискретная случайная величина задана законом распределе­
ния

Хі 3 4 7 10
Pi 0.2 0.1 0.4 0.3

Найдите функцию распределения F(x) и постройте ее график.
20. Дана дифференциальная функция непрерывной случайной 

величины X:
0 при X ś 1,

р(х)—' С (Л;2 пРи 1 < * ^
0 при х > 2 .

L> Найдите постоянную С;" интегральную функцию ^ ^ в е р о я т ­
ность попадания СВ X  в интервал (1/2; 3/2).

21. С вероятностью попадания при одном выстреле 0,9 охотник 
стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не более 
четырех выстрелов. Дискретная случайная величина X  — число прома­
хов.

а) Найдите закон распределения X.
б) Постройте многоугольник распределения.
в) Найдите вероятности событий Х<2, 3, 1 < X < 3.
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22. Бросают три монеты. Требуется: а) задать случайную вели­
чину X, равную числу выпавших «решек»; б) построить ряд распреде­
ления.

23. Непрерывная случайная величина X  имеет плотность вероят­
ности (закон Коши) р(х)=С/( 1 +х2). Найдите:

а) постоянную С;
б) функцию распределения F(x);
в) вероятность попадания в интервал -1 <Л^<1;
г) постройте графики р(х), F(x).
24. Найдите M X  и cĄX) непрерывной случайной величины X, 

имеющей плотность распределения вероятности:

р{х)=ЩЪ -Jlx) exp (-(jc + 2)2 /18).

Укажите интервал, симметричный относительно MX, в который 
попадает случайная величина X  с вероятностью р  = 0,9973. . '

25. Постройте ряд распределения числа попаданий мячом в кор­
зину при четырех бросках, если вероятность попадания равна 0,7.

26. Два стрелка делают по одному выстрелу в мишень. Вероят­
ность попадания для первого стрелка при одном выстреле 0,5, для 
второго -  0,4. Дискретная случайная величина X -  число попаданий в 
мишень.

а) Найдите закон распределения X.
б) Постройте многоугольник распределения.
в) Найдите вероятность событий Х> 1.
27. Из партии в 20 изделий, среди которых имеются 4 бракован­

ных, выбраны случайным образом 3 изделия для проверки их качест­
ва. Постройте ряд распределения случайного числа X  -  бракованных 
изделий, содержащихся в выборке.

28. Непрерывная случайная величина X  задана функцией рас­
пределения:

X*
0 , 4  1 — т  при х > х а (х0 > 0),Г(Х) = - х

О п р и х < х 0.

а) Найдите плотность вероятности СВ X.
б) Постройте графики р(х), F(x).
в) Найдите вероятность попадания НСВ X  в интервал (0; 1).
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29. MX  и a(X) нормально распределенной СВ X, соответственно, 
равны 10 и 2. Найдите вероятность того, что в результате испытания 
X примет значение, заключенное в интервале (12; 14).

30. Непрерывная случайная величина X  задана функцией рас­
пределения:

0 при X £ - 2,
F(x)  = ■ 0,5 + (1/ ̂ )arcsin(x/2) при - 2 < х < 2 ,

1 при X > 2.

Найдите вероятность того, что в результате трех испытаний X  
примет одно значение в интервале (-1; 1).

31. Случайная величина X  задана функцией распределения:
0 при х < 2 ,

F(x )  =  - ( x - 2 f  при 2 < X < 3,

1 при X  >  3 .

а) Найдите плотность вероятности СВ X.
б) Постройте графики р(х), F(x).
в) Найдите вероятность попадания НСВ X в интервал (2,5; 3).
32. Три стрелка независимо друг от друга сделали по одному 

выстрелу по мишени. Вероятность попадания для первого стрелка 
равна 0,9, для второго -  0,8, для третьего -  0,7. Найдите закон распре­
деления величины X  -  числа попадания в мишень. Постройте много­
угольник распределения. Чему равна вероятность получения не менее 
двух попаданий?

33. Случайная величина X  распределена равномерно в интервале 
(0; 7с). Найдите закон распределения случайной величины Y  = cos X.

34. Случайная величина X  равномерно распределена на отрезке 
[і;3]. Найдите плотность вероятности случайной величины Y=X2.

35. Задана дифференциальная функция НСВ Л":
I

р(х)  = * п р и х ^ О  ( а  >  - I ,  р  >  0),
0 при X < 0.

(гамма-распределение).
При а — I, Р = I найдите: а) постоянный параметр А\ б) матема­

тическое ожидание; в) дисперсию.
36. В первой урне 5 шаров: 2 белых и 3 черных. Во второй -

3 шара: I белый и 2 черных. Из первой урны наудачу переложили во 
вторую 2 шара, после чего из второй в первую переложили I шар. 
Найдите закон распределения случайной величины X -  числа белых
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шаров в первой урне после всех перекладываний шаров. Какова веро­
ятность того, что число белых шаров не больше, чем первоначально? 
Постройте многоугольник распределения.

^  37. Случайную величину X  умножили на к. Как от этого изменя­
ются ее характеристики: а) математическое ожидание; б) дисперсия;
в) среднеквадратическое отклонение; г) второй начальный момент?

38. Функция распределения случайной величины X  задана фор­
мулой:

F(x) = А+В arctgX (-00 < X  < +00).
Найти: а) постоянные А и В\ б) плотность вероятности р(х)\

в) вероятность того, что величина X  попадет на отрезок [-1; l] .
39. Случайная величина X задана интегральной функцией:

F(x) =
0 при X 2, 
0,5jc - 1 при 2 < X <, 4,
1 при X > 4.

Найдите вероятность того, что в результате испытания X  примет зна­
чение:

а) меньше 2; б) меньше 3; в) не меньше 3; г) не меньше 5.
40. Дана интегральная функция НСВ X:

F(x) =
0 при х  < 0, 

sin2x при 0 < X Ś ж/4,
1 при х >  я 7 4.

Найдите дифференциальную функцию и вероятность попадания СВ 
на интервал (л/16; л/8).

41. Вероятность изготовления стандартной детали 0,98. Дяя 
контроля наудачу взято 100 деталей. Найдите закон распределения 
СВ X, равный числу нестандартных деталей в выборке. Постройте 
многоугольник распределения. Найдите вероятности событий:

а) в выборке 2 стандартные детали;
б) в выборке более 2 стандартных деталей.
42. Найдите M X  числа лотерейных билетов, на которые выпадут 

выигрыши, если приобретено 50 билетов, причем вероятность выиг­
рыша равна 0,01.

43. НСВ X  задана дифференциальной функцией:

Р(х) = — і 1 в интервале (-с; с).
W  с 2 -  X
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Вне этого интервала р(х) =0. Найдите вероятность попадания СВ X  в 
интервал (-с/2; с/2) и функцию распределения F(x).

44. НСВ X  распределена нормально с математическим ожида­
нием а ^  10. Вероятность попадания СВ X  в интервал (10; 20) равна
0,3. Чему равна вероятность попадания НСВ X  в интервал (0; 10)?

45. Производятся 20 независимых испытаний, в каждом из кото­
рых вероятность появления успеха равна 0,2. Найдите дисперсию 
числа появлений успеха в этих испытаниях.

46. ДСВ X -  число мальчиков в семьях с пятью детьми. Предпо­
лагают равновероятное рождение мальчика и девочки. Найдите закон 
распределения. Постройте многоугольник распределения. Найдите 
вероятность событий: а) в семье 2-3 мальчика; б) не более 3-х мальчи­
ков; в) более 1 мальчика.

47. При 10 000 бросаний монеты «герб» выпал 6400 раз. Следу­
ет ли считать, что монета несимметрична?

48. Устройство состоит из 10 независимо работающих элемен­
тов. Вероятность отказа каждого элемента за время t равна 0,01. Ис­
пользуя неравенство Чебышева, оцените вероятность того, что абсо­
лютная величина разности между числом отказавших элементов и 
средним числом (математическим ожиданием) отказов за время t 
окажется меньше 2 .

49. НСВ X  задана дифференциальной функцией:

= Й * пРи х > о (л  > °)>
[0 при ж < 0.

Найдите вероятность того, что X  примет значение, принадлежащее 
интервалу (2; 3).

50. Случайная величина Л" задана дифференциальной функцией:
г \  I I >'р( х ) - —е (распределение Лапласа).

Найдите математическое ожидание величины X.
51 -60. Случайные величины X  и Y заданы законами распределе­

ний. Определите математическое ожидание, дисперсию и среднеквад­
ратическое отклонение случайных величин X  и Y. Составьте законы 
распределений случайных величин Z = X  + Y, V = XY. Постройте мно­
гоугольник распределения вероятностей случайной величины Z. Най­
дите математическое ожидание и дисперсию случайной величины 
W = 2 X - 4 Y .
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51.
Хі -1 3 4 У і 2 5
Pi 0,2 Р2 0,6 . я, 0,4 0,6

52.
Хі 2 1 9 Уі 0 1
Pi . Pi 0,3 0,2 Чі 0,7 0,3

53.
Хі 1 2 5 У< 3 5

Pi P i 0,1 0,8 Чі 0,4 0,6

54.
Хі 4 6 9 Vi 1 3
Р' о д 0,5 Рз ... Чі .... 0,4 0,6

55.
Хі 0 5 10 Vi -2 4
Рі 0,3 0,1 Рз Чі 0,3 0,7

56. \
_Хі_

‘Л

0 5 10 Хі -2 4
0,3 Яг 0,3 Р і 0,4 0,6

^  57.
Хі -10 0 5 Уі 1 4
Р і 0,3 0,4 0,3 Я1 0,8 Ч:

58.
Хі -6 -2 -1 1 4
Рі 0,2 Л 0,2 Ч 0,2 0,8

59.
Хі -2 -1 1 V. 4 5

0,3 0,2 . Р < .
0,2 0,8

60.
Хі -10 -6 -1 Vi -1 2

0,4 P? 0,2 Чі 9/ 0,8
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В задачах 61-80 непрерывная случайная величина задана инте­
гральной функцией (функцией распределения) F(x). Найдите: а) веро­
ятность попадания величины X  в интервал (я; Ь)\ б) дифференциаль­
ную функцию (функцию плотности вероятностей) р{х)\ в) математи­
ческое ожидание, дисперсию и среднеквадратическое отклонение 
случайной величины Х\ г) постройте графики функций F(x) и р(х).

1 F  0с) = 
61.

0 при X Ś  0,

Л': п ^—  при  0 < X <, ж,
* 62.

F  0 0 -

1 при X  > к. 

а  =  \ ,Ь  =  2.

0 при X <  0,

64 2 Л „ 9—  X при 0 < X < —, 
81 8
, 91 при X > —.

8
а  =0,5, Ь = 0,9.

F(x) =

0 при х < 2,

(х — 2)2 при 2 < X < 3, F(x) =
1 при  х>3. 

а  =2,5, Л = 3 .

64.

0 при X < 1

^ (х 2 -  х) при 1 < X < 3,

1 при X > 3. 

а =1,6 = 2.

F 00 = -

65.

О при X < •
2 ’

1 при X < ■

66.

0 при X < 0,

F(x) =  - — X2 при  0 < X < —, 
25 4
. 51 при X > —.

а =0.5. Л = I.
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\ е ‘ при X < О,

67. | l  при X > О.

а = -  2, 6 = О.

^F ix) = ■ 
68.

0 ирм х < 1,

In X при  1 < X < е,

1 при X > е. 

а  - 2 , 6 =  е .

69.
Fix) =

Fix) =
71.

0 при X < 1 ОО,

( і по'**
1 - ^ - j при X > 100.

а = 110, 6 = 120.
0 при X >  О,

X2
—  при 0 < X < е, 
е~ •*/
1 при х >  е. 

а =1, 6 = 2.

О при X < О,

(О при  х < О, 
Fix)  = {

70. [ 1 - е  при х >  0.

а =0, 6 = 2 .

72.
F(x) =

О при х £ 3 ,

X4 -81

73.
F{X):

Fix) =
75.

—  при  О < X < 2, 

1 при х > 2 .  

а =1, 6 = 1,5 .
0 при X <, -2,

(Х + 2)1 
216

1 при X > 4. 

а  = - 1 ,  6 = 3.

F(x) = -

175
I ири jc  > 4. 

а = 3,2, 6 = 3,5. 
О х > 1,

Н/7И 3 < X < 4,

74.
при  1 < X < 6,

25
1 /7 /Ш  X  >  2. 

а = 2 ,6  = 4 .
О х <! 1,

яри -  2 < х < 4, F(x) = 
76.

х ’ - х

F(x) =
77.

О ирм X Ś О,

64 2 Л— X при  0 < X £ —, 
49 8 78.

Fix) =

60
1 при X > 4. 

а  =1, 6 =  2.

О ирм X < -2 ,

X3 + 8

яри 1 < X < 4,

при -  2 < X <. 2,

a = 0,5,6 = 1.

16
1 при X >  2 

а = - 1 ,  6 = 1.
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F(x) =
79.

О при X ź l ,

х 3- х ’
при  1 < X Ź 4,

F ( x )  =

48
1 при X >  4. 

я = 2, 6 = 3.

О и/w jc £ -/2, 

jr* - 4

80.
-при 

96
1 иры х>л[5. 

я = 1,5; 6 = 2.

л/2 < X 'й Д

Задания заимствованы из Гореловой Г.В., Кацко И.Л. [з].
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ПРОГРАММА ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
(Модуль 2: Случайные величины)

1. Понятие случайной величины.
2. Функция распределения случайной величины.
3. Дифференциальная функция распределения непрерывной слу­

чайной величины.
4. Ряд распределения дискретной случайной величины.
5. Арифметические операции над случайными величинами.
6. Числовые характеристики случайных величин.
7. Некоторые виды распределения случайной величины.
8. Предельные теоремы.
9. Многомерные случайные величины.

10. Функция распределения двумерной случайной величины.
11. Числовые характеристики двумерной случайной величины.
12. Функции случайных величин.
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Учебное издание
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