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1.1 ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ
Комбинаторика -  раздел дискретной математики, решающий 

задачи выбора и расположения элементов некоторого, обычно ко­
нечного, множества в соответствии с заданными правшами.

Множество, в котором указан порядок следования элементов, 
называется упорядоченным.

Например, множества ( т ,  п, р) и ( т ,  р, п) -  различные упорядо­
ченные множества.

Основные правила комбинаторики
Пусть множество А состоит из п элементов.

Правило суммы
Если из множества А элемент a f можно выбрать n t способами, 

элемент а2 можно выбрать другими п? способами и так далее, эле­
мент ак - пк способами, отличными от предыдущих, то выбор одно­
го из элементов а ; , или а2, или и так далее, ак можно осуществить
п, + 72, + ... + п, способами./ 2 к

Пример:
Пусть в коробке лежат 9 красных, 7 зеленых и 12 желтых каран­

дашей. Выбор одного карандаша ( или красного, или зеленого, или 
желтого ) можно сделать 28 способами

( 9  + 7 +  12 = 28).

Правило умножения
Если из множества А элемент а! можно выбрать и; способами, 

после этого элемент а2 можно выбрать п} способами и так далее, 
наконец, после выбора элемента ак , элемент акможно выбрать и. 
способами, то одновременный выбор элементов a a v ...,а в указан­
ном порядке можно осуществить п = n f п} пк способами.

Пример:
Пусть в коробке лежат 9 красных, 7 зеленых и 12 желтых каран­

дашей. Сколько можно осуществить наборов карандашей “красный, 
зеленый, желтый” в указанном порядке?

Число наборов совпадает с числом выборов одного красного ка­
рандаша из 9, другого зеленого из 7 и третьего желтого из 12. Поэто­
му число указанных наборов равно

9 - 7 -  12 =756.
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Пусть множество А состоит из п различных элементов.
Размещением из п элементов по к элементов называется каж­

дое упорядоченное подмножество, состоящее из к элементов, взятых 
из множества Л.

Число всех размещений из п элементов по А: обозначается Акп (чи­
тается : “А из п по к) и подсчитывается по формуле:

А = п ( п - 1 )  ... ( п -  ( к -  ] )). (1.1)

Произведение всех натуральных чисел от 1 до п обозначается и! 
(“ п (“эн”) ф акториал”), т.е. л! = 1 2  3 ... п. При этом условно 
считается 0! = 1. Тогда

Если при выборе к элементов из п элементы возвращаются об­
ратно и упорядочиваются, то говорят, что это размещения с повто­
рениями. Число размещений с повторениями из п по к:

Пример:
Множество А состоит из трех элементов -  цифр 2, 5 и 9. Количе­

ство двузначных чисел, составленных из этих цифр, совпадает с чис­
лом размещений из трех элементов по два. Числа 25,29, 59, 52,92,95 
соответствуют размещениям (2,5), (2,9), (5,9), (5.2), (9,2), (9,5). Чис­
ло всех размещений равно 6 = 3 2 =  = .

1

Размещение из п элементов по п называется перестановкой из п 
элементов. Число всех таких перестановок обозначается Р  и вы­
числяется по формуле:

Рп = А пп = П\ (1.3)

Пример:
Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 2, 5 и 9?
Количество таких трехзначных чисел равно количеству пере­

становок из указанных цифр. Эти числа: 259, 295, 529, 592, 925, 
9 5 2 ,- и х  6 =  1 .2 . 3 = 3!
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Сочетанием из п элементов по к элементов  называется каж­
дое неупорядоченное подмножество, состоящее из к элементов (к<п). 
Число всех сочетаний из п элементов по к элементов обозначается 
С к„ (“ С ( “цэ” ) из п по Аг”) и вычисляется по формуле:

С к _ л .*= т  я - ( и - 1 ) - . - - ( и - * - 1 )

• '  Л (/» к)Ч\ 1 - 2 1 ’

Справедливо свойство:

c i = c r *  (1.5)

Если при выборе к элементов из п элементы возвращаются об­
ратно и при последующем выборе не упорядочиваются, то говорят, 
что это сочетание с повторениями. Число сочетаний с повторения­
ми ИЗ П элементов ПО к определяется ПО формуле С кп+к_I .

Пусть множество из п элементов можно разбить на т упорядо­
ченных частей ( т подмножеств или т групп), из которых первая 
содержит kt элементов, вторая -  к2 элементов и т.д., т-ая - кт элемен­
тов ( kt + к2+ ... + кт = п). Число таких способов разбиения обозна-

и!
чается С (к„ k v ... , к ) = - . . ,  ~

■ ' ■  т k .̂k -̂.JcJ

Пример 1:
Из 5 вопросов предлагается выбрать 2 ( порядок следования воп­

росов не важен). Сколько можно составить таких комбинаций?
Если пронумеровать вопросы, то неупорядоченные наборы мо­

гут быть следующими: (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), 
(3,5), (4,5), поскольку набор, например, (2,3) не отличается от набора

, 5-4
(3,2). Всего таких комбинаций будет С j = * 10.

Пример 2:
Десять человек размещаются в гостинице в одноместный, двух­

местный, трехместный и четырехместный номера. Сколько существу­
ет способов их размещения?

По формуле С 10(1, 2, 3, 4) = = 12600.
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1.2 СОБЫТИЯ
Возникновение или преднамеренное создание определенного ком­

плекса условий, результатом которого является тот или иной исход, 
называют опытом, испытанием, экспериментом или процессом.

В теории вероятностей первичным является понятие события -  
это исход опыта. События обозначают заглавными латинскими бук­
вами А, В, С, ... .

События бывают достоверными, невозможными и случайными.
Достоверное событие всегда происходит при выполнении дан­

ного комплекса условий. Оно обозначается О.
Невозможное событие 0  никогда не может произойти при вы­

полнении данного комплекса условий.
Случайное событие при выполнении данного комплекса усло­

вий может, как произойти, так и не произойти.
Элементарные события со -  это те события, которые нельзя раз­

ложить на составляющие их события. Любое событие/! из простран­
ства Q  можно составить из элементарных событий.

Например, в опыте с бросанием игральной кости (кубика) эле­
ментарными событиями являются со1 со, со1 со4 со5 <Уб -вы паде­
ние соответственно чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Событие А -  выпадение 
нечетного числа -  можно представить в виде:

А = { <у; й)3 0)5 }.
События А и В несовместны, если в результате одного опыта 

они не могут произойти одновременно, в противном случае -  совме­
стны. События Аг А2...... Ап попарно несовместны, если любые
два из них несовместны.

События A w В равновозможны, если ни одно из них не имеет 
объективного преимущества перед другим.

События Аг А,, . Ап образуют полную группу, если они попарно 
несовместны в результате опыта кроме этих событий ничего не мо­
жет произойти.

Контрольные задания 1.1
1. Полагая, что каждый человек имеет одну фамилию, одно имя, 

одно отчество, сколько можно составить различных инициалов (ал­
фавит русский)?

2. Сколько можно записать трехзначных чисел, используя без 
повторения (с повторением) все десять цифр?
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3. Сколькими способами можно посадить в ряд семь различных 
деревьев, чтобы определенные три дерева были рядом?

4. Имеется 9 карандашей желтого и 6 синего цветов. Сколькими 
способами можно выбрать 7 карандашей, чтобы среди них были 3 
желтых?

5. Сколькими способами можно группу из 13 человек разбить на 
две подгруппы, в одной из которых должно быть не более четырех, 
а во второй -  не более десяти человек?

Контрольные задания 1.2
1. Являются ли несовместными следующие события:
а) опыт -  бросание двух монет. События А -  появление двух гер­

бов, В -  появление двух цифр?
в) опыт -  автобус отправляется с 12 пассажирами и делает на 

маршруте пять остановок. События С — на первых четырех останов­
ках сошло не более 11 пассажиров, событие F — на последней оста­
новке вышел хотя бы один пассажир.

с) опыт -  бросание двух игральных костей. События L -  хотя бы 
на одной кости появилось пять очков, событие D -  появление четно­
го числа очков на каждой кости.

2. Являются ли равновозможными следующие события:
а) опыт -  выстрел по мишени. События А -  попадание при выс­

треле, событие В -  промах при выстреле.
в) опы т-бросание двух игральных кубиков. События С -сум м а  

очков на верхних гранях равна 7, D -  произведение очков на верхних 
гранях равно 12.

с) опыт -  бросание двух монет. События F - появление двух цифр, 
D -  появление двух гербов, R -  появление одной цифры и одного 
герба.

3. Брошены три монеты. Составьте события, образующие пол­
ную группу. Сколько и какие равновозможные исходы образуют пол­
ную группу событий? Укажите элементарные события, необразую­
щие полной группы событий.

4. Приведите примеры:
а) трех событий, образующих полную группу событий;
в) трех событий, несовместных и равновозможных, но не образу­

ющих полную группу событий;
с) двух событий, несовместных и образующих полную группу 

событий, но не равновозможных.

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



1.3 ДЕЙСТВИЯ НАД СОБЫТИЯМИ
Если из наступления события А следует наступление события В, 

то говорят, что событие влечет за собой событие В и это обозна­
чается АаВ, т.е. все элементарные события, входящие в А, входят в 
событие В.

Пример:
Бросают игральный кубик. Событие А -  выпадение на верхней 

грани числа 4, влечет за собой событие В — выпадение на верхней 
грани четного числа.

Если А а В  и BczA , то говорят, что события А и В равны  и обо­
значают А=В, т.е. события А и В  состоят из одних и тех же элемен­
тарных событий.

Пример'.
Бросают игральный кубик. Событие А -  выпадение на верхней 

грани числа, кратного трем, равно событию В -  выпадение на верх­
ней грани чисел 3 и 6.

Суммой событий А и В называют событие С -  А + В, которое 
означает наступление хотя бы одного из этих событий, т.е. события
А, или события В.

Пример:
Стрелок произвел три выстрела по мишени. Событие A f -  попал 

при первом выстреле, событие А 3 -  попал при втором выстреле, со­
бытие А 3 -  попал при третьем выстреле. Тогда событие С  -  хотя бы 
одно попадание, -  это сумма событий С = A f + А + А .

Произведением событий А  и В называется событие С  = А-В. 
состоящее в одновременном наступлении событий А и В.

Для несовместных событий А и В  их произведение является не­
возможным событием, т.е. А В = 0 .

Дополнением к событию А или отрицанием события А (про­
тивоположным событию А) называют событие А , определяемое ра­
венствами: А-А  - 0 ,  А + А  -  Q .

Разностью событий А и В называется событие А -  В, состоя­
щее из наступления события А и не нас гупления события В, харак­
теризующееся условием А - В  = А В .
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Пример-.
Бросают игральный кубик. Событие А — выпадение на верхней 

грани четного числа, событие В — выпадение на верхней грани чи­
сел 3 или 6.

Событие А-В -  это выпадение на верхней грани числа 6; событие 
А -  В -  это выпадение на верхней грани чисел 2 или 4; отрицанием 
события А является событие А  > состоящее в выпадении чисел или
1, или 3, или 5 на верхней грани кубика.

События рассматриваются как подмножества некоторого множе­
ства Q. Операции над событиями представляют как операции над 
множествами:

-  сумме событий А +В эквивалентно объединение A ^ j B ;
-  произведению А- В событий A w В соответствует пересечение 

А п В ;
-  невозможное событие соответствует пустому множеству 0 ;
-  достоверное событие соответствует объемлющему множеству £2.
-  событие А , противоположное событию А,  соответствует до­

полнению к событию А во множестве Q.  Иллюстрация операций 
над событиями может быть отражена на диаграммах Венна:

АЛГОРИТМ. Пусть рассматриваются опыт и связанное с ни.м 
сложное событие А, тогда А можно выразить через элементарные 
события:

а) рассмат риваю т ся простейш ие элементарные события 
А ГА ,,... Ап, образующие для данного опыта полную группу;

в) из элементарных событий с помощью операций сложения, 
умнож ения и отрицания формируют необходимое, для решения 
данной задачи, сложное событие.

9
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Пример:
Монета подбрасывается три раза. Элементарные события:
Aj — выпадение герба при первом бросании; А  , ~ выпадение 

цифры при первом бросании;
А2 — выпадение герба при втором бросании; Л ,—выпадение цифры 

при втором бросании;
А 3 -  выпадение герба при третьем бросании; А  3 -  выпадение 

цифры при третьем бросании;
Выразим через элементарные события и их отрицания следующие 

события:
а) хотя бы одно выпадение герба:

A = A t + А 2 + А};

в) не более одного выпадения герба:

В — А/- А і А з + А і А 2 Aj + А і А}- А з + А і А 2' А з;

с) выпадение герба после первого бросания:

С = А 1'(А2'Аз + А 2'Aj + А2' А з).

Контрольные задания 1.3
I . Является ли событие 5*5  = 25 : а) достоверным; б) невозмож­

ным?
2,Обязательно ли элементарное событие, входящее в сумму со­

бытий А + В, входит в событие В7

3. Равны ли числа а) С* v \ A \ l  б) С ] и А ] 1? в  ) А]  и  Р}?
Производится три выстрела по мишени. Рассматриваются 

события:
A t -  попадание в цель первым выстрелом; А,  -  попадание в 

цель вторым выстрелом; А } -  попадание в цель третьим выстрелом. 
Определите, каким событиям равносильны следующие события:

1) Aj  + Л2 + А 3; 2) А і- А  2 А  з 3) A А / А } ; 4 ) ( Л  / + Л2)  А 3:

5) А/ + А і А}+ А і А 2 Аз, 6) At + А2 + А3 ; 1) At + Аг + А3 ;

Монета подбрасывается три раза. Рассматриваются события -  
появление герба при /-ом подбрасывании (/' = 1, 2, 3). Представьте в

ю
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виде сумм, произведений и сумм произведений событий А. следую­
щие события: А -  появились все три герба; В — появились все три 
цифры; С -  появился хотя бы один герб; D -  появилась хотя бы одна 
цифра; Е  -  появился только один герб; F -  появилась только одна 
цифра; G -  появилось только два герба.

ПОНЯТИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Под вероятностью события понимается численная мера объек­
тивной возможности наступления этого события в данном опыте. 
Рассмотрим основные подходы к определению вероятности.

Аксиоматическое определение вероятности

Каждому событию А ставится в соответствие число р  -  вероят­
ность события А , при этом выполняются следующие аксиомы:

1. Р(А) -  р > 0, где А -  событие из пространства событий Q ;
2. Для несовместных событий А и В

Р (А  + В )  = Р(А) + Р (В) ;
3 . Р ( Ц =  1.
Аксиоматический подход не указывает, как конкретно находить 

вероятность, поэтому для решения задач целесообразно использо­
вать другие определения вероятности.

Классическое определение вероятности

Классической схемой, или схемой случаев, называется опыт, при 
котором число элементарных исходов конечно и все они равновоз­
можны.

Элементарное событие (исход) со называется благоприятствую­
щим событию А, если его появление влечет наступление события А. 
т.е. со входит в число элементов, составляющих А).

Классической вероятностью  события А называется отношение 
числа m элементарных событий, благоприятствующих событию А, к 
числу п всех возможных элементарных событий из этой схемы:

П-7)
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Из определения вероятности следует, что 0 < Р(А) < 1, Р(П) = /,
Р (0 )  = 0.
Если пространство Q  состоит из п элементарных событий (равно­

возможных), то вероятность каждого из них равна 1 .
п

Пример:
В лифт 10-этажного дома входят 5 человек. Какова вероятность 

того, что они выйдут на разных этажах?
У первого пассажира лифта есть 9 возможностей выйти ( на эта­

жах 2-10), тогда у второго остается 8 возможностей, у третьего -  7, у 
четвертого -  6. у пятого -  5. Значит, m = А , .  Гак как каждый пасса­
жир лифта может выйти на любом из этажей, то число всех возмож­
ностей по правилу произведения равно 95. Поэтому

„ Д? 9-8-7 6-5
qi ~ ąi ~ 0,256.

Статистическое определение вероятности

Пусть при проведении п одинаковых опытов некоторое событие 
А появилось т раз. Отношение называют частостью или относи­
тельной частотой т события/!.

П

Статистической вероятностью  события А называют посто­

янную величину, вокруг которой колеблются значения частостей при 
неограниченном возрастании числа п, т.е. Р(А) = ^  ■

Пример’.
Опыты по подбрасыванию монеты. Появление герба -  событие А .

Опыт Число опытов, 
п

Появление 
герба, т

т
п

Опыт Бюффона 4040 2048 0,5069
Опыт Керриха 10000 5087 0,5087
Опыт 1 Пирсона 12000 6019 0,5016
Опыт 2 Пирсона 24000 12012 0,5005

Из таблицы видно, что > 0,5 при возрастании числа опытов п.
п
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При рассмотрении бесконечных множеств удобно рассматривать 
геометрическое определение вероятности.

Геометрическое определение вероятности

Геометрической вероятностью  события А называют отноше­
ние меры области события, благоприятствующих появлению собы­
тия А, к мере всей возможной области событий.

Пример:
В круг радиуса г вписан треугольник наибольшей площади. 

Определите вероятность попадания в треугольник точки (событие 
А), случайно брошенной в круг.

Мера области, благоприятствующей появлению события А, -  пло­
щадь указанного треугольника. Треугольник с наибольшей площа­
дью является равносторонним со стороной a -  r^j3, его площадь

равна . Мера всей возможной области -  площадь круга я г 2-
4 3^3

По определению геометрической вероятности Р(А) = ——  « 0,414.
4яг

Контрольные вопросы и задания 1.4
1. Как называется числовая характеристика возможности наступ­

ления события?
2. Что называется частостью события?
3. Как связана вероятность события с его частостью?
4. Каким условиям должны удовлетворять элементарные собы­

тия в классической схеме определения вероятности?
5. Как называется по отношению к А элементарное событие, ко­

торое влечет за собой наступление /1?
6. Может ли вероятность события быть равной 1,2 ?
7. Бросаются две монеты. Какова вероятность того, что обе моне­

ты выпадут “гербом” кверху?
8. На каждой из десяти одинаковых карточек напечатана одна из 

следующих букв:“а”, “т”, “а”, “и”, “с”, “и”, “т”, “с”, “т”, “к”. Найдите 
вероятность того, что из вынутых по одной и расположенных “в одну 
линию” карточек можно будет прочитать слово “статистика” .

9. В пирамиде девять винтовок, из которых пять с оптическим 
прицелом. Найдите вероятность того, что среди случайным образом 
взятых трех винтовок только две с оптическим прицелом.
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10. Встреча двух студентов планируется с 13-00 до 14-00. Каж­
дый из встречающихся обещает ждать другого в течение 20 минут. 
Найдите вероятность того, что студенты встретятся в течение плани­
руемого часа.

1.5 ТЕОРЕМА СЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Для несовместных событий А и В вероятность их суммы равна 
сумме вероятностей:

Р (А  + В )  = Р(А)  + Р(В)  (1.8)
Для произвольных событий А и В верна более общая теорема:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) - Р(А В)  ( 1.9)

Пример'.
В классе 23 человека. Из них 5 являются участниками олимпиа­

ды по математике, 4 -  по биологии, 3 -  по математике и биологии. 
Определите вероятность того, что случайно выбранный из класса 
ученик является участником, по крайней мере, одной из олимпиад.

Введем событие: А -  “выбранный ученик участвует в олимпиаде 
по математике”, В -  “выбранный ученик участвует в олимпиаде по 
биологии”, тогда событие А+В означает, что ученик участвует по край­
ней мере в одной из олимпиад.

По условию задачи

Р(А) = ^ ,  Р(В) - 2‘, .  Р(А В) = ~ .

По формуле ( 1.6)

Р(А+В) =р (А) + Р(В) + Р(А В) = 253 + 23 223 -  273 .

Так как собы тия А и А образую т полную  группу, то
Р{А+а ) = Р(А) + Р ( А ) = \ .

Откуда

P { A ) = \ - P U ) -  (1-Ю)
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1.В УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ, 
ТЕОРЕМА УМНОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Наступление некоторого события может значительно менять ве­
роятность наступления другого события. Если произошло событие
В, то новая вероятность события А называется условной вероятно­
стью  и обозначается Р /А )  или Р(А\В), говорят: “вероятность со­
бытия А при условии В ”.

При этом событие В является достоверным и играет роль про­
странства элементарных событий/2.

При Р(В ) > 0 условная вероят ност ь Р(А\В) определяется 
формулой

Р(А В)
Р(Л\В) = ( 1 П )

3 4 Л ^
В примере пункта 1.5 Р(А В) = — , Р(В) = —, поэтому Р(А\В) = £  — (

Согласно определения в состав события В входят 4 ученика, но 
только 3 из них входят в событие А. По формуле классической веро-

3
ятности Р(А\В) = —.

Из (1.11) следует, что

Р(А В) = Р(В)  • Р(А/В),  где Р(В) > 0 , (1.12)

и в симметричной форме

Р( В- А)= Р{А ■ В) = Р(А)- Р( В/ А) ,  где Р(Л) > 0 . (1.13)

Независимыми  называются такие события А и В, что 

Р (А/В)  = Р(А).

Теорема умножения вероятностей:
Если события А и В независимы, то

Р(А В) = Р(А)-Р(В).  (1.14)
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Соотношение (1.11) часто служит определением независимости 
событий, т.е. события называются независимыми, если вероятность 
произведения этих событий равна произведению их вероятностей.

Если события А г А у ..., Ап попарно независимы и имеют одина­
ковые вероятности появления

(Р  (А )  = Р(А)  = ... = P(AJ = р, Р ( А , )  = q),  

то вероятность появления хотя бы одного из них равна

Р (А) = 1 — <7". (1.15)

АЛГОРИТМ. Составить по алгоритму формулу, выражающую  
событие, вероятность которого необходимо определить, через эле­
ментарные события, а затем применить теоремы сложения и ум ­
ножения вероятностей. Предполагается, что все события в рам ­
ках каждой теоремы, принадлежат одному пространству элемен­
тарных событий.

Пример 1:
Вероятность успешной сдачи экзамена первым студентом состав­

ляет 0,7, а вторым 0,8. Какова вероятность того, что экзамен сдаст 
только один студент? Каждый из студентов может пересдать один 
экзамен, если он его первый раз не сдал.
A f -  первый студент успешно сдал экзамен (с первого раза). P(Af) = 0,7. 
А ,-  (с первого раза) первый студент не сдал экзамен. P ( Ą )  = 0,3.
А -  первый студент успешно сдал экзамен со второй попытки, т.е. он 
не сдал экзамен в первый раз и сдал успешно экзамен во второй раз,

значит,Л =AI- A I , Р(А) = Р( АХ- А ]) = = P ( Ą )  Р{АХ) = 0,3- 0,7 = 0,21. 
В -  первый студент успешно сдал один экзамен ( с первой или со 
второй попытки), значит, В = A t+A. Р(В) = Р(А}+А) -  Р(А ) + Р(А) =
0,7 + 0,21 =0,91 .
В0 -  первый студент не сдал экзамен с первой попытки и не сдал 
экзамен jx) второй попытки, значит, В() =А]-А1, Р(В0)=Р ( А ^ А , )  -  
P ( Ą ) P ( A l) = 0,3 ■ 0,3 = 0,09.
С! -  второй студент успешно сдал экзамен (с первого раза). P(CJ = 0,8.
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С ,- (с первого раза) второй студент не сдал экзамен. Р(СХ) ~  0,2.
D -  второй студент успешно сдал экзамен со второй попытки, т.е. в 
первый раз он экзамен не сдал и успешно сдал его во второй раз, 
значит, D  = С, - С,, P ( D ) = Р ( С С,) = Р( С, ) Р( СХ)  = 0,2-0,8 = 0,16.
F  -  второй студент успешно сдал экзамен один экзамен ( с первой 
попытки или со второй попытки), значит, F = Cf + D, P(F) = Р(СХ + D) = 
P(Ct)  + P(D) = 0,8 + 0,16 = 0,96.
F0 -  второй студент не сдал экзамен с двух попыток , т.е. F0 = С, • С ,. 
P(F0) =Р( С, • С,) = Р(С, ) P (C t) = 0,2 0,2 = 0,04.

Интересующее по условию задачи событие Е -  успешно сдал эк­
замен только один из двух студентов при условии двух попыток, зна­
чит, Е = BQ - F +  В ■ F0.

Р(Е) =Р( В0 - F +  В ■ Fq )  = Р(В0 ■ F )  + Р(В ■ F J  = P(BJP(F) 
tP (B )P (F j= 0,09 ■ 0,96 + 0,91-0,04 = 0,1228.

Пример!'.
В урне 2 белых и 3 черных шара. Из урны вынимают подряд два 

шара. Найти вероятность того, что оба шара окажутся белыми.

Событие А -  оба шара белые; 
элементарное событие A f-  первый шар вынули белый; 
элементарное событие А 7 -  второй шар вынули белый. Событие А 
наступит, если наступят одновременно и A t и А}, т.е. A = A t A2, откуда

P( A) =P( A l A}) = P ( A l ) P ( A J  = | - і »

В указанном примере Р (A^AJ Р (А ) ~ поэтому условная 

вероятность равна

р <а * а > ш\ А ш\ -
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1.7 ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ 
И ФОРМУЛА БАЙЕСА

Пусть события //„  Нп образуют полную группу событий, 
т.е. они попарно несовместны, а их сумма является достоверным со­
бытием:

Н 'Н  = 0 , при ІФ І  и Н. + Н, + ... + Н  =£2..i ; r J 1 2 п
Такие события называются гипотезами.
По теореме сложения вероятностей справедлива формула

Р (Нп + P(HJ + ... + P(H J  = 1.

Простейшим примером полной группы событий является про­
извольное событие А и его отрицание А

Полную группу событий можно проиллюстрировать диаграммой

Q

Пусть события Нг Н2 ... ,Нп образуют полную группу событий. 
Тогда любое событие А можно представить в виде

А = Н.-А + Н ,А  + ... ч Н  А.1 2  ўі

По теореме сложения вероятностей имеем

Р(А) = Р(Н' А)  + Р(Н} А) + ... + Р(НаА), 

а по теореме умножения вероятностей получим

Р ( А ) = Р ( Н ) Р ( А \ Н )  + Р(Н)-Р(А\Н} + ... + P ( A \ H J  -  (1 .16) 

формула полной вероятности, или
п

Р(А) = Z  Р(Н)-Р(А\Н).
1
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В формулу полной вероятности входят вероятности Р(Н), Р(Н), ..., 
Р(НJ, которые называются априорными. Если событие А наступило, 
то эти вероятности изменяются. Это будут теперь условные вероят­
ности Р (Ht \A), Р (Н2\А), ... , Р(НП\А). Они могут быть найдены по 
формуле Байеса\

( , .  ,7)
Z ( H t ) P ( A / H t )
*=I

АЛГОРИТМ :
1. По условию задачи определяют , что некоторое событие А

может наступить только при одновременном наступлении одного 
из попарно независимых событий Нр Н2 Нп , образующих полную
группу.

2. По имеющимся датіым определяют вероятности Р(Н), Р(А\Н)  
для і= 1,2,.... п/

3. Применяются формулы (1.16), (1.17).

Пример'.
В пирамиде пять винтовок, две из которых снабжены оптичес­

ким прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при 
выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95; для вин­
товки без оптического прицела эта вероятность равна 0,7.

а). Найти вероятность того, что мишень будет поражена, если стре­
лок произведет один выстрел из наудачу выбранной винтовки;

б). Стрелок поразил цель при одном выстреле. Найти вероят­
ность того, что выстрел был произведен из винтовки без оптичес­
кого прицела.

Обозначим гипотезы: Н -  винтовка с оптическим прицелом; Н2 — 
винтовка без оптического прицела. Эти гипотезы несовместны и об­
разуют полную группу.

Р(Н,) = j = 0 , 4 ;  Р(Н2) = |= 0 ,6 .

Событие А — стрелок одним выстрелом поразит мишень. Р(А\Н1) =
0,95; P(A\HJ = 0,7.

а). По формуле полной вероятности имеем
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Р(А) = Р (Н ) Р(А\Н)  + P(HJ Р(А\Н)  = 0,4 • 0,95 + 0,6 • 0,7 = 0,8.
б). По формуле Байеса

Р{А) 0,8

Контрольные вопросы

1. Сколько элементарных событий может появиться при броса­
нии монеты, кубика?

2. Влечет ли событие{-1;2} событие {-5; -1;0;2;4}?
3. Что больше: Р(А+В) или Р(А) + Р(В)!
4. Какое событие играет роль достоверного события при опреде­

лении условной вероятности Р(А\Н)?
5. Для каких событий верно равенство Р(АВ) =Р(А)Р(Вр.
6. Могут ли события / / ; и Н5 из полной группы быть совместными?
7. Составляют ли события А и А полную группу?
8. Чему равна сумма всех событий из полной группы событий?
9. Чему равна сумма вероятностей всех событий из полной груп­

пы событий?
10. Могут ли изменяться вероятности гипотез после наступления 

события?
11. При каких условиях применимы формулы полной вероят­

ности?
12. В чем разница условий использования формулы полной веро­

ятности и формулы Байеса?

Контрольные задания 1.5

1. В читальном зале имеется семь учебников по теории вероятно­
стей, из которых три в переплете. Библиотекарю надо наугад взять 
два учебника. Найдите вероятность того, что хотя бы один учебник 
окажется в переплете.

2. В цехе работают семь мужчин и три женщины. По табельным 
номерам наудачу отобраны три человека. Найдите вероятность того, 
что не все отобранные лица окажутся мужчинами.

3. Сколько надо бросить монет, чтобы с вероятностью, меньшей
0,125, можно было ожидать, что ни на одной из выпавших сторон не 
появится герб?
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4. Два шарика разбрасываются случайно и независимо друг от 
друга по четырем ячейкам, расположенным одна за другой по пря­
мой линии. Каждый шар с одинаковой вероятностью попадает в лю­
бую ячейку. Найдите вероятность того, что шарики попадут в сосед­
ние ячейки.

5. На плоскость с нанесенной сеткой квадратов со стороной 6 см 
наудачу брошена монета радиуса 2 см. Найдите вероятность того, 
что монета пересечет не более одной стороны квадрата.

Аппарат содержит два независимо работающих элемента. Веро­
ятности отказа элементов соответственно равны 0,06 и 0,09. Найди­
те вероятность отказа аппарата, если для этого достаточно, чтобы 
отказал хотя бы один элемент.

Вероятность хотя бы одного попадания в цель при четырех 
выстрелах равна 0,9919. Найдите вероятность попадания в цель при 
одном выстреле.

Контрольные задания 1.6 -  1.7
1. В студии телевидения 3 телевизионные камеры. Для каждой 

камеры вероятность того, что она включается в данный момент, рав­
на 0,6. Найдите вероятность того, что в данный момент включена 
хотя бы одна камера.

2. На склад обувной фабрики поступают сапоги от трех бригад 
одного цеха. В первой бригаде производится в полтора раза больше 
сапог, чем во второй бригаде, и в два раза меньше, чем в третьей. 
Вероятность того, что сапог окажется стандартным для первой бри­
гады, равна 0,8, для второй -  0,7, для третьей -  0,9. Определите веро­
ятность того, что взятый наугад сапог будет стандартным. Взятый 
наугад сапог оказался стандартным, какова вероятность, что он про­
изведен первой бригадой.

3. Из 30 студентов группы 8 студентов знают все 40 вопросов 
программы, 12 студентов выучили по 30 вопросов, 7 студентов — по 
25 вопросов, трое -  по 15 вопросов. Случайно вызванный студент 
ответил на два заданных вопроса. Какова вероятность, что он из семи 
студентов, которые подготовили 25 вопросов.

4. В первом ящике из 20 деталей 5 бракованных, во втором из 30 
деталей 6 бракованных. Из первого во второй переложили три дета­
ли. Найдите вероятность того, что деталь, извлеченная после этого 
из второго ящика, бракованная.
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5. Электронный прибор содержит две микросхемы. Вероятность 
выхода первой микросхемы в течение определенного (достаточно 
большого) времени равна 0,2, а второй -  0,1. Известно, что из строя 
вышла одна микросхема. Какова вероятность, что это первая схема?

6. Имеется 5 урн. В первой, второй и третьей находится по 4 бе­
лых и 6 черных шаров, в четвертой и пятой урнах по 2 белых и 3 
черных шара. Равновероятно случайно выбирается урна и из нее из­
влекается шар. Какова вероятность того, что была выбрана четвер­
тая или пятая урна, если извлеченный шар оказался белым?

7. Покупатель с равной вероятностью посещает 3 магазина. Ве­
роятность того, что он купит товар в первом магазине, равна 0,3, во 
втором -  0,4, в третьем -  0,2. Определите вероятность того, что поку­
патель купит товар только в одном магазине, если каждый магазин 
он посетил дважды.

1.8 ПОВТОРЕНИЕ ИСПЫТАНИЙ
Формула Бернулли

Несколько испытаний называются независимыми  относительно 
события А, если вероятность события А в каждом из них не зависит 
от исходов других испытаний.

Как связаны независимость п испытаний и независимость собы­
тий, которые могут произойти в результате этих испытаний?

Пусть проводятся п независимых испытаний, в каждом из кото­
рых событие А может наступить с одинаковой вероятностью р, т.е. 
вероятность события А не изменяется от того, какие события про­
изойдут в остальных испытаниях (схе.на Бернулли).

Практически событие А может появиться в п независимых испы­
таниях любое число к<» раз в разных последовательностях или ком­
бинациях, чередуясь с противоположным событием А . Таким обра­
зом, из независимости п испытаний относительно события А следует 
независимость в совокупности группы п событий, представляющей 
собой произвольную комбинацию событий А и А , одно из которых 
обязательно произойдет в каждом из рассматриваемых испытаний. 
Если в результате п испытаний событие А произошло т раз (неваж­
но, в каком порядке), то это означает, что в совокупности наступили т 
событий А и п-т событий А , вероятности которых в каждом отдельном
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опыте равны р  и q - 1 -р соответственно. Все п событий независимы, 
поэтому по теореме умножения, вероятность появления т раз собы­
ти я ^  в определенной последовательности равна p mq"~m.

Поскольку событие А может появиться т раз в и опытах в совер­
шенно другой последовательности и число таких последовательное-

w /-* тгеи равно числу сочетании из п по w, т.е. 5 то вероятность появле- 
ния события А точно т раз в п независимых испытаниях равна (фор­
м ула Бернулли)

Часто применяемые формулы в схеме Бернулли: 
Вероятность наступления события А :
•  менее т раз в п испытаниях

Н аивероят нейш ее число т и насту пивш их событий в схеме Бер­
нулли определяется из следующего неравенства

Р / 0 )  + P J 1 )  +  -  +  P Jrn-1);

• более т раз в п испытаниях

Р„(т + 1) + P J m + 2 )  + ... +  P J n );

• не менее т раз в п испытаниях

которое получено решением системы неравенств

п р -  q < т0 < пр + р , (1.19)

1 л к , ) >  Р„(т0+\).
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АЛГОРИТМ :
1. Проверить, выполняется ли в условии задачи схема Бернулли.
2. Определить вероятность р  события А (вероятность успеха) 

и вероятность неудачи q - 1 -р = Р(А) .
3. При заданных п -  числе независимых испытаний и т — количе­

стве наступления события А, воспользоваться одной из формул

Студент проходит тестированный опрос. Тест состоит из пяти 
вопросов. На каждый даны три ответа, среди которых один правиль­
ный. Какова вероятность, что методом угадывания студенту удастся 
выбрать, по крайней мере, четыре правильных ответа?

Испытание -  ответ на один вопрос. Всего испытаний пять. Со­
бытие А -  выбор наугад правильного ответа на вопрос. Вероятность

события А в каждом испытании одинакова и равна Р(А) = р  =
Событие В -  выбор, по крайней мере, четырех правильных ответов, 
т.е. четыре правильных ответа в любом порядке или все пять правиль­
ных ответа. По теореме сложения вероятностей и формуле Бернулли

Если в каждом из независимых испытаний вероятности наступле­
ния события А различные, то вероятность наступления события А т раз 
в п опытах определяется как коэффициент, при m-ой степени полинома:

9»Я(0  = П ( ^ + А 0  = « У  + я - , ' " '  + -  + а0,где(рт(t) -  производящая

По некоторой цели производится три независимых выстрела. 
Вероятности попадания при разных выстрелах различны и равны 
соответственно: р=0,8,  р 2=0,7,pt-0,9. Найдите вероятность прома­
ха, одного, двух, трех попаданий.

Составим полином третьей (т=3) степени:

(1.18), (1.20), (1.21), (1.22). 

Пример:

Р(С) = Р /4 )  + Р /5 )  = С/p 'q '  ł Cs5p5q°^r CJ p 4q> +

. I =  IĄ  = 0 ,0 4 5 . 
3 5

n

функция’. ' 
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(p.з (/) = (0,2 4  0,80 • (0,3 + 0,7/) • (0,1 і  0,9/) = 

= 0,504/3 + 0,398/2 + 0,092/' + 0,006/°.

Тогда вероятность: промаха Р /0 )  =0,006;
одного попадания Р /1 ) =0,092; 
двух попаданий Р /2 )  =0,398; 
трех попаданий Р /3 )  =0,504.

Асимптотические формулы в схеме Бернулли
Для случаев, когда п или т достаточно велики, используют асим­

птотические (предельные) теоремы: локальную и интегральную те­
оремы Муавра-Лапласа, формулу Пуассона.

Локальная формула Муавра-Лапласа:
Если число п независимы х испытаний достаточно велико 

(npq> w ), а вероятность появления события А в каждом из них равна 
р  и отлична от нуля и единицы, то вероятность того, что в п испыта­
ниях событие А наступит т раз, приближенно равна (локальная фор­
мула Муавра-Лапласа):

ходятся по соответствующим таблицам. (При х > 5, ę(x)  -> 0, поэто­
му р(х)  табулирована для 0 < х < 5 ).

Если число п независимых испытаний достаточно велико (npq< 10), 
вероятность/? наступления события/! в каждом испытании посГоян- 
на, близка к нулю (р < 0 ,1 ), а произведение п р  —Л —const, то вероят­
ность Рп(т) того, что в п независимых испытаниях событие Л на­
ступит т раз, приближенно равно (формула Пуассона )

Л ,(т) * —7=—  «о(д<). 
yjnpq ( 1.20 )

где т - п р

а <р<*) -  ^ 2 ~ е ' ~ малая функция Лапласа, значения которой на-

P ,A , n )  х  ------------ =  Р (т ). m = 0 , I ....... п.
ml

( 1.21)
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Значения функции р(т) можно найти в таблицах распределения 
Пуассона.

Пример 1:
На тренировке стрелок выполнил 400 выстрелов в цель. Найдите 

вероятность 325 попаданий в цель, если вероятность попадания при 
каждом выстреле равна 0,8.

npq = 400 0,8 0,2 = 64 >10, р  = 0,8 >0,1, поэтому применяем ло­
кальную формулу Муавра-Лапласа (1.20).

о 1 _ ,3 2 5 -4 0 0 -0 ,8 ч _
‘ 40о(^^5) * і-------- —---- — (р{. -----------------) —

V400 ■ 0,8 ■ 0,2 у]400 ■ 0,8 ■ 0,2

= -^(0,625) и 0,125 • 0,3271 и 0,041.
8

Пример2:
Студент купил 500 билетов лотереи. Вероятность выигрыша од­

ного билета составляет 0,002. Найдите вероятность того, что выиг­
рышными окажутся:

а) три билета;
б) один билет;
в) не более трех билетов.

npq =500 0,002 0,998 = 0,998 < 10, /7=0, 002<0,1, поэтому приме­
няем формулу Пуассона (1.21), где Я = пр -  500 ■ 0, 002= 1.

I3 1
а) при /и = 3 : Р500 (3 )*  — -е 1 = —  *0,061,

3! 6е
Iі 1

б) при т = 1 : -PsooO) а — е 1 = -  и 0,366,
1! е

в) при 0 5 т <. 3 : Р500(0) + Р500( 1) + PSJ 2 )  + Р500(3) =

1 , 1  1 16 8= -  + -  + —  + — - — И 0,976.
е е 2е 6е 6е Зе
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Интегральная формула Муавра-Лапласа:
Если в схеме Бернулли число т появления события А находится в 

заданном промежутке а <,т <,Ь,ъ.п достаточно велико, то вероятность

где

Р (а < т < Ь) « —Ф 
2

Ф(х) = -

Ь - п р  

2

_ ! ф  
2

г ^
а - п р

12 к  q

( 1.22)

(1.23)

-  функция Лапласа (или интеграл вероятности), значения кото­
рой находят по таблицам (при дс?5,Ф(дс) поэтому значения
функции представлены в виде таблицы для 0 < х й 5.)

Следствием формулы (1.22) является вероятность отклонения 
частости т/п появления события А в п испытаниях Бернулли от ве­
роятности р  на величину s> 0

Р( \т/п -р^с) « Ф
\Р Я  ,

Для числа т наступлений события А из (1.24) следует

Г ' ^
Р( Iт -пр^е) «  Ф

■Jnpq ,

(1.24)

(1.25)

Пример 1:
Известно, что в учреждении бытового обслуживания 80% специ­

алистов имеют среднее специальное образование. Найдите вероят­
ность того, что из 100 наудачу отобранных человек среднее специ­
альное образование имеют от 65 до 90 человек?

По условию задачи п = 100, а — 65, в = 90, р  = 0,8, q = 0,2.
Используем формулу (1.22)

4 0 -  100 - 0.8
Ф ■ Ф(2,5)-Ф(-3,75)

Ф(2,5) + Ф (3,75)« 0,4938 + 0,49991 = 0,99371.
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Пример2:
Отдел контроля проверяет на стандартность 900 деталей. Веро­

ятность того, что деталь стандартна, равна 0,9. С вероятностью 0,9544 
найдите границы, в которых будет заключено число стандартных 
деталей.

Из условия задачи следует, что выполняется схема Бернулли: п = 
900, р  = 0,9, Р(\т-пр\ < є )  = 0,9544, откуда пр -  є  < т <, пр + є , где

т -  число стандартных деталей. По формуле (1,25) имеем Р ( |т -
ґ  \

пр\ <, є ) и Ф = 0,9544. По таблицам значений большой функ­

ции Лапласа Ф(х) найдем значение аргумента: —= =  2. Тогда,
л\ ПРЧ

є -  2- д/900 • 0,9 -0,1 - 9  откуда 900 0,9 - 9  < т < 900 • 0.9 + 9 или 

801 < m ^ 819 -

Контрольные вопросы:
1. Можно ли считать схемой Бернулли:

а) многократное бросание монеты?
б) многократное бросание кубика?

2. Может ли в схеме Бернулли при п = 40, р  = ^  наивероятней­
шее число успехов быть больше 4?

3. Как определяется параметр Л в формуле Пуассона?
4. С использованием каких функций дается оценка вероятности 

в формулах Муавра-Лапласа?
5. Какая величина принимается за среднее значение успехов в п 

испытаниях Бернулли?

Контрольные задания 1.8
1. Стрелок попадает в цель с вероятностью 0,6 и собирается про­

извести 10 выстрелов. Найдите вероятность того, что он попадет в 
цель: а) три раза, б) хотя бы один раз.

2. Вероятность выбора спортсмена на факультете равна 1/7. Из 
28 студентов группы наудачу вызываются три студента. Определите

28-
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вероятности всех возможных значений числа спортсменов, которые 
могут оказаться среди вызванных трех студентов.

3. Всхожесть клубней картофеля равна 80%. Сколько нужно по­
садить клубней картофеля, чтобы наивероятнейшее число взошед­
ших из них было равно 100.

4. Вероятность невыхода на работу из-за болезни равна 0,01 для 
каждого работника предприятия. Численность работников составля­
ет 500 человек. Определите вероятность того, что в ближайший день 
не выйдет на работу хотя бы один из работников.

5. Вероятность рождения мальчика 0,515. Найдите такое число 
т. чтобы с вероятностью 0,9 можно было утверждать, что среди 900 
новорожденных более т мальчиков.

6. В автопарке имеется 400 автомобилей. Вероятность безотказ­
ной работы каждого из них равна 0,9. С вероятностью 0,95 опреде­
лить границы, в которых будет находиться доля безотказно работав­
ших машин в определенный момент времени.

7. Известно, что 10% делянок под овощами плохо обработаны. 
Сколько нужно проверить делянок, чтобы с вероятностью 0,9973 
можно было утверждать, что относительная частота засоренных де­
лянок будет отличаться от вероятности засоренности по модулю бо­
лее чем на 0,99?

8. Всхожесть зерна, хранящегося на складе, равна 80%. Какова 
вероятность того, что среди 200 зерен число всхожих составит оті 36 
до 180 штук.

9. Вероятность того, что человек в период страхования будет трав­
мирован, равна 0,006. Компанией застраховано 1000 человек. Годо­
вой взнос с человека составляет 150 руб. В случае получения травмы 
застраховавшийся получает 12000 руб. Какова вероятность того, что 
выплата по страховкам превысит сумму страховых взносов?
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ К МОДУЛЮ 1

№ варианта Н о м е р а  задач

I 10 21 36 38 46 55 60 65 68 75

2 9 15 17 27 34 43 49 50 51 55

3 7 12 19 26 28 39 61 66 79 80

4 2 1 1 15 22 27 30 45 55 67 72

5 8 16 20 24 37 53 57 63 71 77

6 2 10 17 35 44 54 64 74 69 76

7 4 1 1 23 24 28 39 51 54 76 78

8 1 6 9 13 19 40 46 48 57 58

9 6 19 31 33 52 58 62 71 72 80

Ю 9 13 20 23 25 38 56 60 62 68

I I 2 4 7 16 30 32 34 38 63 76

12 5 1 1 21 23 25 32 40 43 53 78

13 1 14 26 33 34 41 50 58 70 76

14 5 6 15 18 21 50 62 63 67 68

15 10 13 20 3 1 37 57 61 72 73 74

16 24 25 36 44 47 48 52 54 69 72

17 1 1 . 18 . 21 2 2 . о ■9 5 2 , 63ч 70 v 78 . 79 .

18 1 3 27 39 49 51 61 64 66 78

19 9 12 14 29 30 42 56 69 71 74

20 2 5 14 29 31 55 58 60 70 75

21 12 33 44 47 49 53 57 59 68 76

22 3 7 12 13 16 40 50 56 64 74

23 25 29 30 32 34 36 45 46 53 65

24 8 22 35 48 56 65 69 70 76 77

25 6 19 27 31 32 37 42 59 71 73

26 4 7 16 17 18 26 33 41 42 67

27 3 10 17 22 28 35 37 43 59 69

28 4 8 23 24 26 44 54 61 66 73

29 5 20 35 36 39 42 43 62 63 67

30 1 14 15 18 45 51 62 63 64 75

31 3 8 28 29 38 41 52 75 79 80

30

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



1. Из 20 вопросов, входящих в экзаменационные билеты, сту­
дент подготовил 17. Найдите вероятность того, что студент 
ответит правильно на экзаменационный билет, состоящий из 
трех вопросов.

2. Рабочий обслуживает 4 станка. Вероятность безотказной ра­
боты первого из них равна 0,8, второго-0 ,75 , третьего-0 ,85 , 
четвертого -  0,95.Найдите вероятность того, что: а) откажут 
три станка; б) все четыре станка будут работать безотказно;
в) хотя бы один станок откажет.

3. Из колоды, содержащей 32 карты, вынимается наугад три. 
Найдите вероятность того, что это: тройка, семерка, туз.

4. Найдите вероятность того, что абонент наберет правильный 
двухзначный номер, если он знает, что данный номер не де­
лится на 5.

5. Игральная кость подброшена два раза, а) Найдите вероятность 
того, что сумма очков на верхних гранях составит 7; б) Най­
дите вероятность того, что хотя бы при одном подбрасыва­
нии появятся два очка.

6. В урне имеется 5 черных и 9 желтых шаров. Последователь­
но (без возвращения) извлекается три шара. Найдите вероят­
ность того, что: а) все три шара будут желтыми; б) три шара 
будут желтыми или черными.

7. В группе из 15 человек 9 занимаются спортом. Найдите веро­
ятность того, что из случайно отобранных 10 человек 8 чело­
век занимаются спортом.

8. Мышь может выбрать наугад один из 5 лабиринтов. Извест­
но, что вероятности ее выхода из различных лабиринтов за 
три минуты соответственно равны 0,5; 0,6; 0,2; 0,1; 0,1. Пусть 
оказалось, что мышь выбралась из лабиринта через три ми­
нуты. Какова вероятность того, что она выбрала второй ла­
биринт? Третий лабиринт?

9. Из 10 билетов выигрышными являются 3. Найдите вероят­
ность того, что из 7 случайно взятых билетов выигрышными 
являются два.

10. В сентябре вероятность дождливого дня 0,3. Команда “Эко­
номист” выигрывает в ясный день с вероятностью 0,8, а в 
дождливый день эта вероятность равна 0,3. Известно, что в 
сентябре команда выиграла некоторую игру. Какова вероят­
ность, что в этот день: а) шел дождь; б) был ясный день.
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11. Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0,7, 
вторым -  0,5, третьим -  0,6. Найдите вероятность того, что 
хотя бы один стрелок попадет в цель.

12. В первом ящике содержится 20 деталей, из которых 15 стан­
дартных, во втором -  30 деталей, из них 20 -  стандартных, в 
третьем -  10 деталей, из них 8 -  стандартных. Из случайно 
взятого ящика наудачу взята одна деталь, которая оказалась 
стандартной. Найдите вероятность того, что она взята из тре­
тьего ящика.

13. На каждой из семи одинаковых карточек написана одна из 
следующих букв: Д, Е, Н, С, Т, У, Т. Карточки перемешаны. 
Определите вероятность того, что из вынутых и положенных 
в ряд карточек: а) можно составить слово “студент”; б) из 
пяти карточек составить слово “стенд” .

14. Для поражения цели достаточно попадания хотя бы одного 
снаряда. Произведено два залпа из двух орудий. Найдите ве­
роятность поражения цели, если вероятность попадания в 
цель при одном выстреле из первого орудия равна 0,54, вто­
рого -  0,72.

15. Имеется 3 урны. В первой урне 6 черных и 4 белых шара, во 
второй -  5 белых и 5 черных шаров, в третьей -  7 белых и 3 
черных шара. Случайно выбирается урна и из нее извлекает­
ся шар, который оказался белым. Найдите вероятность того, 
что выбрана третья урна.

16. Монета подбрасывается 3 раза. Найдите вероятность того, 
что герб появится: а) все три раза; б) только один раз; в) хотя 
бы один раз.

17. На отдельных карточках написаны цифры: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 . Все карточки перемешиваются, после чего наугад берут
5 карточек и раскладывают их в ряд. Определите вероятность 
того, что будет получено число 21095.

18. Три известных экономиста предложили одновременно три 
экономические теории, которые считались равновероятными. 
После наблюдения над состоянием экономики оказалось, что 
вероятность того развития, которое она получила на самом 
деле, в соответствии с первой теорией была равна 0,5; со вто­
рой — 0,7; с третьей — 0,4. Каким образом это изменяет веро­
ятности правильности трех теорий.
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19. В магазине продается 4 магнитофона. Вероятность того, что 
они выдержат гарантийный срок, соответственно равны: 0,91; 
0,9; 0,95; 0,94. Найдите вероятность того, что взятый наудачу 
магнитофон выдержит гарантийный срок.

20. Игральная кость сделана так, что вероятность выпадения 
определенного числа пропорциональна числу очков. Какова 
вероятность выпадения трех очков, если известно, что выпа­
ло нечетное число очков.

21. Брошены две игральные кости. Какова вероятность того, что 
абсолютная величина разности выпавших очков равна трем?

22. Студент в поисках книги посещает 3 библиотеки. Вероят­
ность того, что они есть в библиотеках, соответственно рав­
ны: 0,4, 0,5, 0,1, а того, что они выданы или нет -  равнове­
роятные события. Какова вероятность того, что нужная книга 
найдена?

23. Найдите вероятность того, что дни рождения 12 человек при­
ходятся на разные месяцы года.

24. В урне имеется 10 белых, 5 черных и 15 желтых шаров. Из-
, влекается последовательно 2 шара. Рассматриваются два

события: А -  хотя бы один шар из двух вынутых желтый, В -  
хотя бы один вынутый шар белый. Найдите вероятность со­
бытия С = А + В. С,

25. Наудачу набранный номер состоит из 5 цифр. Определите 
вероятность Toroj что все цифры в нем различны.

26. В магазин трикотажных изделий поступили носки, 60% ко­
торых получено от одной фабрики, 25% -  другой и 15% -  
третьей. Найдите вероятность того, что купленные покупа­
телем носки изготовлены на второй или третьей фабриках.

27. Пассажир за получением билета может обратиться в одну 
из касс. Вероятность обращения в первую кассу составляет 
0,4, вторую -  0,35, третью -  0,25. Вероятность того, что к 
моменту прихода пассажира имеющиеся в кассе билеты 
будут проданы, равна для первой кассы 0,3, для второй 0,4, 
для третьей 0,6. Найдите вероятность того, что пассажир 
купит билет.

28. Бросают 4 игральные кости. Найдите вероятность того, что: 
а) хотя бы на одной появится 2 очка; б) на них выпадет по 
одинаковому числу очков.

33

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



29. Из 9 жетонов, занумерованных разными однозначными чис­
лами, выбирается 3. Найдите вероятность того, что последо­
вательная запись их номеров покажет возрастание значений 
цифр.

30. Вероятность выигрыша по лотерейному билету равна 0,1. 
Какова вероятность того, что выиграет хотя бы один билет из 
трех купленных.

31. Из полной колоды карт (52 листа) вынимают сразу 4 карты. 
Найдите вероятность того, что все эти карты будут разных 
мастей.

32. Имеется 3 урны. В первой из них 5 белых и 6 черных шаров, 
во второй -  4 белых и 3 черных шара, в третьей -  5 белых и 3 
черных шара. Некто наугад выбирает одну из урн и вынима­
ет из нее шар. Этот шар оказался белым. Найдите вероят­
ность того, что шар вынут из второй урны.

33. В магазине имеется в продаже 20 пар обуви, из которых 7 пар 
42-го размера. Найдите вероятность того, что из 8 покупате­
лей трое выберут обувь 42-го размера.

34. В мешке смешаны нити трех цветов: 30% белых, 50% жел­
тых, остальные — зеленые. Определите вероятность того, что 
при последовательном вытягивании наугад грех нитей ока­
жется, что все они одного цвета.

35. В урне т белых и п черных шаров. Из урны извлекли один 
шар и, не глядя, отложили в сторону. После этого из урны 
взяли еще один шар. Он оказался белым. Найдите вероят­
ность того, что первый шар, отложенный в сторону, тоже 
белый.

36. У рыбака имеется два места ловли рыбы, которые он посе­
щает с одинаковой вероятностью. Если он закидывает удоч­
ку на первом месте, рыба клюет с вероятностью 0,6, на вто­
ром -  с вероятностью 0,7. Рыбак, выйдя на ловлю в одно из 
мест, два раза закинул удочку. Найдите вероятность того, что 
рыба клюнет только один раз.

37. На сборку поступило 50 деталей от первого станка, 100 -  от 
второго и 150 -  от третьего. Первый станок дает 2%, второй 
1 % и третий 2% брака. Найдите вероятность того, что взятая 
наугад деталь окажется не бракованной. Задачу решите дву­
мя способами.
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38. Найдите вероятность того, что на две определенные карточ­
ки в “Спортлото-5 из 36” будет получено по минимальному 
выигрышу (угадано ровно три числа).

39. Вероятность того, что стрелок попадет хотя бы один раз при 
трех выстрелах, равна 0,992. Найдите вероятность попада­
ния в цель при одном выстреле, предполагая ее постоянной 
при каждом выстреле.

40. Пусть 3% всех мужчин и 0,5% всех женщин дальтоники. На­
угад выбранный человек оказался дальтоником. Какова ве­
роятность, что это мужчина? (Считайте, что число женщин и 
мужчин одинаково.)

41. В группе из 25 человек 10 учится на “отлично”,8 на “хорошо” 
и 7 -  на “удовлетворительно”. Найдите вероятность того, что 
из взятых наугад 8 человек 3 человека учатся на “отлично”.

42. Какова вероятность того, что наудачу вырванный листок из 
нового календаря соответствует первому числу месяца? (Год 
считается не високосным).

43. В группе спортсменов 10 лыжников, 6 боксеров и 4 бегуна. 
Вероятность выполнить квалификационную норму для лыж­
ников составляет 0,8, боксеров -  0,7, бегунов -  0,9. Найдите 
вероятность того, что спортсмен, выбранный наудачу, выпол­
нит квалификационную норму.

44. На одной полке наудачу расставляется 8 книг. Найдите веро­
ятность того, что определенные три книги окажутся постав­
ленными рядом.

45. Монету бросают три раза. Какое из событий более вероятно: 
событие А -  все три раза выпала цифра или событие В -  два 
раза выпала цифра и один раз герб? Подсчитайте вероятнос­
ти этих событий.

46. К концу дня в магазине осталось 60 арбузов, из которых 50 
спелых. Покупатель выбирает два арбуза. Какова вероятность, 
что оба арбуза спелые?

47. На один ряд из 7 мест случайным образом садятся семь уче­
ников. Найдите вероятность того, что три определенных уче­
ника окажутся рядом.

48. Известно, что при 10-кратном бросании монеты 5 раз выпа­
ли гербы и 5 раз цифры. Какова вероятность того, что все 
гербы выпали при первых пяти бросаниях?
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49. Из 15 строительных рабочих 10 -  штукатуры, а 5 -  маляры. 
Наудачу отбирается бригада из 5 рабочих. Какова вероятность 
того, что среди них будет 3 маляра и 2 штукатура?

50. Игральная кость подброшена 3 раза. Найдите вероятность 
того, что: а) все три раза выпадет четное число очков; б) чет­
ное число очков выпадет только один раз; в) четное число 
очков выпадет хотя бы один раз.

51. Два автомата производят детали, которые поступают на об­
щий конвейер. Производительность первого автомата в 2 раза 
больше производительности второго. Вероятность изготов­
ления не бракованной детали первым автоматом равна 0,95, 
а вторым -  0,8. Найдите вероятность того, что взятая наугад 
деталь окажется стандартной.

52. Какова вероятность получения 1 туза, туза и короля при сда­
че 6 карт из колоды в 52 карты?

53. В соревнованиях по футболу участвуют 20 команд. Случай­
ным образом они делятся на две группы по 10 команд. Како­
ва вероятность того, что 2 наиболее сильные команды ока­
жутся в одной группе? ^

54. Гардеробщица одновременно выдала номерки пяти лицам, 
сдавшим в гардероб свои шляпы, и повесила их наугад. Най­
дите вероятность того, что она каждому выдаст его собствен­
ную шляпу.

55. Несколько раз бросают игральную кость. Какова вероятность 
того, что одно очко появится впервые при третьем бросании?

56. 20 машин были доставлены на станцию технического об­
служивания. При этом 5 из них имели неисправность в хо­
довой части, 8 имели неисправности в моторе, а 10 были 
полностью исправны. Какова вероятность, что машина с 
неисправной ходовой частью имеет также неисправный мо­
тор?

57. Из 15 билетов выигрышными являются 2. Найдите вероят­
ность того, что из 10 билетов выигрышным является один.

58. Готовясь к вступительному экзамену по математике, абиту­
риент должен подготовить 20 вопросов по геометрии и 25 по 
алгебре. Однако он успел подготовить только 1 5 вопросов по 
геометрии и 20 вопросов по алгебре. Билет содержит 3 воп­
роса, два из которых по геометрии и один по алгебре. Какова
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вероятность, что: а) студент сдает экзамен на “отлично” (от­
вечает на все три вопроса); б) на “хорошо” (отвечает на лю­
бые два вопроса)?

59. На стеллаже 15 учебников, 5 из них в переплете. Наудачу 
выбирают 3 учебника. Какова вероятность, что хотя бы один 
из них будет в переплете?

60. Из пяти винтовок (3 снайперские и 2 обычные), наудачу вы­
бирается одна, и из нее производится выстрел. Найдите ве­
роятность попадания, если вероятность попадания из снай­
перской винтовки -  0,95, а из обычной -  0,7.

61. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 
0,7. Произведено 3 выстрела. Какова вероятность, что бу­
дет: а) три попадания; б) один промах; в) хотя бы одно по­
падание.

62. На спортивных соревнованиях вероятность показать рекордный 
результат для первого спортсмена равна 0,5, для второго -  0,3, 
для третьего -  0,1. Какова вероятность того, что а) рекорд будет 
установлен одним спортсменом; б) рекорд будет установлен хотя 
бы одним спортсменом; в) рекорд не будет установлен?

63. В первой урне 6 шаров черного и 4 белого цвета, во второй 3 
черных и 7 белых шаров. Из каждой урны наудачу извлекает­
ся один шар. Какова вероятность того, что вынуты: а) 2 бе­
лых шара; 6} хотя бы один шар черный; в) белый и черный в 
любой последовательности?

64. Вероятность того, что хотя бы один из трех покупателей ку­
пит определенный товар, равна 0,784. Вероятности покупки 
товара покупателями одинаковы. Определите вероятность 
того, что: а) два покупателя совершат покупки; б) три поку­
пателя совершат покупки.

65. В коробке находятся жетоны с числами от 1 до 10. Наудачу из­
влекаются два жетона. Какова вероятность того, что буцут вытя­
нуты: а) оба жетона с нечетными номерами; б) хотя бы один 
жетон с нечетным номером; в) один жетон с четным номером.

66. В двух группах обучается по 25 студентов. В первой группе 
сессию на “отлично” сдали 7 человек, во второй -  4 человека. 
Из каждой группы наудачу вызывают по одному студенту. Ка­
кова вероятность того, что: а) оба студента отличники; б) толь­
ко один отличник; в) хотя бы один отличник.
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67. В первой бригаде из 8 тракторов 2 требуют ремонта, во вто­
рой из 6 тракторов 1 требует ремонта. Из каждой бригады 
наудачу выбирают по одному трактору. Определите вероят­
ность того, что: а) оба трактора исправны; б) хотя бы один 
исправен; в) только один исправен.

68. В организации работают 12 мужчин и 8 женщин. Для них 
выделено 3 премии. Определите вероятность того, что пре­
мию получат: а) двое мужчин и одна женщина; б) только жен­
щины; в) хотя бы один мужчина.

69. Из 25 работников предприятия 10 имеют высшее образова­
ние. Определите вероятность того, что из случайно отобран­
ных четырех человек высшее образование имеют: а) четыре 
человека; б)один человек; в) хотя бы один человек.

70. На карточках написаны буквы А, К, И, Т, А, М, А, Т, Е, М. 
Карточки перемешивают и кладут в порядке их вытаскива­
ния. Какова вероятность, что получится: а) слово “МАТЕМА­
ТИКА”; б) слово “ТЕМАТИКА”; в) слово “ТЕМА”?

71. В коробке из 25 изделий 15 повышенного качества. Наудачу 
извлекается 3 изделия. Определите вероятность того, что: 
а) одно из них повышенного качества; б) все три изделия по­
вышенного качества; в) хотя бы одно изделие повышенного 
качества.

72. Бросаются три игральные кости. Какова вероятность того, что:
а) хотя бы на одной из них появится 5 очков; б) на всех выпа­
дут нечетные числа; в) на всех костях выпадут три одинако­
вых числа?

73. В первом ящике из 6 шаров 4 желтых и 2 черных, во втором 
ящике из 7 шаров 2 желтых и 5 черных. Из первого ящика во 
второй переложили один шар, затем из второго в первый пе­
реложили один шар. Найдите вероятность того, что шар, из­
влеченный после этого из первого ящика -  желтый.

74. Два предприятия выпускают однотипные изделия. Причем 
второе выпускает 55% изделий обоих предприятий. Вероят­
ность выпуска нестандартного изделия первым предприяти­
ем равна 0,1, вторым -  0,15. а) Определите вероятность того, 
что взятое наудачу изделие окажется нестандартным, б) Взя­
тое изделие оказалось нестандартным. Какова вероятность, 
что оно выпущено на втором предприятии?
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75. Имеется три урны. В первой 3 белых и 2 черных шара, во 
второй и третьей по 4 белых и 3 черных шара. Из случайно 
выбранной урны извлекается шар. Он оказался белым. Како­
ва вероятность того, что шар взят из третьей урны?

76. Семена для посева в хозяйство поступают из трех семено­
водческих хозяйств. Причем первое и второе хозяйства при­
сылают по 40% всех семян. Всхожесть семян из первого хо­
зяйства равна 90%, второго -  85%, третьего -  95%. а) Опре­
делите вероятность того, что наудачу взятое семя не взойдет,
б) Наудачу взятое семя не взошло. Какова вероятность, что 
оно получено со второго хозяйства?

77. Программа экзамена состоит из 30 вопросов. Из двадцати 
студентов группы 8 человек выучили все вопросы, 6 человек 
по 25 вопросов, 5 человек по 20 вопросов, а один человек -  
10 вопросов. Определите вероятность того, что случайно выз­
ванный студент ответит на два вопроса билета.

78. Перед посевом 95% семян обрабатываются специальным ра­
створом. Всхожесть семян после обработки равна 99%, а нео­
бработанных -  85%. а) Какова вероятность того, что случай­
но взятое семя не взойдет? б) Случайно взятое семя взошло. 
Какова вероятность того, что оно выращено из обработанно­
го семени?

79. В магазин поступают телевизоры четырех заводов. Вероят­
ность того, что в течение года телевизор не будет иметь неис­
правность, равна для первого завода 0,9, для второго -  0,8, 
для третьего -  0,8 и для четвертого -  0,99. Случайно выбран­
ный телевизор в течение года вышел из строя. Какова вероят­
ность того, что он изготовлен на первом заводе?

80. Покупатель с равной вероятностью посещает каждый из трех 
магазинов. Вероятность того, что покупатель купит товар в 
первом магазине, равна 0,4, во втором -  0,6, в третьем -  0,8. 
Определите вероятность того, что покупатель купит товар в 
каком-нибудь магазине. Покупатель купил товар, найдите 
вероятность того, что он купил его в третьем магазине.

Задания заимствованы из Гореловой Г.В., Кацко И.Л.
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ПРОГРАММА ПО ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
(МОДУЛЬ 1: СОБЫТИЯ И ВЕРОЯТНОСТЬ)

Размещения, перестановки, сочетания.
Случайные события и их классификации.
Действия над событиями.
Классическое определение вероятности.
Статистическое определение вероятности.
Аксиоматическое определение вероятности. Геометрическое опре­
деление вероятности.
Теорема сложения вероятностей.
Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей.
Формула полной вероятности.
Формула Байеса.
Повторные независимые испытания. Формула Бернулли. 
Наивероятнейшее число наступления события.
Формула Пуассона.
Локальная и интегральная формулы Муавра-Лапласа.
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