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В В Е Д Е Н И Е

Данное пособие по конструктивной геометрии разработано 
на основе текстов экзаменационных заланий для учащихся 9 классов. 
Задачи разбиты на три группы по методам их решенияt метод геомет
рических мест, алгебраический метод и метод преобразовании.

Следует заметить, что предложенные способы решений от
дельных задач не являются единственно возможными, и такие задачи 
помещены в  соответствующую группу по причине демонстрации указан
ного метода.

Напомним, что основными инструментами построения на 
евклидовой плоскости служат односторонняя линейка >'имитация пря
мей'' и ииркуль Лимитация окружности;. гашение конструктивной за
дачи ; задачи на построение.' состоит четырех этапов І І) анали
за, 2 ' . ' гостроения, 3 доказательства, 4^ исследования.

3 анализе, как правило, от руки делают чертеж якобы ис
комой -эигуры и :< ней присоединяют данные задачи. Находят связи 
между данными дли производными от них, чтобы определить путь ре
шения задачи и ответить на вопрос; "К чему сводится решение зада
чи?” •! Напсимео, задача сводится построению отрезка по формуле).

На этаг.э построения с помощью чертежных инструментов 
задаются данные задачи и осуществляется пошаговое построение фи- 
г'/ры с описанием каждого шага, содержащего ряд простейших постро
ений. С Например, строим прямоугольный треугольник по двум кате
там -шаг построения.>

На этапе доказательства проводится обоснование того, 
что построенная фигура является искомой, т.е. удовлетворяет усло
вию задачи.

На этапе исслеасзания отвечают на вопросы^ "Возможен ли 
каждый шаг построения и при каких наборах данных?" «'Здесь допус
кается либо аналитическое условие для данных задачи,т.а. данные 
задачи связываются формулой, либо дается описательное условие, 
например, если окружность и прямая имеют одну общую точку. !• и
4 Если шаг возможен, то сколько при атом имеем решений?п Если по
ложение построенной фигуры на плоскости несущественно относитель
но данных задачи, то решение считается единственным '.'фигуры можно 
совместит■= движением плоскости). Нагоимео, треугольник, построен
ный по трем эаланьым сторонам, единственен. Если же положение 
построенной фигуры существенно относительно заданных фигур, то 
решения считаются различными. Например, касательных, проведенных 
к заданной окружности из точки вне круга,определяемого этой ок
ружностью. - две.'

3 исследовании также описывается способ построения при 
определенных наборах данных, если он отличается от предложенного 
общего случая построения.

Отметим, что из методических соображений не всегда це
лесообразно четко выделять в решении задачи указанные выше эта
пы. На практике синте.эируют целесообразно отдельные Э Т А П Ы » чт~ 
сможет читатель увидеть в дальнейшем изложении.
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МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ МЕСТ.
Суть метода состоит в том, что задача сводится к построению одной 

точки, удовлетворяющей двум условиям, вытекающим из постановки задачи. 
Очевидно, что точка X принадлежит пересечению двух множеств точек, 
каждое из которых удовлетворяет соотвественно одному из рассматриваемый 
условий.

Из варианта 3.
Построить квадрат по разности его диагонали и стороны.

Допустим, что данный квадрат построен 
и разность его диагонали и стороны рав
на данному отрезку.
Построим на диагонали АС точку Е так, 
что СЕ=СД. Так как АС - диагональ квад
рата, то L САД= L АСД= Ęr . Но Л СДЕ - 
равнобедренный. У него углы при осно-

ІІ- §- Лвании равны. Тогда L СЕД= Z СДЕ=---з2— = ~ 7 ~

ЛАЕД= а -  ^  = ££ . А
Отсюда построение искомого квадрата: 

Строим треугольник АЕД по данной стороне АЕ и двум прилежащим углам.
Строим перпендикуляр к АД, проходящий через точку Д. Точка С — точка
пересечения этого перпендикуляра и продолжения отрезка АЕ. Точку В 
можно построить как пересечение прямой, проходящей через .точку А и 
параллельной СД, и прямой, проходящей через точку С и параллельной АД. 
Задача имеет одно решение.

Примечание:
Данную разность диагонали и стороны можно 

отложить на продолжении стороны АВ <ВМ=АС-АВ), 
тогда задача сведётся к построению /1 СВМ по
катету ВМ и 1_ СМВ= 4^ < Z АМС=Z ACM).

О

Из варианта 4. 
ат по сумме его диагонали и стороны.

Допустим, что данный квадрат построен 
и сумма его диагонали и стороны рав
на данному отрезку.
На продолжении диагонали АС построим 

отрезок СЕ=СД. Так как АС — диагональ 
квадрата, то L САД= L АСД=ф- . Но треу
гольник СДЕ равнобедренный. В нём
Z СЕД = Z сде=£ .
Отсюда вытекает построение квадрата: 

Строим треугольник АДЕ по данной стороне АЕ и двум прилежащим углам.
Строим перпендикуляр к стороне АД, проходящий через точку Д.Точка С -
точка пересечения этого перпендикуляра и прямой АЕ. 
строить следующим образом : точка О - середина АС ;

Точку В можно по— 
ОВ=ОД.

Задача имеет единственное решение.
Примечание:
Построив сумму диагонали“сторомы квадрата на 

стороне и её продолжении стороны, можно сэести 
решение задачи к построению прямоугольного тре
угольника ДАЕ по катету АЕ и углу АЕД= g* .
( і ДВА= - внешний угол треугольника ДВЕ) .
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Из варианта 16.
Дан треугольник с недоступной 

находится эта вершина и которая
вершиной. Провести прямую, на которой 
перпендикулярна стороне АБ.
Так как высоты треугольника 

пересекаются в одной точке, то отсюда 
получаем построение:
Из точки А опускаем перпендикуляр на 
прямую а, из точки В - на Ь. Пусть 
точка С - точка пересечения этих пер
пендикуляров . Проводим через точку С 
перпендикуляр к стороне АВ. Получен
ная прямая - искомая*

из варианта 33.
.1о'7*г поить треугольник по зысотан па, па и медиане ,n.Ł«

Допустим, что треугольник построен, 
А1І=шй, BL=n£, AZ=hfl. Опустим из точки 
М перпендикуляр на АС. Так как AM - 
медиана, то ВИ=ПС и МК - средняя линия 
треугольника BCL. А значит MK=£h^. 
Треугольник ABC можно построить если 
построены два прямоугольных треуголь
ника: треугольник MAZ и треугольник АМК. 
которые можно построить по гипотенузе 
и катету.

О М  Z u Построение:
Строим прямоугольный треугольник MAZ по гипотенузе МА=тп^ и катету - 

AZ=h^. Строим прямоугольный треугольник МАК по гипотенузе МА=тпа и 
катету Г1К=̂ /]̂ . Строим точку С как пересечение прямых MZ и АК. Строим 
точку В как симметричную точке С относительно точки М. Строим 
отрезок АВ. Треугольник ABC - искомый. Задача имеет решение, если 
ha.^mo. и mA- £с/1и треугольник MAZ и треугольник МАК отложить по
разные стороны от МА, то получим второе решение. Если то точку
С получим как пересечение прямой АК с прямой, перпендикулярной AM и 
проходящей через точку М.

Из варианта 34.
Построить треугольник по зысатам пл, и медиане

Предположим, что треугольник построен 
Из точки М опустим перпендикуляр МК НЗ 
АС и перпендикуляр ML на ВС. Тогда 
МК= n J (как средняя линия треугольника 
АВН>7 ML= і"іл (как средняя линия треу
гольника ABZ>. Треугольник КМС и 
треугольник L.MC можно построить по 

у- гмпотену j<5 и катету.
It, ,, Построение:

Строим прямоугольный треугольник КИС по гипотенузе и катету 
Строим прямоугольный треугольник MLC по гипотенузе тс и катету£/)л- 
Теперь нужно построить точки А и В таким образом, чтобы АМ=МВ. Для 
этого проведем из точки М прямую, параллельную КС, и точку её пере
сечения с CL обозначим через N. На прямой CL отложим отрезок BN=NC 
'Или: точка В есть пересечение прямой NC с прямой, параллельной АС
и отстоящей от нее на расстоянии Точка А - точка пересечения
прямой ВМ с прямой КС. i и■з П*. Па.Задача имеет решение если U£;.m , , ; ,
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Из варианта 65.
Построить прямоугольный треугольник по двум данным отрезкам - 

проекциям его катетов на гипотенузу.
Пусть а, в - проекции катетов на 
гипотенузу. Тогда угол АДС=90 можно 
рассматривать как вписанный угол, 
опирающийся на диаметр.

Построение:
На отрезке АС=а+в, как на диаметре, 
строим окружность.Строим перпендикуляр 
к отрезку АС, проходящий через точку 
В(АВ=а). Пусть точка Д - точка пересече
ния перпендикуляра с окружностью. 
Треугольник АДС - искомый.
Задача всегда имеет одно решение.

Из варианта 66.
Построить прямоугольный 

щенной из вершины прямого

Треугольник ALB - искомый. 
Задача имеет одно

треугольник ПО гипотенузе и высоте, опу— 
угла.

Вписанные в окружность углы, опи
рающиеся на концы диаметра окруж
ности, прямые.

Построение:
Строим на гипотенузе АВ, как на 

диаметре, окружность. Строим прямую 
с, перпендикулярную АВ. На прямой 
с откладываем высоту, т. е. ON=h. 
Через точку N строим прямую, парал
лельную АВ. Точки L, М - точки пере
сечения прямой с окружностью.

й врешение если . . $ Вне имеет решении если h

Из варианта 69.
Построить окружность с. центром в данной на стороне данного угла 

точке, которая отсекает на другой его стороне хорду данной длины.
Допустим, что окружность построена. 

Опустим из точки О перпендикуляр на 
хорду. Тогда CL=BL.

Построение!
□пускаем перпендикуляр из точки О на 
вторую сторону угла (0L1AB). На луче 
АВ от точки L откладываем отрезок
LB= . Строим окружность с центром о
точке О и радиусом ОВ.
Полученная окружность - искомая.
Задача имеет решение, если QL'Ctg,/>J^.
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Из варианта 74,
Построить треугольник по трём данным его медианам.

Пусть треугольник: ABC построен, АЕ,
BF, СД - данные медианы. Если BF про
должить до В; так, что OF=Bf F, то по
лучим параллелограмм АОСВ,. Причём 
в треугольнике АОВ, стороны имеют 
длины:

A O=jAE

АВ, - J  СД
08. = г BF.

ядок построения:
я сторона которого равна -у- длины соот

ветствующей медианы. Делим ОВ, пополам, проводим AF и продолжаем его на 
такое же расстояние. АС - основание искомого треугольника. 0F продол
жаем до точки В, такой, что 80=08,. Треугольник ABC - искомый.

Задача имеет решение и притом единственное, если для медиан выполнено 
неравенство для сторон треугольника.

Из ваоианта 7?.
Даны острый угол и точка 

прямую, которая отсекает от угла треугольник с
нутри его.. Провести через эту точку 

наименьшей
Проведём через точку М прямую АВ 
так, чтобы её отрезок, заключённый 
между сторонами угла, делился в 
точке М пополам. Для этого построим 
МС параллельно 0А и отложим СВ=0С.
Так как СМ - средняя линия в треу
гольнике ОВА, то ВМ=МА.

Итак, пусть АМ=МВ. Проведём произвольную прямую EF через точку М. 
Покажем, что площадь треугольника ОАВ меньше площади треугольника 
0EF. Проведём АК параллельно ОВ (если FM<EM, в противном случае точки 
А и В поменяем местами). Треугольники АПК и BMF равны. Следовательно

=S ЯМ? +S ,
•к >s. М/С +S3MF

Из варианта 96.
Дан остроугольный треугольник ABC. Построить точки X, У на сторо

нах АВ ВС так, чтооыз ВХ=ХУ=УС.
Предположим, что искомый треугольник 

построен.
Рассмотрим треугольник ВХУ. В нём 
LВ» L ВУХ. Рассмотрим треугольник СХУ. 
В нём ^УХС=/УСХ= так как угол
ВУХ - внешний угол треугольника ХУС.

Построение: -
Строим угол ВСХ = ̂ , получаем точку X 
на стороне АВ. Строим СУ=ВХ. Точки 
X, У — искомые. /3
Задача имеет одно решение при І.С-' ^
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Из варианта 85.
Построить равнобедренный треугольник по его высоте на боковую 

сторону и радиусу вписанной окружности.
Пусть треугольник построен. Пусть 

ВН - высота, опушенная на основание
АС. Так как треугольник ABC - равно
бедренный, то АН=НС. Опустим из точ
ки И, перпендикуляр НК на сторону ВС. 
НК=-**ИА (т. к. НК - средняя линия 
треугольника ALC). Из точки О (цен
тра вписанной окружности) опустим 
перпендикуляр на ВС. Задача сводит
ся к построению прямоугольной тоа- 
пеции ОРКН.

Построение:
^Строим прямоугольный треугольник OHZ по гипотенузе г и катету 
•2— г. На прямой HZ откладываем отрезок 2К=г. Через точку О проводим 
прямую, параллельную HZ и откладываем на ней отрезок ОР=г. Точку 
В получим как пересечение прямых ОН и РК. Точку С получим как пере
сечение прямой, перпендикулярной ОН и проходящей через точку Н 
с прямой РК. Точку А можно получить как симметричную точке С отно
сительно точки Н.

и
Задача имеет решение если г>-^-г.

Из варианта 103.
Построить треугольник, зная точки, в которых продолжения высоты, 

медианы и биссектрисы, проведённых из одной вершины, пересекают

Пусть Н, S, М — точки пересечения продол 
высоты, биссектрисы и медианы соот
ветственно с описанной окружностью 
ft, имеющей центр 0. Очевидно, что
S - середина дуги BSC, a S0.L ВС, 
поэтому S0//АН, причём точка 
^NAm H 50 лежит на середине ВС.

Построение:
Проведём прямую S0 и через точку Н - прямую, параллельную S0, кото

рая второй раз пересечёт окружность R в точке А. Проведём прямую AM, 
которая пересечёт прямую S0 в точке Р. Через точку Р проведём прямую, 
перпендикулярную к S0, которая пересечёт окружность в точках В и С.
Треугольник ABC - искомый, так как АНХВС, дуга BS равна дуге SC и 

ВР=РС. Задача разрешима тогда и только тогда когда точки Н и М лежат 
по разные стороны от прямой S0, и вместе с точкой S принадлежат одной 
полуокружности.

описанную окружность.
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Построить треугольник, зная три точки, в которых продолжения 
биссектрис пересекают описанную вокруг него окружность.

Предположим, что треугольник ABC
Ґ ..----- построен. Таи: как точки А( , Вj , С|
1 лежат на биссектрисах углов А, В, С

соответственно, то эти точки делят 
дуги ВС, АС, АВ пополам соответ
ственно.
По свойству вписанных углов имеем:
L А/ОС, = L А+ LC 
L А ,0В ,= ЛА+ L В
і В, ОС , = ІВ+ L с

L t,0C, 1-Lft.Oa, >L В,CC,
откуда j_ А= --------- з--------- -

Построение:
Стооим _1А(0В= £А. получаем точку В. Строим ВСІ-QA,, Ch J.OBj.

Из варианта 104.

Из варианта 5.
Разрезать данный треугольник на 2 части таким образом, чтоб из 

чих можно было составить параллелограмм.

Из варианта 6.
Разрезать данный поямоугольник на две части таким образом, чтобы 

из них можно было составить прямоугольный треугольник.

Из варианта 19.
Разрезать равнобокую трапецию на две части таким образом, чтобы 

иэ них моз̂ но было составить треугольник. fylp'1 С

разрез по АС 
трапеции АВСД
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Разделить прямой^угол на три равных угла с помощью циокуля и линейки.
Строим: 

у  УВ=ХА=ОХ=ОУ=г.
Тогда ;

L АОХ = L У0В=60 . ,
J X L УОА= L AQB= L BOX=30 .

Из варианта 41.

У

О

Из ваоианта 71.
У окр; 

линейки
/жност
noCTD

ь зписан правильней шестиугольник. При помощи только 
оить отрезок, равный Ч,Ц радиуса окружности.

Строим:
1) АС 0 ов=м

тогда 0М=МВ= z 0В= £ г;
2) BF П 0А=К ; ВД/1 0C=L 

тогда 0L=0M=0K=frj
3) KLf)0B=Z

тогда 01 = ̂  0В= j г.
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9

ABCD - параллелограмм . Обозначим AD - а , CD = b , высота 
к AD равна ht , к CD равна hd.

•Sura = S . S = bh„ = aht.±S = ±bh„ = -|аЛ „ .
1 1П уст ь  п р я м ы е  B K  и  B L  -  и с к о м ы е  , т о г д а  h KA K  = —

оОягуда АК- = -|<а ,
из 5., CL

(Ąab* + ĄjttCJ ■ -|S
2 2Задача сводится к построения отрезков АК = — а и CL = — Ь 

Задача имеет единственное решение .
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\с

Разделит:.» параллелограмм ABCD тремя прямыми , г-:отзр-э,сэ г.рснс^г-т 
эз одну ®гс гзгзсшинч- 5 , на четыре разнспеликня? части .

Из варианта N 24 .

Обозначим AD = а , CD = Ь , высота 
к AD равна As , к CD равна Ьл .

S*bcd ’ S  '  bhb - aha ; - | s  » ^ййь - ±aha .
3D делят ABCD на треугольник ABD и треугольник CBD ,

где : 5лЛпп * 3Лсво я ‘
Разделим эти треугольники так , чтобы получились четное 

равновеликие фигура . Рассмотрим д ABD :
q - О — A h  — Я JLABK 2 LABD 2 2

- і а - основание искомого треугольника ;

аналогично в д CBD : — Ь - основание искомого 
2

треугольника . Искомые прямое ! BK , BL , BD . 
Задача имеет единственное решение .

■ ззр^'1 тз М НГ2 -
Уг- jj\ r.ps, " . . ^бП4“СЭ: •: .г:~ --r-0v - - 1; , , і " о

:у .-т-.- '-ггнсзані- '.и  .--тэ ге  -  - г±;’, ■ z . ’.: . і; п с с -з з с ~ ;;  с
з л ь . - - ; э ~ у подобны* .

1 ол®LC-IA= 180 .  -— =72 .2
JUT - Cffccex^pffca .

LACX-12a ; /.XAC-— 0-36a ; ZAJTC-ISO0-3 6 "-7 2 “ -72”
2

дАХС-дАВС .
Задята им еет д в а  решения :

1 ) Проводится биссектриса ІА ;
2 ) проводится биссектриса LC ■
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Из зарианта \ 90 .

Настроить треугольник с наипалы.:;гй ^лощ.?,аь:ю , вс.-и лл.ч е п

Воспользуемся формулой Гвррона и свойством : 
среднее геометрическое трех положительных чисел не больше 

среднего арифметического этих чисел .
S = Vp-fp-a) '(р -* )  '(р -с !  , 

где р = — (а+Ь+с) ; а , Ь , с - длина сторон .
По свойству произведение 

( p - a W p - b W p - с! S .  ( 1 Sdą+Źięlp .

- ( | ) 3 .

Й&ЄЄМ S4 S ^ p (- |p )  J І p 2̂ j ( - j ) 5 .

= P 3̂  ( - |> 3 при a = b = с  = .
Получали равносторонний треугольник со сторонами а , b , с , и

периметром 2р .

веденной из ветчины у

Обозначим АВ * с . АС = Ь , биссектриса угла А 
Предположим д ABC построен , тогда і 

= S^r+S^  ; З^с =fi>csin2a  ; 5 ^  =£cl 9 in *  ;
c J s in e  -• 2jb c s in a c o s«  = i s i n a  

b  + с  )_ = ^  ^  = 2b c
jb-̂ c ’

AST

^лЛЯС ~ ^аЛВХ ' I
i? c s in 2« = jb is in a  

c o sa  =

jb i s in a  
( b + с ) -

2Jbc X
построение

где X  =

і  ) построим отрезок X  = 2 be
c+b

( jc -  четвёртой пропорциональной для отрезков 2Ь , с , b * с )
) построим прямоугольный треугольник по гипотенузе X  и катету

Т илежаший острый угол к которому есть а ; 
треугольник д ABC строим по углу L А = 2 а 

и двум сторонам Ь и с . р 
Задача имеет решение , если х > С ■
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Из варианта N 84

Построить 
биспэктрис

прямоугольный треугольник по <=?го 
\ • Прозеденнсй ИВ зегзшины Г.0 51МСНО угла

ипо^єнуї© с

Обозначим АВ -  с  , биссектриса угла С \ СК - 1 
Предположим , что дАВС построен , тогда : 

S.ABC = S.CKA + 5. сет
■^Ch = — ЬІЗІп45° + І<э^кіп45° -» 2 2 2 

1 h 1 h 1 . 1 = 2 _- с о  = — x3—  + —a —  -*2 2 J2 2
chs/2 = ( a + ±> ) J  .

Яз теорема Пифагора и того , что
S Ą-ch =

2c l̂ *

2
имеем :

а 2 + й 2 + 2аЬ  = с 2 + 2аЬ = с 3 + 2сй *• ( а + Ь )3
h = i ( i  * i / i a + 2с2 ) .

2 с
Построение :

1 ) строим отрезок h 
2 ) на отрезке АВ = с , как на диаметре строим окружность 
и точка С есть точка пересечения окружности с прямой , 
параллельной АВ и отстоящей от н её  на растоянии h .

Задача имеет решение при i  s  ^  .

Из гза-'̂ ан'-а N 39 .

. .сстрсить '•чатырзку'-сльгчик п н*:;;1ссльшгэ 
данную □•■••:у ігность ,

гцадь’-о , згис г̂нньі-

А Х _ _ ^ л д
^  ABCD -  четырехугольник .

Обозначим его диагонали BD -  dx , АС - dj , угол ŁBOA • 9  .
sabcd = -  наибольшее при наибольших всех множителях

di = d, = 2г  , sin<p
ABCD -  квадрат с диагональю 2 г . 

Построении :
Строим два взаимно перпендикулярных диамера ACxBD 

ABCD -  искомой квадрат .
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Из зарианта N 108

•■Змі»:іі̂ є асмезвяние вС трапеции ABCD разно Ъ , большее основание 
Й Ъ разно а , Найти -.а продолжении меньшего сснозлни<я -акую 
~ ъ ч к у  р* , ■-•roóbi прлм.-.-я AM ^азбпгзг^іа ~р.лГ.--зцпгс ABCD ‘-а ~згз

Пусть М - искомая точка. . ЛМ пересекает СВ в точке К . 
Через точку К проведём высоту трапеции h ( h = х * у ) ,

А̂ВСП ~ 2 ^ ' А̂ВСП 3 ^аАГЖ + &ЛВСГ •
Ŝ K ' \ах ; 3 ^  = -  |а э с  = ~ о И

ах = ; h = X  * у ;х = ;
д СМК*Ь DAK .

Отсюда — = . х . С учётом этого ; z h-x
_ a (h-x) _ 2а (а -Ь )

X a+i>
Задача сводится к построению отрезка СМ = z = 2а -а+Ь

четвёртого пропорционального к отрезкам 2 а ,  а - Ь , а + Ь  .

• ■о заг;и.?,:чт.2 N 100 -
-.'-у.-; оісрутгность зписат-л празн-я^и^й десятиуголм-'.*--- •

Из ^апнанта • ; 9е? , 
і даииу;0 аь:ру:;гнсс-гь ЗГИ:-ат'.» пр.“ЭИ Л'э Й rv-T^vrn ,rv!..4.nr; ,

Решение :
Стозсна поазильнсго пятиугольника - э~о хсода , сгсзг^и'^ис* дз-з 
ЧЭОЭДу ЮІЛІИОС 3 5г’ЛиИ'<-*Ы ""зао^ "опСРС ДЗС ятиу POJlb ника , 3Tp.iC3l-.HC •■’о -• 
эту скру:кнос-ь • из -агзи.-.н-а N 4.00  )
-ywTb С - иэнтр данной, окружности задиуса г . к = А> - -тойоне 
“рааильногз леся^иу^ольника .

D
1А0В = 36* , LCAB = 72 , ЛАГ -  биссектриса L0AB .

Тогда AM -  ОМ ( лАМО - равнобедренной ) .
_ AM • АВ * х ( лАВМ - равнобедренной ) ,

ł # \  М тогда MB = I - X . ьАМВ~ьОАВ — — = -г ~х  .' V  Г А'
с ° / Х '  г Откуда X * ~х* * ^  .

о W  2S3fo л. \ Задача сводится х построению отрезка х по —1------полученной формуле .
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із зарианта \ 9; . 
іострон^ь окружность , которая касается данной окру:к— 
іолти и -рохсди^ через дзе данные внутри её точки .

Пусть прямая АВ пересекает 
общую касательную к: двум 
окружностям е точке С .
По сєойтзу касательной :
х^г= ?Х ; -У.2- ХК-ХС ;

іус - с а>txc + сз> = ха*зх 

хс - с а ; fхс - ;з' = txc +

ГА - СЗ 
ХС = t  = --------------------

СК5-'ХС ; :£;значип ХС = z

задача сводится к построению отрезка t , гсоторый су
ществует , если :

CK - СА - СЗ * О .

3 -z.z учаг С К - СА - СВ = О , прямая АВ парал
лельна і , то есть точки X не существует ,и при AC*B V<-0 И JL А & 

-с "и С К — СА - СВ < О , тс отсфок t откладывают на 
прямой АВ от точки :< .

- ъ ззриднтз 'і 9 2  .
■’есгзэип. окружность , -соторая касается данной -д=мс"; 

г.-«и~ через дев ; одной сторони от _*&
точки .

-ешечие :
Пусть искомая окружность 
касается прямой в точке С . 
АВ пересекает прямую 1 в 
точке X . По свойству ка
сательной :
СХ‘ = АХ-ВХ ;
СХ = ii АХ-8Х • .

Неизвестна точка С , ищем зё : СХ = і̂ АХ* ВХ'. То^ка О -
-.энтр окружности - находится на пересечении серединного
перпендикуляра к АВ и перпендикуляра к касательной из 
точки С . Задача сводится к построению отрезка СХ . 
Знаки "+“ и указывают на откладывание отрезков
зправо или влево от точки С соответственно .
Искомая окружность - окружность описанная около ABC .

то точка С получается в пере
сечении прямой 1 с сере
динным перпендикулярам к 
отрезку АВ .
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-сзначим б '-етырёхуголь — 
нике ABCD :
AB = a , AD - b , ВС = X 
DC = у, угол В = аС, 
угол 0 = р.

Так как в ABCD можно впи
сать окружность , то »
а + у = Ь 

или 
у * Ь + у

X

а ' 1) ,
Рассмотрим треугольник ABC - Сторона АС равна :

АС ̂  = а^ + - 2ах . cos X  ;
Рассмотрим треугольник ADC . Сторона АС равна :

АС2 = + у г - 2Ь

-2ax.cosoC=
Р

ь + (b + X - a) - 2b (b + X a) со
откуда:

(b a) (b b cos^ ) 
a - a cosJj- b + b cos#

1) Строим отрезок X по формуле <*) , отрезок у по (1);

2) строим ABC по сторонам а , х и углу ^  ;
3) строим ADC по сторонам АС ,b , у .Эл
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МЕТОД ПРЕОБРАЗОВАНИИ

Суть метода преобразование состоит з том , что фигусу или её 
час^ь подвергают некоторому преобразованию с там ,чтобы 
сбра:;спав:иуюс я ти^уру или её •элемента можно было постоои-*і-» ~іп  
данным задачи .

г^лпилитд и] 1.̂ ,

ТЭ5ГР'.:ИЮ АЬСГЗ ПО  чра-̂ '-кГ; "У с т о р о н а м  .

Осуществим параллельный перенос стороны 
CD на вектор ( 5  : T-ęg ( CD ) = ВМ , 
тогда ВМ = CD = d ; AM = b - a .
Решение задачи сводится к построении 
треугольника аАВМ по трём сторонам :
АВ - с , ВМ = d , AM = b -  а  .
Затем  осуществляем параллвльный перенос 
сторона ВМ в направлении полупрямой AM 
на расстояние а . Трапеция ABCD -  искомая , 
исходя из построения треугольника аАВМ и 
свойств параллельного переноса .
Задача имеет единственное решение , 
если |с-с?| < b - a < c  + d.

Из зарианта N 14 .

Построить прямоугольную трапецию ABCD по её основаниям а и b 
<Ь>а) и высоте h ,

(-■аіиение

Пусть задача решена и ABCD - искомая 
трапеция . Осуществим параллельный перенос 
сторона CD на вектор <33 : Tm  (DC ) » SB .
Тогда решение нашей задачи сводится к 
построения треугольника д ВЕА п о  двум катетам ; 
ВБ = Ь и ЕА = b - а .
Затем переносим ВБ в направлении луча АЕ 
на расстояние а .
Задача имеет единственное решение . так как 
д ЛЕВ всегда можно построить единственным 
образом по двум катетам .

В *  С
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Заметим , что для искомого утла одна из 
данных сторон является биссектрисой , 
а значит , осью симметрии .
Отсюда следует и построение .
На одной стороне ( Ъ ) данного угла lab 
возьмём две произвольные точки N и М и 
построим симметричные им точки N1 и М1 
относительно а :
St < N ) » iV' , За' М ) ’ М' .
Проводим прямую Н'м' - b1 , тогда 
Lb'b - искомый .

<еє . t-а і

Пусть задача решена и М - искомая точка , 
такая , что разность | ВМ - AM j -  max . 
Отобразим симметрично точку А 
относительно прямой 1 : S1{ А ) » а1 , А'€ВМ . 
Как известно , для любых трёх точек 
плоскости , в частности для А1 , М , В , 
имеем : I А'В I i  I MB - MA \ , 
причём I MB - MA I будет тогда наибольшей , 
когда стоит знак// =// .
Тогда задача сводится к проведению
прямой через точку В и точку , симметричную А
Т.е. А' .
Построение:
1 ) Sa ( А ) = А' ;
2 ) М  • SAiQi .
Задача имеет единственное решение , 
если А'в р  1 .
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Из варианта N 2В

Дана прямая р и 
на этой пр ямой 
наименьшей .

тве точки Я 
такую точку

и В по одну сторону от.нее 
і чтобы' сумма АК и В

Найти
была

Пусть задача решена и К  -  искомая точха . 
Если мн отобразим симметрично 
точку В относительно прямой р ,
то легко заметить , что точка К « АВ1 р) р  
Поскольку для любах трёх точек 
плоскости , а частности для А , К , 3 , 
пополняется : АК + ВКу - АВ , 
причём ( АК + ЗК ) будет наименьшей 
в случае знака// ■ //,
КВ -  КВ1 -Ї АК + КВ - АВ' , 
то наша задача сводится к 
построения точки симметричной В . 
Построение
1)
2 ) К = АВ1 Р | р .
Задача имеет единственное решение \

Зр ( В ) = В'

И-d варианта N 35

/СС",'рОИ"*Ь 
;v3уX н̂ уг'.ч

'гаугольнйн: АРС
сторон : п .

:*српне а у  г  г у Г ЧС Ujr?HHlO

Решение

а

Пусть д АБС - искомой , с отношением двух 
его сторон Ь і с  = m : л  , где m , п - заданные 
отрезки. Тогда наша задача сводится к построе
нию треугольника а А'з 'С* , подобного данному
д ABC с коэффициентом подобия к -  —  ,

а'
где а' » В'С' .
Построение :
1 ) Строим д А'В'С' по углу L А1 ( -  L А ) 
и двум сторонам : А'В' - п и  А'С' -  ш ;
2 ) на полупрямой В'с' откладываем В'с = а ;
3 ) а  АВ'С * д А'в'с' с  коэффициентом подобия 
*  = р -
д АВ'С - искомяй , В ■ В' .
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Аналогично , преобразованием подобия , решаются следующие 
задачи :

И*з варианта N 36 .

Построить прямоугольный треугольник АБС ~о тго нопиме ту
д i- b ■+■ с и отношению катетов а : с = •* ? п , п -
данные орт^зки.

■Л-,'-»* _ ,~/S. . —__......... ADP'••'КАЗАНМЕ ' Построчіть трЕ-у^сль;-^'.;-: .-..w
г-o даум катетам п и п .

’is *асизнта N аЗ -

Построить треугольник: ЛВС '= данным aro .-умм* двух с-срон
С + с , их отношению Ь : с = 31 ! п и углу А между чими , "."е ж 

П Данные OT722K!-'- .
уКАЗАН/іЕ : "зстрсить треугольник АЕС', подоб: и й  тсеугвльнику Лй- 
--О двум сторонам - м г у п у  А меікду ними ,

Построить- треугольник: ABC по данным его разности двух с • орон
Ь - с , их отношению Ь : с = m : п и углу А меж_у ни -1

, где тп и п — данные отрезки
УКАЗАНИЕ : Построить трэугсльник ABC* подобный -реугольнику АпС 
по двум сторонам ш и л  и углу А чежду ними .

Из варианта N 97 .

Построить треугольник ABC по его периметру а + ь + с >-
ДГЗ^М 7Р fV>MV I t
‘'КАЗАНИЄ : Сзести задачу к построению -реуголь.-*ик:л А - .
подобного треугольнику ABC по двум данным углам .
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Из варианта N 72

В окружность (д 'зписан правильный шестиугольник ABCDEF . При 
помощи одной линайки построить отрезок MN равный одной пятой 
радиуса окружности .

Пусть ABCDEF -  правильный шестиугольник ; AFG1
О X = DBf]l ; У = CH fji ; L = C S fji ; M = DEf\l ;

О = „Y£|r | Y3> . ( O  -  і г а н т р  г о м о т е т и и  
отрезков CD И  ХУ ) , XL = LA = AF = FM̂  = MY = Г , 
где г - радиус описанной окружности ; CD -  г  , 
jcax сторона правильного шестиугольника .
Легко заметить , что между М и N будет эаключа- 

1ться у  радиуса окружности .
Тогда задача сводится к H0k( AF ) = MN , 
г д е  к -  ховффищгент гом отетии  к = = - і
с  центрам  s  точке О . ДЙГ -  лагамый отрезок .

F М< К

Из N 76

гс“ ыи угсл :■! и точка '1 йнугри і'гп . і.остра'гіті, тог?у "О 
1ХУ с наимаиыаич периметром , о дней из зерх'ин которого чвляс 
-т.- >к .-% , две другие лезсат на сторонах угла А .

Решение

Пусть д MXY -  искомой . Обозначим : 
M X = a , M Y  = b , X Y = C .
Сумма ( а + b + с ) - минимальная . 
Осуществим симметрию точки М 
относительно сторон нашего угла і 
Sjui М  ) = М1 , SAC( И) = Ą  .
И^Х = а , М^У = Ъ .

= ( а + * + с ) - min , поскольку 
точки , X , У , Щ  - лежат на одной 
прямой . Отсюда следует и построение
1 ) 3„( М ) = И, ; Ą,c ( М) = М, ;
2 ) łŁM,("")AB -  X ; l^M^AC
3 ) А МХУ - искомой .

у ;
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Из варианта N 73

Построй треугольник АБС по трём заданным егс высотам

Решение

6

Пусть ABC - искомый треугольник. 
Обозначим высоты треугольника ;
ДА' - ha ; SB'- Ь„ ; СС' « Л„ ;
АВ - с ; ВС - а ; АС - Ь .
Найдём связь между ht , hb , hc и 
а , b , с :25 = ah, = ЬЛЙ = ch„ ;
а _ b _ с .
_L ~ А  ~ JL '
Ьш hfr hc
а _ b _ с .
л ц ' л /

а
Ль

Д А
*о

b _ с 
Л, Л!

где отрезок ш можно построить как

четвёртый пропорциональных для
u u u П І  _  h bотрезков ht , h„ , л в : - j-  = -г- ■

я* с
Построение :
1 ) ZA' -  произвольный,острыйі
2) а 'м  -  йь , а 'мє а'с І
3) A'F • hc ; FE • h, . А'ЕЄА'В ;
4) £Х|ІЭД , У -  £af|A 'C  і MY ■ и  .
Га дим образом , наша задача сводится к 
построению треугольника с известными 
сторонами hb , ha , m , подобного д ABC . 
Построение :
1) a  DEF по трём сторонам ED • m ,
EF - hb , DF - h. ;
2) FMLED , MC = h. ;
3) ВС I EF , AC I H ) і д EFD<*д BCA .
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XX.

Из зариамтз N 77 .

Дана окру^нссть н гзссэдзны эе два радиуса . Провести хсрду 
окружности , * :о г г р а я  делится отими оадиусами на три р а а н а х  
отрезка .

Рэшение і

Пусть XY -  искомая хорда окружности

НЛй

и ( О , ОК ) 
Проведём АВ 
где М  » ОК р |

I ХУ 
АВ ;

Заметим , что О - 
отрезков XY и АВ

и Х1 = OKf  I XY = OP PJ XY 
M N = N В .OtAB . A M  

N  * OP [~J A3 . 
центр гомотетии для 
Тогда данная задлчл сво

дится к построению отрезка АВ , гомотетичного 
искомому . Построение I
1 ) АВ 1 і  ( 2  -Оиссектрисса L КОР ) ; О ( АВ ;
2 ) ОК Р | AS *М , OP PJ АВ ■ N  ;
AM -  MN - ЯВ ;
3 ) H0k{ AB) -  XY ,
где k - коэффициент гомотетии , к =
4 ) ХУ - искомая хорда .
Здача имеет единственное решение .

О X 
О А

Построить окружность ,
S .-I С И ПЭОХОДИТ і̂ рэ"?

которая касдЕтсп дяух 
данную точку М -

лр.-.ЛС'.П̂  ::;v

Поскольку центры всех окружностей , каса-  
яцихсл двух данных параллельных прямых , 
лежат на одной прямой , то наша задача сво
дится к параллельному переносу окружности 
(і> ( О , ОА ) , где ОЄІ , прямая 1 равноудалена от 
прямых а и b , АОІа . Пусть 1'5 а Ц Ь .
М -L И  - точки пересечения Iі с ш ( О , ОА ) . 
Тогда наша задача будет иметь два решения :

й>, -  Т,ЩВ ( 0> )
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Из варианта N 72

Даны угол А и точка М зиутри зго . Гірооєсти через оту точку 
пр'знуїо, которая пересекает стоосны угла таким образом , ч-*-обы 
ее стрезоь: X Z , заключённой между :т:сс ̂ д-ій угла , был раз д а ё м  
данной ^счксй б гл:- сшении Л ї 3 .

Педположим , что задача решена , 
то есть MZ : MX - 3 t 2 . Проведём 1 \ AZ ; 
М Є 1 ; У = AJT Р) і  ; УД : УХ = MZ ■. MX = 2 
тогда наша задача сводится к 
следующему построению :
1 ) 1 параллельна одной из сторон угла , 
например 11 , через точку М  ; У = J р] 1г , 
где J 2 -  вторая сторона угла ;
2 ) АУ делим на две ( одно решение )

либо на три ( второе решение ) 
равное части и на продолжении стороны 
откладываем три либо л м таких части 
соответственно , тем самым получим 
точку X є 12 :
AY З■ -і ( одно решение ) и
AY<
УХ
з') z

( второе решение )
JOf| 21 j 

ХЗ) - искомая прямая . 
Задача имеет два решения

Из ааризнта Ni 30 .
ок'тугснс:с'"л , к :о ~ о р ,~  ті • " т о о н  данного yr_-a

Поскольку центры всех окружностей , 
касающихся сторон данного угла 
лежат на одной прямой - биссектриссе 
этого угла ,
то наша задача сводится к построению 
призвольной окружности ( і>(£?» Q̂ i = ОЩ ), 
гомотетичной искомой окружности , 
где » CW ("] o , M , » C W p |  ej .

Таким образом наша задача имеет 
два решения :
1 ) « х -  Я0*’ ( «  ) , г д е *Ł -  -Щ' I

2 ) 0), -  ( «  ) , где Л, -  -Ш. .GMj
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Из эяяиаитл N “31 .

с_"сит.> гзэнастсронний треугольник АЗС - зяршины котсрогп 
іксдятся ,а "рэх данных п.івал.іг’лы-ай лрямык а . Ь , с .

^-лиенча :

Предположим , что задача решена и
& ABC -  искомый . Нетрудно заметить , 
что если мл совершим поворот вершина 
С вокруг А на Z60“ , то получим 
вершину В . Но ма можем вращать не 
саму вершину С , а  прямую с , которой 
она принадлежит , зная , что она после 
поворота ( с' ) пересечёт другую ( Ь ) 
в одной из вершин С В ) треугольника .
Таким образом,задача сводится к 
повороту на Z6 0е прямой с 
вокруг произвольно забранной на а 
точки А .
Построение :
1 ) Р/0' ( с ) -  с1; с1 ("J Ь - В ;
2 ) РЛ-*°' < Я ) ■ С ;
3 ) д ABC - искомый 
равносторонний треугольник .

;'з зарианта N 32 .

z-iiUM •■■jp ĵ i-.ий треугольник ABC , vin ~ - 'п 
хся"т:г. - .-тзпсяа;; дайке г в угла а и Ь ,СС ТОЧКА £> —  ВНуГри уГАА.

Предположим , что задача решена и 
д ABC -  искомый . Легко видеть , 
что Рв“ * ( А ) = С ,
где С - третья вершина треугольника .
Но можно поворачивать вокруг точки В 
не вершину А , а весь луч ( а ) на котором она 
находится , зная, что он после поворота ( а' ) 
пврнсвчбт вторую сторону угла ( Ь ) в другой 
вершине С треугольника , причём обратим 
внимание на то , что поворачиваем именно 
луч , а не прямую .
Таким образом, задача сводится к 
повороту одной из сторон угла на 60° . 
Построение :
1 ) Рв‘°* ( а ) = а1 ; а' Ь ■ С
2 ) Рв-*°' (С)  = А ;
3 ) A ABC - искомый .
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'•1з зарианта Ni 93

П—стрсигь четирёхугольник ABCD , у которого диагональ <агзля^тся 
.і-іссэктойсой угла А , зная длины эго сторон .

а-Ь

а

Пусть задача решена и четырехугольник 
ABCD - искомый . Обозначим :
АВ = Ь , в с  = c , C D = d , A D = a ,  ( a>b ) 
1ВАС * IDAC . Заметим , что диагональ АС 
является осью симметрии .
Осуществим следующую симметрию :
S*j( В ) В' B'GAD
АВ' =* AB -  b ; СЗ' » СЗ -  с .
В'о = AD - АВ' = а - Ь .
Таким образом,наша задача сводится 
к построению треугольника B'DC по 
трём сторонам : с , d , а - b .
Построение :
1 ) а  В1 DC такой ,
ЧТО В'С = С , B'D = я - Ь , CD = d ;
2
3
4 ) ABCD - ИСКОМЫЙ .
Задача имеет единственное решение , если 
для сторон с , d , а - Ь д B'DC выполняется 
неравенство треугольника ,

) на луче DB ‘ : DA » а 
) S ..(  В' ) = В і

Из ч*ри.-,мтл N

i z - r z ; : y - z  
знач З

треугольник ABC . ^ ~ т  
ж  , ->то(5« АХ = ХУ - УС

м.;н X и

е>

Пусть задача решена и X , Y - искомые 
точки на сторонах АВ и ВС такие , 
что •. АХ = XY = YC .
Выберем на АХ произвольно точку М  ,
AM -  а . И пусть К Є ВС такая , 
что : СК = AM = а .
Проведём (Л ( М , а ) и a J АС через 
точку К . £ > - « [ * ]  а і AM -  MD -  DF -  a  . 
Таким образом,получили подобный 
AMDF искомому четырёхугольнику AXYC . 
Тогда наша задача сводится 
к построению AMDF - AXYC

ХАс коэффициентам подобия к = .
МА

Построение :
1 ) AMDF описанным выше способом ;
2 ) ЯА*( D) = У , Y Ę ВС ;
3 ) Ял* ( М  ) = X ; X , Y - искомые точки 
Задача имеет единственное решение .
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A 6

Из варианта N 110 .

Дана r-.рлчая М К  и д в а  точки 4' и Э с одной г.-па- н а  от маЗ - 
Пост'рс'лтіз на. прямой ;'ІК течку X таким образом , ч-зйы угол АлГ'! 
'ікл з asa запа мен^ша угла БХК .

Пусть наша задача решена и 
X - искомая точка . Отразим симметрично 
точку А относительно прямой МК , 
получим точку А1 . О -  АА' р) МК .
Построим окружность ы ( А' , ОА1 );
XF - касательная к ш . 
д Х0А' ■ д XFA' по катету ( ОА' “ FA' ) 
и гипотенузе ( ХА' ) ■»
L 0ХА' = L FXA' = а . 
д АХО = д А'ХО по двум катетам 
АО -  0А' , Х0 - общий ->
L АХО -  L А'ХО = а .
L BXD = L FXA' = L ОХА' = L KXD = а '
( как вертикальные ) .
L ВХК = 2а ; L АХО = я ,т.е. BF - каса
тельная к о) . Таким образом,наша задача
сводится к построению касательной BF 
к ш ( Ах , ОД7 ) . Построение :
1 ) SOT( А ) = А'  ;
2 ) » (  а / ,  ад '  ) ;
3 ) BF - касательная к ш ;
4 ) Я = ЛЗГ f i  SF .
Задача имеет единственное решение .
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