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I. Будем рассматривать регулярное неизотропное двумерное под­

многообразие ь-f /на гипер­

сфере вещественного /мнимого/ радиуса / I X .  / псевдоев-

клндова пространства Kf ,/ R.5- /. Таким образом, мы рассмат­

риваем двумерные подмногообразия в пространстве де Ситтера

/псевдоряманово пространство/ постоянной положительной /отрица­

тельной/ кривизны К= ~̂ Х / VC - - -̂Х /. которое изоморфно

гиперсфере 4 Są / * Ь# /. Относительно некоторого фиксированно­

го репера в 1 Rę / / подмногообразие мо:хет быть за­

дано вектор-функцией

■г = л  ( л ,  іГ ) f

где U. , V* - независимые скалярные переменные, причем век- 
тор-функция удовлетворяет уравнению гиперсферы

/  (c t ,* )  = - '‘ćA  / / і/

Репер, связанный с точкой Ot подмногообразия 

зададим следущим образом: вектор 6„ направил по радиус-век- 

тору точки 01 , где \£0')д'=с+.) \ ; векторы >&.

определяют касательную площадку t ł  ( V Ł ) к подмногообразию 

Ч  в точке X  и ортогональны векторам U  МкН і  

/, которые определяют плоскость N *  (Ч ) , нор­

мальную к , так что « . І Є і  . е. 1  Еі . «-„I Ex •

Тогда реперы первого порядка двумерного подмногообразия"̂с С

/ выделяются системой уравнений: .

0 /2/ 
to '1'  0  ,

Определим в каждой двумерной плоскости т , СЧ) • N *  (Ч ) 

/псевдо/евклидову метрику с помощью метрических тензоров

©вшшти, тд и
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-з-

( e - . t j ) ,  d e^ i 9  # 0 :

^  = Q ,  o l t i l l ^ b O  :

и так как ^ьс. -<1) \ . Cĵ 0 ~ О t Q.c - 0*fcд., то основная фор­

ма пространства £$■ / *Яг / записывается в виде:

d S A- ^ c e wio i+  ^ ю Ч о Г д (U )0")5-

Формулы инфинитезимального перемещения репера R f r A & . L )  

подмногообразия "Уд, будут следующими 

( d x  -  - >̂cLeo

 ̂ ol = cOu Gc *
і€ *  = u )jt€ i + u)/ ,

A A .■ —

Пфаффовы формы ooc , - 0 ^  / кроме уравнений

структуры пространства1 Я ę /*£.$• /

5} = LO* A  vX>| t

^  и )а * и )^ А  ,d О
удовлетворяют условиям

d  ^  h ł  >

^  ^J> 1  <)гр + UV  .
. Дифференцируя /2/-внешним образом и применяя лемму Картана,

получим в репере R. ^  > ̂ «0
u ) l  «* ^  ,

где ^ - 4  ■
Свяхем с подмногообразием внутренним образом нормаль­

ные векторы
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i fiесли dtii - Q
У

и

«»Ц г л Е *.

при # 0

/ или = i t ,  f i  L  “  V f p 
Щ *  О /л *р  /А

В случае |̂; - 0  для <Д- - .-3 4 имеем на \С
. I е — 4

u > N Q  .

Тогда деривационные формулы репера L (o t,e * ,e i, £х)  подмного­
образия следующие

л 4

dot = to "Є: =

d & . - £ у '0 0  •+• u )j gj

Откуда следует, что соприкасающееся пространство двумерного под­
многообразия имеет размерность три, ибо натягивается на векторы 
•€о и . Нормальная плоскость К  С О  постоянна.

Исключим такие двумерные подмногообразия из рассмотрения. 
Тогда фиксация нормальных векторов - £ 5  и €* приводит

к тому, что на подмногообразии У^с  Są с  1 £5- /
uD -

'  *с+> ’С

где
*  Ь ъ! i t Р
a- j ■

/  ИЛИ efe; = ^  gd Ĵ , ćLfj = 0 M  ^ Iй/ >

. U = o  / и вторые фундаментальные 
\l

если
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и.
тензоры СЦ; соответствуют (| иксированним векторним полам нап- 

</
равленай €* а ^  , а

г Ч  +ujr a' - - ^ K
d.arit* w.*a^ * * u)i «Aj - ^ аД ■„ -

4  tOc ,

где тензоры й-i- » мл;*, симметричны по всегл иижним индексам.J V
Или в другой.±оргле записи для первого равенства последней системы

V  / v ^ - о /  ,
где зная у  ковариантного даїйеренцирования соответствует вяут-

у.
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реннй связности на Y«̂
Так игл образом, ковариалтные производные т р е х  вторых фун­

даментальных тензоров^ 4 & .  «и ; /  подмного­
образия V *c С  * £ f  / "V^ С  Д£^ C*R.j- / порождают одно­
значно в общем случае /вторые тензоры линейно независимы/ только 
д в е  три-ткани - это решение уравнений

C tlL  ЮР ^  ^  = 0 . 1 *1
у

Будем называть эти три-ткани, по аналогии с евклидовым про­
странством E j  , т к а н я м и  К о д а д ц и .

• Введем обозначения для инвариантов подмногообразия :

= СІ; - средние кривизны , где

- X
w

J t K * 6 t $  = CL; - гауссовы кривизны \
й

тогда . , ^  .
іиїщу-

/знак /«V* означает, что' поднятие индексов осуществляется с по­
мощью дискриминантного тензора £  і  с одной существенной ком-

<1
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ДОНЄНТОЙ £ * * ,  =  *  /

%d" = СИ"1)  “  К - эйлеровы кривизны.
Ц , Построим на два "ортогональных репера" тензоров
с одним общим метрическим тензором, .
золоіїям

Тогда CU: г П , то есть выполняется условие аполяр-
1

ности тензоров CL.0  по отношению к метрическому тензору ^ . .
Третий тензор "ортогонального репера" тензоров является вектор­
ным произведением С̂ .;г и ĆU; /для каждого значения «Л./,
а именно:

/скобки означают симметрирование по заключенным в них индексам  ̂
В случае = 3/ f  / симметрические тензоры

CLi' в бинарной области представиш в виде U / ]  :

Си. • X U' . где Л *  - постоянные скаляры.
Соприкасающееся пространство для таких имеет размерность,
равную трем, іісключим из рассмотрения такие подмногообразия. • 

Тогда, как легко видеть, симметричные, по трем нижним ин­
дексам тензоры Clt: t /  А -  b) Ц  / представимы в виде

CUjŁ  ? + - /3/
поскольку имеем четыре уравнения / для каждого значения л. /  с 
четырьмя переменными 01 ь , и определитель этой систе­
мы отличен от нуля. После несложных подсчетов получим

ot ; - ^ ї (і Х |* " (Г ( 9) +  4Н .*2дХлЭл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



Очевидно, что через каждую точку подмногообразия Y* , не 
особенную относительно тензоров Кодацци, проходят три семейства 
линий каждой из двух тканей Кодацци. На некоторых подмногообра­
зиях все три или два из них могут совпадать. Применяя
классяфдкацив кубических уравнений /ж / по характеру их корней, 
можно заключить, что существуют подмногообразия, на которых ли­
бо все три семейства линий ткани Кодацци /одной или двух/ совпа­
дают, либо .два семейства линий ткани /одной или двух/ совпадают 
ярд- отличном /-ых/ третьем /их/семействе /-ах/, либо ткани Ко­
дацци имеют три различных семейства линий /общего типа/. Поэто­
му естественно выяснить, на подмногообразиях Л .  с какими ха­
рактеристическими признаками возможны те или иные типы пары тка­
ней Кодацци.

fQ  а р е д е л е н и е - .  Будем называть двумерное подмногообразие, 
несущим сеть сопряженных линий, V jl , если все линейно неза­
висимые вторые квадратичные формы приводятся к каноническому ви­
ду одновременно:

a t :  <*>' u5 4  * (U  Cfcp1 ) 1  .
(і

Два независимых направления назовем системой сопряженных направ­
лений, а огибающая их сеть линий - сетью сопряженных линий.

Отнесем двумерное подмногообразие , не теряя общности
рассуждений, к сети сопряженных линий, то есть направим векторы 

<2  ̂ по сопряженным направлениям, тогда среди компонент вто­
рых фундаментальных тензоров появятся нулевые;

g ,Ł = 0 , Л ^ ‘ 0  .

Значат,e<X e Ł .
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Тензоры CU.;
- 8-

ииеют следующий вид:

Ц -

о

о .  Л  £ М
Ś' “ */  А.

Инварианты же подмногообразий V{. , несущих сеть сопряжен­
ных линий, имеют такие выражения:

07
С
X.

f> Pł ;

/ *  */

■* л.А; и - собственные значения тензоров ć t: •
Выражения дяя тензоров 31* , Ц-̂
имеют вад:

разложения ftT-t
и

ЯН -
/3/

' і і  • і
имеемДля компонент тензоров Кодацци CU.̂  w ----

“• « * s I і  ( V ) .  %  ( ^ ) ,
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йз теории алгебраических инвариантов \_\{ известно,

что необходямш и достаточным условием совпадения трех семейств

линий ткани является равенстве» нулю ее гессиана. Таким образом,

для ткани, определяемой уравнением /*/, имеем систем 
Г А  / ГГ^\ / n ? L \ /л*'-4: І /, w  Л

-9-

л

Откуда следует 

а/ для (Г( jjh * Ї

f i . w t ,  Й О . -Р  • ' V

ф , - 0 .  £ . » « 4 ;  ' ' / V

б/для (T (g )= i

1 i t ^ b o n t ' ,  /4 ,/

/< /

Дифференциальные уравнения тканей Кодацди /я/ имеют вид

а/ ( Г ф М

/ V s 0 ;

/ V : ( £  \  Ы ' У  - о : 
й/

4 / : ( f W ) ł = 0 .'
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Инварканты подмногообразий \  в ка,щом случае /4. / , /4,,/яв-«X.
ляются следующими функциями

K J - -  н ^ - н ч о ,

i ki/-, н*' Н*М' кА- кАМ. І ^ - Ґ М , -
явное выражение которых можно найти, используя формулы /■#•*■ / . 
Итак, получили
П р е д л о ж е н и е .  Необходимым и достаточным условием того, 
чтобы двумерное подмногообразие X ^ ' S H e ’ b / V . c ^ e

а  **’ Й.5- / , несущее сеть сопряженных линий, имело вырожденную 
/-ые/ в одну линию /в деє различные линии/ ткань /-и/ Кодацци 
является выполнение одного из условий /4 ./ при фиксированном 
значении Л  /для Л - \  п / , если подмногообразие дефи­
нитной метрики, и выполнение одного из условий /4<(1/ при фик­
сированном значении /для ^  / , если подмногооб-
разиа индефинитной метрики, где ^  и ^  - собствен-

1  ^ л ныа значения соответственно (Ххj  и ^  •
Известно, что необходимым и достаточным условием того, что­

бы у ткани совпали только два семейства линий, а третье было 
отлично от них, является обращение в нуль дискриминанта куби­
ческой формы ткани на подмногообразии и отличие при этом от ну­
ля гессиана ее.

Таким образом, имеем следующее уравнение

-  (3< V V V *  - V " ),{y~J ‘ “ '
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Тождественное равенство нулю дискриминанта кубической формы тка­
ни на подмногообразии предполагает равенство его нулю на 
каждой координатной линии: 
для (J'CgV 'l

( f i

-  <}• 5* ( f.). ' 3+  (ft).) ■ 0 '■

-II-

Для (Г(§) \ \

ł i n k  ф -  ( j j t b w  ( Ь

Откуда следует, что 

1

или  ̂ /5/

і. c W  .

%
Дифференциальные уравнения тканей Кодацци в этом случае шею? 
вид:' а/для (Г (<^)= \

i №  i % ) .  “ V A  - 0 ■.

б/ для (Г О ^ У Ч
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JL>

*•/'/■• ( - f f b w -  ( - f r X M - O .

Таким образом, имеем
П р е д л о ж е н и е .  Двумерное подмногообразие 
/ VI Su 0 1  / несущее сеть сопряженных линий, на ко-

* JL
торых собственные значения матріщ тензоров CU • и CU 
удовлетворяют одному из условий /5/, характеризуются тем, что 
две различные ткани Кодацци имеют по два совпавших семейства ли­
ний и отличные от них третьи семейства.

Учитывая доказанные предложения, можно составить следующую 
таблицу выделенных классов двумерных подмногообразии .несущих 
сеть сопряженных линш, в пространстве де Ситтера по типу пары 
тканей Кодацци.

Тип пары тканей 
Кодацци на

*л
CU.*j

* t> 
<

......л  *  р
I .  Подмногообразие"̂ , 
несет вырожденные в 
линии ткани Кодацци

(T tfi*-A  
a t

ИЛИ .

о ИЛИ

О-1!  1 P
ИЛИ

Ż. йа подмногообразии 
\  две ткани Кодацци 

имеют только по два 
совпавших семейства ли­
ний

d *  1 g ,»  te n ^ t
ИЛИ

• t t / ^ й О М t

ft- J/ e ,' w w t
ИЛИ

C t l l f a ’ t C k d
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3» Подмногообразие 
несет только одну вы— 
рожденную в лїінлю ткань 
Кодацци. Вторая ткань Ко 
дацци - общего типа

< Г ( < р Н

или и

$ 1' $ / 0 , o t / ^ c o n d

или

ІЄБШ1ОЛНЄНП0 ус- 
аовіш для собст­
венных значений 

* р
« Ї  ‘  & І  

L.,2.

4. На подмногообразии 
одаа ткань Кодац­

ци вырождается в линш, 
а вторая имеет только 
два совпавших семейства

< г ( й н  .

или

0 . f l £ / g k * c e * r f  

< T Q j> — f

или

a l  f o t o w i

ЕЛИ

a t / ^  *

5. Sa подмногообразии 
i у одной ткани Ко­

дацци два совпавших се­
мейства* другая ткань 
Кодацци - общего типа

С Ц  1 - Ł C M Ź

или

• fa. "

Йи одно из условий
I..2 . для собствен •л £
кых значений й і* 

u
^  • не выполня- 

зтся
ś* Подмногообразие 
несет две ткани Кодацци 
общих типов

Собственные' значения матриц тензороі 

$ 1Ц  /  * L t p  /н е  под- 
чАяются ни одному из условий Iг ,2 *

їаким образом» двумерные, подмногообразия
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/ V jl ^  XSH СГ j  /.несущие сеть сопряженных линий, распались 
нашесть непересекающихся классов для кавдого з н а ч е н и я і .
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